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Halbbeschranktheit gewéhnlicher Differentialoperatoren 
héherer Ordnung 


Auf Grund des Nachlasses von F. Re.iicn 
itet von 


Eruarp Hetnz in Stanford/California 


Vorwort 
Von 
B. L. VAN DER WAERDEN 


In einem Vortrag vor dem Amsterdamer KongreB [21] hat F. Reiiicn 
zwei Satze tiber halbbeschrinkte Differentialoperatoren formuliert. Mit den 
nachher zu erklirenden Bezeichnungen lauten die Siitze so: 

I. Der Operator D in © ist am linken Ende halbbeschriinkt, wenn es eine 
reelle Zahl A gibt, so daB die Differentialgleichung L(u) = A k u linear unab- 
hiingige reelle Lésungen y,, ¥,,..., Ym besitzt, die den beiden Forderungen 
geniigen : 

(1) Die Nullstellen der Wronskischen Determinante A(z) haben in 
a <x < »keinen Haufungspunkt bei x = a. 

(2) Wenn m > 1 ist, so sind die y,,..., ¥, paarweise konjugiert. 

II. Wir wihlen das linke Intervallende a ='0 und machen iiber die Koeffi- 
zienten p,(x), k(x) der Differentialgleichung L u= (4 ku die zusiitzliche Vor- 
aussetzung: Es sei x = 0 (identisch in A) eine Stelle der Bestimmtheit, d. h. 
es sei 


Pa(%) = 2’ Pan 2°-*2*" 
n=0 


k(x) = So ky xe-2m+" 
n=0 
mit reellem o in einer (rechtsseitigen) Umgebung von x= 0. Das zu x= 0 
gehorige charakteristische Polynom ist dann 


P(e) = & Pao! | gl ((m —a)!}®~Ak, mit 2s8=2m-—1-c. 


m—a m—a 


Wenn &,+ 0 ist, dann ist D in © bei x= 0 halbbeschriinkt. Wenn k,= 0 
ist, dann ist fiir die Halbbeschrinktheit von D in 9 bei x= 0 notwendig 
und hinreichend, daB jede Wurzel des charakteristischen Polynoms P(g), die 
in der komplexen Ebene auf der khritischen Symmetriegeraden 9 = s + it, 
— oo <t < o liegt, eine gerade Vielfachheit besitzt. 

Math. Ann. 135 l 
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Fiir die Beweise dieser Sitze verweist Re.iicu auf seine Arbeit ,,Halb- 
beschranktheit gewéhnlicher Differentialoperatoren héherer Ordnung, Math. 
Annalen, erscheint demnichst“. 

Diese Arbeit hat Retiicn nicht mehr fertigstellen kénnen. In seinem 
NachlaB fanden sich ein Beweis von Satz I und Ansitze zum Beweis von 
Satz II. AuBerdem fanden sich noch weitere Resultate, welche die allgemeine 
Theorie der halbbeschriankten Differentialoperatoren betreffen und die in § 5 
und § 7 der vorliegenden Arbeit dargestellt sind. Von diesen Resultaten ist 
vor allem das Oszillationstheorem (Satz 8) interessant, durch das die all- 
gemeine Theorie einen Abschlu8 erhalt. Satz 8 wurde von Retiicu fir den 
Spezialfall g,(z) = p,(x), m = 2 vollstindig bewiesen. 

Die fehlenden Beweise wurden von E. Hetnz teils auf dem von RELLICH 
angedeuteten Wege, teils nach abweichenden Methoden gefunden. Die Er- 
gebnisse der vorliegenden Arbeit gehen in einigen Punkten iiber die Rellich- 
schen Satze hinaus, wie man der folgenden Ubersicht entnehmen kann. 


( Vorwort eingegangen am 2. Dezember 1957) 


Problemstellung 
Wir betrachten das singulire Eigenwertproblem 
(1) Lu= JX (-1)"~’ (p, (xz) ul*-™—- = Ak(z)u 


(-wsa<xr<bS+oo). 


Indem wir zur Abkirzung mit 9,(«, 8) (e=0,1,...; aSa< BSb) die 
Menge aller komplexwertigen, im Intervall « < z < # k-mal stetig differen- 
zierbaren Funktionen bezeichnen, wollen wir voraussetzen, daB p,(z) 
(v= 0,...,m) und k(z) reelle Funktionen aus 9,,_,(a,b) bzw. D,(a,b) sind 
und daB fiir a < x < b die Ungleichungen 


(2) P(x) > 0, k(x) >O 
bestehen. Um (1) zu einem der Spektraltheorie zuginglichen Eigenwert- 
problem zu machen, erkliren wir als Hilbertschen Raum § die Gesamtheit 
aller komplexwertigen im Intervall a < x < 6 meBbaren Funktionen u(z), fiir 
die 

b 
(3) f\u(zx)|? k(x) dx < 0 

a 


ausfallt. Mit dem inneren Produkt 
b 


(4) (v,u) = f O(a) u(x) k(x) d x 
und 
(5) Dawitwvide 





k (zx) 
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wird 
(6) (v,D u) = (D v,u) 
und 


b 
(7) (u,D u) = f (po(x) |ul™ |? + p,(x)| wl -Y)2+ --- + p(x) jul*) dz, 


wenn wir als Definitionsbereich von D den Teilraum © aller Funktionen 
u(x) €D,,,(a,6) zugrunde legen, die in einer (individuellen) Umgebung von 
x =a und x= b identisch verschwinden. Bekanntlich hat die AbschlieBung 
des in © Hermiteschen Operators D die Defektindizes (j,j7) mit 0 <j < 2m. 
Wenn j = 0 ausfillt, dann ist D in © bereits wesentlich selbstadjungiert. In 
allen iibrigen Fallen muB ® durch einen umfassenderen Teilraum 9 ersetzt 
werden, indem an den Intervallenden an Stelle des identischen Verschwindens 
von u(x) gewisse Randbedingungen gestellt werden, so daB D in D wesentlich 
selbstadjungiert wird. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir solche Differentialoperatoren D, 
welche in 9 halbbeschrinkt sind. In Anlehnung an A. Wuxtwer, der in [22] 
den Begriff der Halbbeschranktheit zuerst formuliert hat, nennen wir einen 
in einem Teilraum 2 eines Hilbertschen Raumes § erklirten Hermiteschen 
Operator A ,,halbbeschriinkt nach unten“, oder kurz ,,halbbeschrinkt“, wenn 
fiir alle Elemente u ¢ 2 die Ungleichung 


(8) (u, A u) Sj Ag(u, u) 


mit einer festen reellen Zahl A, erfiillt ist. Ist A sogar selbstadjungiert (hyper- 
maximal), so ist (8) aquivalent mit der Forderung, daB kein Punkt des Spek- 
trums von A unterhalb A, liege. Halbbeschrinktheit bedeutet demnach fiir 
unseren in © erklarten Differentialoperator D, daB die untere Grenze des 
Quotienten 
b 
(m)|2 \q/2 

‘ wave _ {inion +...4 niannds 


“{ b 
+ #) J \ultk (xz) dx 
a 





fir alle u(x) <9, w+ 0 endlich ist. Dementsprechend sind alle Operatoren, 
die einem sinnvollen Variationsproblem entspringen, halbbeschrankt. Auf 
Grund dieser Tatsache ist es plausibel, daB viele Eigenwertprobleme der 
mathematischen Physik auf halbbeschriinkte Operatoren fihren. Wie K. O. 
Friepricus ([7] und [8]) gezeigt hat, besitzen halbbeschrinkte Hermitesche 
Operatoren besondere Regularititseigenschaften, die sie vor den ibrigen 
auszeichnen. Zum Beispiel liBt sich jeder solche Operator A durch Ab- 
schlieBen der Form (u,A u)!) zu einem selbstadjungierten Operator A fort- 
setzen, der im Falle eines Differentialoperators zweiter Ordnung durch eine 
einfache Randbedingung beschrieben werden kann. Die Friedrichsschen Unter- 
suchungen wurden spiter von F. Rexiicn (19) weitergefiihrt, und kiirzlich 


7 1) Vgl. ‘dasu Re xicu [20], insbesondere § 8. 
1* 
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hat H. Krumuaar [17] einen Teil der Rellichschen Ergebnisse auf Diffe- 
rentialoperatoren héherer Ordnung iibertragen. 

Es erhebt sich nun die Frage, wann unser Differentialoperator D in D 
halbbeschriankt ist und wie man auf Grund des Verhaltens der Koeffizienten 
p,(z) und k(x) sowie der Randbedingungen die Halbbeschrinktheit oder 
Nichthalbbeschranktheit entscheiden kann. Bevor wir an die wirkliche Auf- 
stellung solcher Kriterien gehen, wollen wir zwei Vereinfachungen des Pro- 
blems besprechen, die sich aus der allgemeinen Theorie der Hermiteschen 
Operatoren ergeben. Zunichst folgt wegen der Endlichkeit der Defektindizes 
des in 9 erkJarten Hermiteschen Operators D, daB D in D genau dann halb- 
beschriinkt ist, wenn es D in © ist (Satz 1). Der Charakter der Halbbeschrankt- 
heit haingt also nicht von den Randbedingungen ab, sondern nur von den 
Koeffizienten der Differentialgleichung (1). Da8 eine solche Vereinfachung 
bei partiellen Differentialoperatoren nicht mehr méglich ist, hat kiirzlich 
H. O. Corpzs [4] am Beispiel des Operators A u= — Aw gezeigt. Um zu 
einer zweiten Vereinfachung unseres Problems zu gelangen, bezeichnen wir 
mit Dom (x, B) (asa < B <b) die Menge aller u(x) € D,,,(«, 8), die in einer 
Umgebung von z = « und z=  identisch verschwinden, und setzen 


8 
(10) I (wu; a, B, A] = f (po(x) |w™|? + --- + (pq (x) — AR(x)) |ul*) dz. 


Aus (u, Du) > A,(u, u) (u € 9) folgt sofort 


(11) I{u; a, ¢, 4] 20 (u(x) € Dam (a, ©) 
und 
(11’) Iu; c, b, Ay] 0 (u(x) € Dam (Cc, b)) 


fiir jedes reelle c mit a < c < 6. Wir nennen nun D in © halbbeschriinkt am 
linken Ende, wenn es reelle Zahlen 4, und c mit a < c < 6 gibt, so da8 fir alle 
u(x) € Dom (a, c) die Ungleichung (11) erfillt ist. Entsprechend wird die Halb- 
beschrinktheit von D in 9 am rechten Ende erklart. Wie H. KruMHAaR {17] 
bewiesen hat, ist D in © dann und nur dann halbbeschriinkt, wenn D in © s0- 
wohl am linken als auch am rechten Ende halbbeschrinkt ist. Fir die Unter- 
suchung der Halbbeschrinktheit geniigt es demnach, sich auf Probleme mit 
einem singuliren Intervallende zu beschrianken. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, ein notwendiges und 
hinreichendes Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit von D in 9 am linken 
Ende zu formulieren. Zunichst gilt fiir m= 1 folgender Satz (RELLIcH [19], 
Hartmann [11] und HarrMann-Wixtwer [12]): D ist in © bei x= a genau 
dann halbbeschrinkt, wenn es ein reelles A, gibt, so daB sich die Differential- 
gleichung Lu= A,k(x) u bei x = a nichtoszillatorisch verhilt. Dabei heiBt die 
Differentialgleichung (1) oszillatorisch (nichtoszillatorisch) am linken Ende 
x =a, wenn die Nullstellen einer nicht identisch verschwindenden reellen 
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Lésung u(x) von (1) bei z= a einen (keinen) Haufungspunkt besitzen. Um 
dieses Ergebnis auf Differentialgleichungen héherer Ordnung zu iibertragen, 
benétigen wir den Begriff der konjugierten Lésungen, der schon von Ja- 
cosl [15] teilweise antizipiert worden ist und insbesondere in den Unter- 
suchungen von CLEBscH [3] und v. Escnerics [6] itiber die zweite Variation 
einfacher Integrale eine dominierende Rolle spielt*). Fiir unseren Differential- 
operator L kann er folgendermaBen erklirt werden: Aus 


(12) vLu—uLe=—< [p, uw) (a<2<b) 
mit 
m—1 m—il-—»* 
(13) [ve uJ= FS (- 1)" FS (— WP (p, (2) w—nY0"-1-"- v9 — 
vy=0 t= 
m—1 m—l—y¥ - 
— ZF (- 1 F.-Y P(x) e-em 2-9-9 wl 
v=0 w=0 


folgt [v,u]= const fir a<2<b, falls Lu=Ak(x)u und Lv=Ak(z)v 
gilt. In Anlehnung an v. EscHEricn [6] nennen wir nun zwei Lésungen u = y, 
und v= y, konjugiert, wenn [y,, y,] = 0 ausfallt. Fir m = 1 ist 


(14) [v, u] = — po(z) (uv — wo’) +0, 


sobald u(x) und v(x) zwei linear unabhiangige Lésungen sind. Also besitzt 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung iiberhaupt keine linear unab- 
hiangigen konjugierten Lésungen. Auf der anderen Seite gibt es fir Diffe- 
rentialgleichungen héherer Ordnung m (aber nicht mehr) reelle, linear un- 
abhingige Lésungen y,,..., ¥, von L y= Ak(x) y, welche paarweise kon- 
jugiert sind. 

Von entscheidender Bedeutung fiir die Halbbeschrinktheit von D ist das 
Verhalten der Wronskischen Determinante 

a oe 


(15) A(2)= Wp, «6 Ym) =|: . 


ye» ee ye» 

In §7 werden wir zeigen: Ob sich die Nullstellen von A(z) bei x = a(x = b) 
héiufen oder nicht, hiingt nicht von der speziellen Wahl des konjugierten Lésungs- 
systems {y,,..., Ym} ab. Deshalb sagen wir, die Differentialgleichung (1) sei 
bei x = a (x= b) von oszillatorischem oder nichtoszillatorischem Charakter, 
je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt. Mit dieser Definition gilt 
dann das obige, far m= 1 formulierte Halbbeschrainktheitskriterium unver- 
andert auch fiir Differentialgleichungen héherer Ordnung (Satz 9 und Satz 9’). 

Um dieses Resultat zu beweisen, werden wir zunichst in § 2 dieser Arbeit 
die Theorie der konjugierten Lésungen ab ovo entwickeln. Dabei stiitzen wir 
uns auf einige wohlbekannte Sitze aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, die in § 1 zusammengestellt sind. Ausgangspunkt ist die Frage, 


*) Zusa fi de Darstellungen bei Bowza [2], § 76, sowie Hapamarp [10], 
S. 336—359; ausfiihrliche Literaturangaben bei Pascat [18]. 
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welchen Bedingungen die Differentialoperatoren m-ter Ordnung Q und R ge- 
niigen miissen, damit die Gleichung 


(16) L=R*Q=Q*R 


besteht. Hierbei bedeuten R*, Q* die zu R, Q gehérigen formaladjungierten 
Operatoren. (16) ist offenbar aiquivalent mit 

b b . 
(16’) fvLudz=f RvQudz (u(x), v(x) €D). 


a 
Zar Abkirzung bezeichnen wir mit Q die Gesamtheit aller Differential- 
operatoren der Form 


m 
(17) Qu =2 % (x) w™—*) (x) 


(9,(z) € Dm (a, b) (v = 0, ...,.m); qo(z) = + V'Po (2) ) 
und mit N,, No, . . . die Lésungsmannigfaltigkeiten von Lu=0,Qu=0,.... 
Dann laBt sich das diesbeziigliche Ergebnis (Satz 3) folgendermafBen aus- 
sprechen : 

Die Gleichung L = R*Q (mit R€Q, Q € Q) besteht genau dann, wenn Np 
und No in Ny enthalten sind und wenn fiir alle Paare y€Ng und ¥ CNp der 
bilineare Ausdruck [y,¥] verschwindet. Zu jedem Q€Q mit NgCN,, gibt es 
genau ein REQ mit Ne CR, und L= R*Q= QR. 

Fir den Spezialfall R= Q folgt (Satz 3’), daB die Gleichung L= Q*Q 
(mit Q € Q) genau dann erfiillt ist, wenn N,. von m paarweise konjugierten 
Lésungen der Gleichung L u = 0 aufgespannt wird. Aus Satz 3’ ergibt sich 
dann in § 4 ein hinreichendes Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit von D in 
© am linken Ende (Satz 4’). 

Tn § 5 werden Abschatzungen und Existenzsiitze fiir konjugierte Lésungs- 
systeme hergeleitet. Insbesondere wird gezeigt (Satz 5): Wenn fiir alle u(x) € c) 
die Ungleichung I(u] = I[{u; a, b,0] = 0 besteht, dann gibt es m reelle, paar- 
weise konjugierte Lésungen u,,..., U, von Lu= 0, deren Wronskische Deter- 
minante W (u,,..., Up») fiir a < x <b nicht verschwindet. Die Hauptschwierig- 
keit beim Beweis dieses Satzes liegt dabei in dem Umstand, daB beide Intervall- 
enden singulér werden kénnen, so daB die klassischen Satze der Variations- 
rechnung nicht ohne weiteres anwendbar sind. Satz 5 kénnen wir nun das 
folgende .Resultat gegeniiberstellen (Satz 7): Zs sei I(u}= I[u;a,b,0]) 20 
fiir u(z) € 9. Auferdem seien U,,..., Um reelle, linear unabhiingige Léstingen 
von Lu= 0, welche paarweise konjugiert sind. Dann besitzt die Wronskische 
Determinante A(x) = W(u,,..., Up) tm Iniervall a < x < b héchstens m Null- 
stellen. Daraus, sowie aus den in § 4 bewiesenen Sitzen, ergibt sich dann ein 
dem Sturmschen Satz analoges Oszillationstheorem fir die Differential- 
gleichung L u = 0 (Satz 8) und damit das oben formulierte notwendige und 
hinreichende Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit (Satz 9 und Satz 9’). 

in § 8 legen wir fir die Differentialgleichung (1) das Intervall 0 < z <1 
zugrunde und macnen die folgenden zusatzlichen Voraussetzungen hinsichtlich 
der Koeffizienten p,(x) (v= 0, ...,m) und k(z): 
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(A) Es gibt ein reelles o, so daB fiir 0 < x < / die Darstellungen 


(18) Pp, (x) = 27-** p, (x) (y=0,..., m) 
und 
(18) k(a) = 2°-2™ k(z) 


gelten. Dabei sind },(x) und k(z) reelle Funktionen aus ®,,-,(0, 1) bzw. 
, (0, 1). 

(B) Die Funktionen ,(z) und k(x) sind stetig fir 0 < 2 <1. 

AuBerdem gilt 


(19) P(z)>0inO0<s2<l 
und 
(19’) k(x) >0 inO<2sl. 


(C) Es gibt zwei feste positive Zahlen e und A, so daB fir 0 < x <1 die 
Ungleichungen 


(20) B,(z) — p,(0)| < Aw (v= 0,...,m) 
und 
(20’) \k(x) — k(0)| < Ax 


erfiillt sind. Diese Voraussetzungen enthalten den Fall, wo die Differential- 
gleichung (1) bei x = 0 (identisch in 4) eine Stelle der Bestimmtheit besitzt 
(dann sind p,(x) und k(2) regulire Potenzreihen in einer Umgebung von 
z= 0 mit p,(0) > 0). Zur Abkiirzung setzen wir p,= p,(0) und k,= k(0): 
Das zur Eulerschen Differentialgleichung 

(21) Mu= x (— 1)*—* p,(27- 8° al? -9)(-9) op A bog? 8™ & 


v=0 


gehorige charakteristische Polynom kann dann in der Form 


(22) Fo) = rs(4%,) (38) Lim — IP ky 


dargestellt werden. Aus (22) entnimmt man, daB die Wurzeln von F(o) = 0° 
zwei Symmetriebedingungen erfiillen: sie liegen symmetrisch zur reellen Achse 
(die Differentialgleichung ist reell), aber auch symmetrisch zur Geraden 
Reo=<s (die Differentialgleichung ist selbstadjungiert). Wie H.-Kroum- 
HAAR®) bemerkt hat, ist das Auftreten nichtreeller charakteristischer Wurzeln 
fiir die Nichthalbbeschranktheit bei x = 0 allein nicht ausreichend; vielmehr 
muB das Verhalten des Polynoms F(g) auf der Symmetriegeraden Re 9 = 8 
in Betracht gezogen werden. Das Hauptergebnis von §8 l4Bt sich dann 

%) Vgl. [17], insbesondere S. 134—136. H. Krummaar fiigt seinen Ausfiihrungen die 
Vermutung hinzu, daB die Existenz michtreeller charakteristischer Exponenten auf der 
Symmetriegeraden fiir Nichthalbbeschranktheit eine notwendige Voraussetzung ist, falls 
bei z = 0 eine Stelle der Bestimmtheit vorliegt. Diese Vermutung wird durch das folgende 
Ergebnis bestatigt. 
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folgendermaBen aussprechen (Satz 13 und Satz 14): Wenn die Voraussetzungen 
(A) und (B) erfiillt sind und auBerdem k, > 0 gilt, dann ist D in © bei x = 0 halb- 
beschriinkt. Wenn die Bedingungen (A), (B) und (C) erfiillt sind und k,= 0 aus- 
fallt, dann ist fiir die Halbbeschrinktheit von D in ® bei x= 0 notwendig und 
hinreichend, daB jede Wurzel des charakteristischen Polynoms F(o), die in der 
komplexen Ebene auf der kritischen Symmetriegeraden Re 9 = s liegt, eine ge- 
rade Vielfachheit besitzt. 

Satz 13 und Satz 14 enthalten offenbar das von F. Reiuicu in [21] auf 
8. 247 aufgestellte Theorem *). 


§ 1. Vorbereitende Definitionen und Hilfssitze 
iiber gewéhnliche Differentialgleichungen 

Wir bezeichnen mit 9,, (a, b) die Menge aller im Intervall a < x < b 
(—coSa<b< +c) komplexwertigen m-malstetig differenzierbaren Funktionen 
u(x) und mit 9,, (a,b) die Gesamtheit aller u(x) € D,,(a,6), welche in einer 
individuellen Umgebung der Intervallenden x= a und x= 6 identisch ver- 
schwinden. Fiir ein System von m Funktionen y;(x) € 9,,-,(a,) (i=1,..., m) 
ist die Wronskische Determinante W(y,, .. .. y,,) durch die Gleichung 


Ui ++ Un 
(1.1) W(y,---s Ym) =| - 
7. | 
erklart. Im folgenden sei stets m = 2. Ist y;(x) €D,,-1,4, (4,5) (¢= 1,..., m; 


k=0,1,...) und W(y,..., y,) +0 in a< 2 <b, so gibt es m eindeutig 
bestimmte Funktionen z; (zx) € D, (a,b) mit 


m 
ry yf ~ (x) 2,(xz) = 0 (Gj=1,....m—1), 
(1.2) 7 ra 
mj yi" ~ (x) z(z) = +1. 
i=1 
Bevor wir zur Betrachtung linearer Differentialoperatoren iibergehen, wollen 
wir einige Hilfssitze beweisen, die sich unmittelbar aus der Definition der 


Funktionen z,(x) ergeben. 
Hilfssatz 1. Es seien r und s ganze, nichtnegative Zahlen. Dann ist 
(1.3) Dy y{”(x) 2°(x) = 0 fir r+ssm-2 
und ras) 
(1.3’) s yx) A(x) = (-1)* fir r+s=m-—1, 


falls die y,(x) (i = 1, .. ., m) zu Dy,, -.(@,5) gehdren. 
Beweis. Fiir s = 0 ist die Behauptung auf Grund von (1.2) evident. An- 
genommen, sie sei fiir s < p, r + s < m—|1 richtig; wir wollen sie fiir s = p + 1 


*) Wegen Anwendungen dieses Satzes auf separierbare partielle Differentialoperatoren 
vgl. auBer [21] noch REtticx [20], § 7. 
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beweisen. Es sei alsor + p+ 1s m-— 1. Dann entsteht aus 


(1.4) 2 ys” (x) A?)(a2) = 0 

durch Differentiation die Gleichung 

(1.5) Fy (2) Zt) (2) = — by oft? (x) 2?) (x) . 
i=1 i=1 


Nach Induktionsannahme wird daher 
= 0 firr+p+lsm-2 
vy (p +1) a 

(1.6) =H (x) 2f () (— 1)?*? fir r+p+l=m-1, 


womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 
Hilfssatz 2. Fiir y;(x) € Dym—g(a,b) (¢ = 1,..., m) hat man die Gleichung 


(1.7) W (91, - ++ > Ym) W (2, . . «5 Sm) = 1. 
Beweis. Offenbar ist z;(x) € D,,-,(a,6) (§= 1,..., m). Schreibt man (1.3) 
und (1.3’) in der Form 
% a0 aie SP ome g...(-lp 
(1.8) ; ‘ ell 
a» ae: a a 


so folgt (1.7) durch Ubergang zu den Determinanten. 
Es sei nun 


Qu= 2 4(2) wi™—"(x) (qo(z)+0) 


ein fiir u(x) €9,, (a,b) erklarter Differentialoperator der Ordriung m. Ist iiber- 


dies q,(z) € 9,,-,(a,6) (v= 0,...,m), so ist der zu Q formaladjungierte 
Operator Q* durch die Gleichung 
(1.9) Cu= 2(- 1)"—* (g(x) u(x))™-” 


definiert. Fir u(x) € ®,, (a,b) und v(x) € 9,, (a,b) gilt dann die Beziehung 
L h 

(1.10) fvQudz=f[uQtedz. 
a a 


Grundlegend fiir unsere spiteren Betrachtungen ist der folgende Hilfssatz, 
dessen Beweis wir tibergehen kénnen. 

Hilfssatz 3. Es sei {y,(x),..., Ym(x)} ein Fundamentalsystem der Diffe- 
rentialgleichung . 


(1.11) Qy= Jaz) y™-0(z)=0 — (g,(z) €Do(a,b) (v= 0, . . ., m); 
v=0 
(Q(z) #0 ina<2<b). 
Ferner sei x, eine feste reelle Zahl mit a < xy< b und f(x) eine willkiirliche 


Funktion aus 9,(a,b). Dann gibt es zx vorgegebenen komplexen Zahlen uy, 
Uy, ..., Um—1 genau eine Lésung u(x) € D,,(a,b) der Gleichung 


(1.12) Qu = f(z) 











10 Ernarp HEInz: 


mit 
(1.13) 4 (%q) = Uy, ..., 4-2) (z,) = &,, 3. 


Es gelten fiir a < x < b die Darstellungen 














(1.14) u(x) = Z («3 fee Hea) yi (z) 
ia} Go(&) 
Le 
und 
* 24(8) > W (Yas «++» Yo—as Us Yas a9 ++ +9 Ym) 
—_ 77 | i(6) ae = W (Yas ~+ +> Ym) ; 


To 

(t= 1,...,m), wobet c,...,¢,, feste komplexe Zahlen bedeuten und die 
Funktionen z,(x), ..., 2m(x) durch die Gleichungen (1.2) erklért sind. Ist iiber- 
dies {(x)€D,(a,b) und g,(xz) €D,(a,b) (v= 0,...,m), 80 gehdrt u(x) zu 
D,, +4 (4,5). 

Als Anwendung von Hilfssatz 3 beweisen wir 

Hilfssatz 4. Es sei {y,(x),..., Ym(x)} ein Fundamentalsystem der Diffe- 
rentialgleichung 


(1.16) Qy= 2% (2) y™—" (x) = 0 
mit 


q, (x) €D,, (a,b) (v= 0,...,m); Q(z) +0 in a<ax<b 


und 
y; (x) € D», (a,b) OS ae m) . 
Dann ist 
(x) € Don (a,b), = €®,, (a,b) pint 
yi (x am(@,6), 7a) 'm (2, (= 1,...,m), 
und es gelten die Gleichungen 
» [42] _ Bad 
(1.17) Q ean =0 got, .e. 


Beweis. Wir begniigen uns mit dem Beweis von (1.17). Es sei u(x) eine 


feste Funktion aus 9,, (a,b). Dann hat man auf Grund von (1.14) fira < x <b 
die Darstellung 


z 
m 
(1.18) u(x)= (- + sf ones y; (x) (a<2a%<b). 
i=1 0 
Wahlt man insbesondere z, hinreichend nahe bei zx = a, so entsteht 
Zz 
: 2,(&) 
(1.19) u(z)= DS y;,(z) Pars) Qudé (a<2x<b). 
i=1 ols 
a 


Da die Funktionen u(x) und Q u(z) in einer Umgebung von z = 6 identisch 
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verschwinden, so erhilt man aus (1.19) fiir z + 6 die Gleichungen 





b b 
* 2; (x) -/ 2, (zx) — oP 
(1.20) fe [ste u(x) dx -\ Ha Qude=0 W=1,:..,00 
Da sie somit fiir alle u(x) € 9,, (a,b) gelten, so folgt (1.17) w.z.b.w. 

Wir wollen jetzt formal-selbstadjungierte Differentialoperatoren be- 
trachten. Wie schon Jacosi [15] bemerkt hat, laBt sich jeder solche Operator L 
in der Form 


(1.21) Lu= s (— 1)™-* (p, (x) wl™—”))™—”) 


y=0 

darstellen®). Die Ordnung ist insbesondere stets gerade. Hinsichtlich m und 
der Koeffizienten von Z legen wir fortan die folgenden Voraussetzungen 
zugrunde : 

(a) Hs istm=>2, 

(b) Die Koeffizienten p,(x)(v=0,..., m) sind reelle Funktionen aus 
Dmn—, (a,b). 

(c) Es ist po(x) > 0 fiira<a<b. 
Wir stellen zum SchluB dieses Paragraphen einige formale Satze zusammen, 
welche sich unmittelbar aus der Definition des Differentialoperators L er- 
geben. Fiir u(x) € 9,,, (a,b) und v(x) € D,,,(a,5) gilt die Identitat 


d m—1 m 
(1.22) vLu= i-(2 0 A,u) +L) p,(z) um yim), 
t\,=0 v=0 
Dabei ist 
m—1-—yr 
(1.23) Aus 3) (— 1)"-**" (p,(z) ul™—)(m-1-#—) 
u=O0 
(y= 0,...,m— 1 
A, ist offenbar ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2 m — | — ¥; 
insbesondere hat man 
(1.23’) Am—1U = — Po(x) u™ (2). 
Mit 
m—1 m--1 
(1.24) [v.uJ= SY veAuw- J wA,v 
v=0 v=0 


folgt aus (1.22) die fundamentale Identitat 
d 
(1.25) vLu-—uLv= dz | ™)- 


Setzt man auBerdem u(x) ¢ 9,,, (2,0) und v(x) € ©,,, (a,b) voraus und inte- 
griert die Gleichungen (1.22) und (1.25) zwischen den Grenzen x= a und 
x = b, so entsteht 

b b 


(1.26) otuar- [{ p, (x) uim-A(2) vl—» (2) ) 
v=QO0 


5) Vgl. Gasman [9], § 3. 
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und 
b 
(1.26’) f(@Lu-uLvj)dze=0. 


Wir wollen noch den Ausdruck [v,u], der in den spiateren Untersuchungen 
eine entscheidende Rolle spielen wird, etwas genauer betrachten. Schreibt 
man [v,u] in der Form 


(1.27) [vul= 2? B,,(x) u(x) v(x), 
zo 


so folgt, daB [v,u] ein bilinearer, homogener Differentialausdruck der Gesamt- 
ordnung 2 m — 1 ist. ‘Wegen 


(1.28) [v, w] an se [u,v] 


ist (v,u) schiefsymmetrisch. Sind ferner u= y, und u= y, zwei Lésungen 
von L u= 0, so ergibt sich * 1s (1.25) die Gleichung 
(1.29) [y;. .] = const. 
Das fiihrt zu der folgenden 

Definition 1. Zwei Lésungen u= y, und u= y, von Lu= 0 heifen kon- 
jugiert, wenn [y2, y,] = 0 ausfallt. 


§ 2. Der Begriff der Halbbeschranktheit 


Ein Hermitescher Operator A, erklart in einem Teilraum 2% eines Hilbert- 
schen Raumes § mit dem inneren Produkt (v,u), heiBt halbbeschriinkt nach 
unten, wenn es eine reelle Zahl A, gibt, so daB fiir alle Elemente u ¢ 2% die Un- 
gleichung 
(2.1) (uw. A u) > Ag(u,u) 


besteht*). Setzt man auBerdem A in 2 als selbstadjungiert (hypermaximal) 
voraus und bezeichnet man mit {Z,} die zu A gehérige Spektralschar, so gilt 
die Darstellung 


(2.2) Au= fa d E,u (uw 6.2%) . 
4 


Die Ungleichung (2.1) bedeutet somit, daB kein Punkt des Spektrums von A 
unterhalb A, liegt. 


Es sei nun L der durch (1.21) definierte Differentialoperator. Ferner sei 
k(x) eine reelle, positive, stetige Funktion im Intervall a < «<b. Wir be-' 
trachten das Eigenwertproblem 


(2.3) Lu=Ak(z)u, a<2z<b, 
wobei wir als Hilbertschen Raum § die Menge aller komplexwertigen, im 





*) Im folgenden werden wir kiirzer ,,halbbeschrankt“ sagen an Stelle von ,,halb- 
beschrankt nach unten“. 
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Lebesgueschen Sinne meBbaren Funktionen u(x) zugrunde legen, fiir die 


b 
(2.4) J \u(x))?k(x) dx < 
ausfallt. Erklirt man das innere Produkt (v,u) und den Operator D durch 
b 
(2.5) (v,u) = f v(x) u(x) k(x) dx (u, » € D) 
und 
(2.6) Du=—— a > Lu (u(x) € Dom(a, 6) = 9), 


so hat man nach (1.26) und (1.26’) die Gleichungen 
b 


m 
(2.7) (v, Du) = f(z Pp, (xz) vi™—")( 2) um-n(a)) da 
+ le ec (u,v €D) 
und 
(2.7’) (v, Du) = (Dv, u). 
Um die folgenden Resultate iibersichtlich zu formulieren, fiihren wir noch die 
Form 


B 
(2.8) I[w;a, B.A] =f (po(x) |u™|* + +--+ (pm (x) — A k(x) |ul*) dx 


(u(x) €Dam(a, B); aSa<Ps<b) 

ein. Auf Grund von (2.7) und (2.7’) ist der Hermitesche Operator D in 9 
genau dann halbbeschrinkt, wenn es eine reelle Zahl A, gibt, so daB fiir alle 
u €® die Ungleichung 
(2.9) I[u; a,b, A] 20 
erfiillt ist. 

Bekanntlich hat die AbschlieBung von D in © die Defektindizes (j, 7) mit 
0 <j < 2m’). Sie sind beide gleich, weil D ein reeller Operator ist. Im Falle 
j = O ist Din © bereits wesentlich selbstadjungiert. Es brauchen also an den 
Intervallenden keine Randbedingungen gestellt zu werden, um (2.3) zu einem 
sinnvollen Eigenwertproblem zu machen. Man denke sich nun im Falle j > 0 
den Teilraum 9 durch einen umfassenderen Raum 9 ersetzt, in dem D wesent- 
lich selbstadjungiert wird. Die hypermaximale AbschlieBung von D in 9 
werde mit D bezeichnet. Da die Defektindizes von D in © beide gleich und 
endlich sind, so ergibt sich aus einem allgemeinen Resultat iiber Hermitesche 
Operatoren ®) sofort der folgende 

Satz 1. Ist (u, Dx) > Ag(u,u) fiir alle Elemente u € ©, so ist auch D in D 
halbbeschriinkt nach unten; und zwar besteht das Spektrum von D im Intervall 


*) Vgl. Koparra [16] und Giasman [9]. 
*) Vgl. Hemyz [13]. 
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— «0 <A< A, aus hochstens 2m Punkteigenwerten von D (mehrfache mehrjach 
geztihit ). 

Ob der Differentialoperator D in 9 halbbeschrinkt ist oder nicht, haingt 
also nicht von den Randbedingungen ab, sondern nur von den Koeffizienten 
p, (x) (v= 0,..., m) und k(x) der Form J [u; a, b, A). Handelt es sich speziell 
um ein regulires Eigenwertproblem, so ist D in © immer halbbeschrankt?). 
Somit kann die Nichthalbbeschranktheit von D in 9 nur durch das singulire 
Verhalten der Koeffizienten der Differentialgleichung (2.3) an den Intervall- 
enden x= a und x= b verursacht sein. Daher empvsiehlt sich der folgende 
Begriff: 

Definition 2. D ist in D halbbeschriinkt am linken (rechten) Ende, wenn es 
eine reelle Zahl 7, und ein reelles c mit a < c < b gibt, so daf fiir u(x) € ®,,, (a,c) 
(Doom (c,b)) die Ungleichung él 
(2,10) I[u;a,c,Ag] 20 (I [u; c,6,49] = 0) 
besteht. 

Der folgende Satz, der von H. KrumHAAR'®) bewiesen wurde, zeigt, daB 
man die Frage nach der Halbbeschriinktheit von D in 9 auf die Unter- 
suchungen der beiden Formen J [u; a, c, A]und J [u, c, 6, A]zuriickfiihren kann: 

Satz 2. Es ist D in 9 dann und nur dann haibbeschriinkt, wenn D in 9 
sowohl am linken als auch am rechten Ende halbbeschrinkt ist. 


§ 3. Die Operatorengleichung L = R*Q 
Wir stellen uns jetzt das Problem, den Operator Z in der Form 
(3.1) L= R*Q 
darzustellen, wobei R und Q Differentialoperatoren der Ordnung m sind. 
Insbesondere interessiert uns die Frage, ob es méglich ist, R = Q zu setzen. 
Zunichst ist es nétig, den Sinn der Gleichung (3.1) zu priizisieren. Schreibt 


man Q und R in der Form 
m 


(3.2) Qu= JS’ q,(z) ul” (zx), 


‘= 
m 


Ru= J) r,(x) uw (2) 
vy=0 

mit q,(x), r,(x) € D,, (a, b) (v» = 0,..., m), so sind die formaladjungierten Ope- 

ratoren Q* und R* durch (1.9) erklart, und es ist Q u € 9,, (a, 6), Ru € D,, (a,b) 

fir u(x) € D,,,(a,5). (3.1) bedeutet dann, da® fiir alle Funktionen 

u(x) € D,,, (a,b) die Gleichung 

(3.3) Lu= R¥Qu 

besteht. Daher ist (3.1) aquivalent mit der Relation 


b 4 : 
(3.4) fvoLudx={ RvQudz (u,v <9), 
a 


a 


*) Vgl. Krumnaar [17], Satz 4.2. 
1°) Vgl. [17], Satz 4.3. 
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aus der auch 
(3.5) L= Q*R 


folgt. Die Operatoren Q und R stehen daher in einer symmetrischen Be- 
ziehung zueinander. Schreibt man (3.3) in der Form 


(3.6) = (— 1)" po(x) we™ (x) + + + = (— 1)" 19(z) q(x) Ue™ (2) + ++, 
so folgt 
(3.6’) Po(X) = Yo(X) Foz) , 


also g(x) +0 und r,(x) +0 fiir a< x<b. Ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit darf man daher die Koeffizienten g,(z) und r(x) so normieren, daB 


(3.7) Po(X) = To(X) = + \po(x) 


wird. Wir gelangen somit zu der folgenden 
Definition 3. Es sei Q die Gesamtheit aller Differentialoperatoren der Forra 


m 
(3.8) Qu= > q,(z) w™-” (x) 
mit 
q,(#) € Dp (a,b) (vy = 0,..., m) und go(x)= + Vpo(x) - 
Im Gegensatz zu L diirféen also die Koeffizienten q, (x), . . ., ¢_ (x) komplex- 


wertig sein. Wir wollen zunichst einige einfache Eigenschaften der Opera- 
toren Q und R# ableiten, die sich unmittelbar aus (3.1) ergeben. 
Hiljssatz 5. Es sei Q€Q, REQ und L= Q*R= R*Q. Dann gibt es 2m 
Lésungen y;,..., a ee Ym der Gleichung L y = 0 mit 
(3.9) Wt. <5 Ym) +O und W(%,..-, ¥m) #0 
(a < x <b) 


derart, da fiir u(x) € D,,(a,b) die Darstellungen 


oom WW (8... « Mas @) 
(3.10) Q oe V Po(=) Wy Ym) 
und 

7 . a a 
(3.10) Ru=\pi2) WG, 7) 


gelten. R ist durch Q eindeutig bestimmt und wmgekehrt. 

Beweis. I. Es sei Q y= RY = O mit y(x) € D,,(a,5), ¥(z) € D,, (a, 5). Nach 
Hilfssatz 3 ist dann auch y(zx) €9,,, (a,b) und y(x) €9,,,(a,b), also Ly 
= Q* Ry = Ound L y= R*Q y= 0. Sind daher {y,, . . ., ym} und {4}, .. . Ym} 
Fundamentalsysteme der Gleichungen Q y= 0 bzw. Ry = 0, 80 ist y;,(x) € 
€ Ds, (4,5), (x) € De, (a,b) und Ly,= Ly,=0 (i= 1,..., m). Wegen 
W (yy, --- Ym) =O und W(Y%,..., Ym) +O (a < x <b) folgt dann (3.10) und 
(3.10). 

Il. Bleibt zu zeigen, daB R durch Q eindeutig bestimmt ist. Sei L= Ri Q 
= RFQ mit R,< Q(t = 1, 2) und Q«€Q. Dann hat man fir u(x) € 9,,,(4,5) 
die Gleichung 
(3.11) (R¥ — RF) Qu=0 (a<a<b). 
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Ist {(x) € D,,(a,6) vorgegeben, so gibt es nach Hilfssatz 3 ein u(x) € D,,, (a,) 
mit Qu= f(x). Somit gilt fiir alle (xz) €D,,(a,6) die Gleichung R?/ = RF 
(a < x<b). Daraus folgt aber R,= R,, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Wir sehen also, daB die fiir die Lésung der Gleichung ZL = R* Q in Betracht 
kommenden Operatoren R und Q aus Q in der speziellen Form (3.10) und 
(3.10’) darstellbar sind und mithin nur von 2 m* komplexen Parametern ab- 
hangen. Dies fiihrt zur folgenden 

Definition 4. Es sei Y die Gesamtheit aller Difjerentialoperatoren, die sich 
in der Form 


; —— Wey. -->Yar%) 
(3.12) Qu=\polz) Wy, ...ya) 
darstellen lassen. Dabei ist {y,, ..., Ym} ein Lésungssystem von L y = 0, dessen 
Wronskische Determinante W(y;,..., Ym) im Intervall a < x <b nicht ver- 
schwindet. Sind iiberdies die Lésungen y,(x),..., Ym(x) paarweise konjugiert, 
so werde die aus Y entstehende Teilmenge der Operatoren mit JS’ bezeichnet. 

Wenn Q ¢ vorgegeben ist, so sind natiirlich die Lésungen y, (x), .. , ¥m(2) 
nicht eindeutig bestimmt, wohl aber der von ihnen aufgespannte Lésungsraum. 
Daher ist es sinnvoll, die letzte Definition noch durch die folgende zu ergiinzen : 

Definition 5. Es sei {y,,..., Ym} ein Lésungssystem von L y= 0, dessen 
Wronskische Determinante W(y,,..., Ym) tm Intervall a < x <b nicht ver- 
schwindet, und N der von den Funktionen y,,..., Ym aufgespannte m-dimen- 
sionale Raum. Die Gesamtheit aller so entstehenden Lésungsriéume N werde 
mit 22 bezeichnet, 

Durch die Gleichung (3.12) wird D eineindeutig auf 2 abgebildet: Jedem 
Operator Q € $B entspricht genau ein Lésungsraum Ng ¢ 2 und umgekehrt. 
Es erhebt sich nun die Frage, ob es zu jedem Operator Q €D einen Operator 
R¢PD mit L = R*Q gibt, und in welcher Beziehung die assoziierten Lésungs- 
riume Np und Np zueinander stehen. Dariiber gibt der folgende Satz genaue 
Auskunft: 

Satz 3. Es sei Q€Q und REQ. Dann ist die Gleichung L = R*Q genau 
dann erfiillt, wenn Q und R zu Y gehdren und wenn fiir alle Paare y €Ng und 
¥ € Np der Ausdruck [y, y] verschwindet. Zu jedem Operator Q €P gibt es genau 
einen Operator R «YD mit L = R*Q. 

Zusatz: Es sei L= R*Q mit QED und REP. Ferner sei {y,,.-., Ym} 
eine Basis in No und {H,-.-; Ym} eine Basis in Np. Auperdem seien die 
Funktionen z,(x), . . . , Zm(x) durch die Gleichungen (1.2) erkldrt und Z,(x),..., 
Zm(x) durch die analogen Gleichungen, indem man y;(x) durch Yy,(x) ersetzt. 
Dann gelten die Darstellungen 








(3.13) Qu=-—1_ ¥ [Y,,u]2, (2), 
Vpo(z) i=1 
(3.13’) Rew -—— s (ys, @] 2, (x) 








Vpo(a) i=1 
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und 


m 
(3.14) uLo=QuRo+ i "ai Ped ad 
W (Yrs + + + Ym) 
(u(x), v(x) €D,,,(a,6); a< a< bd). 

Beweis. Nach Hilfssatz 5 kann die Gleichung L = R*Q mit Q¢€Q und 
R«€Q nur dann bestehen, wenn beide Operatoren Q und R zu D gehéren. 
Ferner kann es zu vorgegebenem Q ¢ J héchstens einen Operator R ¢ D geben. 
Wir haben also folgendes zu zeigen: 

(a) Ist Q@ €D vorgegeben, so gibt es einen Operator R «DP mit L = R*Q, 
so daB die Gleichungen (3.13’) und (3.14) bestehen. 

(b) Eine Lésung ¥(x) von L y= 0 gehért genau dann zu Nz, wenn fiir 
alle y € Ng der Ausdruck [y, ¥] verschwindet. 





Es sei {y,,.--, Ym} eine Basis in Ny. AuBerdem seien u(x) und v(x) zwei 
Funktionen aus 9,,,(@,b). Dann gibt es nach Hilfssatz 3 zu einem festen z, 
mit a < x,< 6 komplexe Zahlen ¢,,...,¢,, so daB fiir a < x <b die Glei- 
chungen 

z 
(3.15) u(z)= D (« - f — (6) Q uae) y; (x) 
cmt J Veeté) 

und 

ale 

_& (SE) WY ay + = Yo—ay Uy Yen ay s+ os Ym) 

o “* lies ouas~ W (Yay - ++» Ym) 

(i= 1,..., mi) 


bestehen. Aus (3.15) folgt 


(3.17) u(z)Lv= J» (.+ ut guae)iats —wvLy,) 
j=1 


- Se + | 2 ouae) 4 ty, 0). 
Zz 


Mit Benutzung von (3.16) entsteht 


(3.18) u(z)Le= 7, eta ped. egal call a“ 
i W (91s >> +s Yu) 
— Tay 2, We elela) Or 
0 a 
(a<a<b). 


Wir wollen jetzt zeigen, daB der Differentialoperator 
(3.19) Rv= - —— p yy, ¥] 2 (z) (v(x) € Dam (a,5)) 
VPo(x) i= 


Math. Ann. 135 2 
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zu $ gehért. Mit Benutzung von (1.2), (1.23’) und (1.24) kénnen wir R 
folgendermaBen darstellen : 

















Ro=- we Res » [yi v) % (2) 
Po(x) i=1 
m m—1 m m—1 
a : _(- x z, (x) > HP (2) Ayo + 3 (2) Sw (2) Ay») 
V Po (x) i=1 k=0 i=1 k=0 
m—1/™m m—1/ m , 
Pa : (- p (z z, (x) y!*) (2)) v+ 2 (s 2; (x) A, n) vt) (2)) 
(3.20) V Po (x) k=0\i=1 Lr =0\i=1 
“ —— (- An-,v+ 2 (s z, (x) A, v) vt) (2) 
V Po (x) k=0 \i=1 ] 
m—1 


= J” r, (x) v® (x) + V Po (x) v™) (x) , 
k=0 





wobei 
22, (xz) Ary; 
(3.21) ry (2) = 2 (k= 0,...,m—1) 
V Po (x) 
gesetzt ist. R ist also ein Differentialoperator der Ordnung m. 
Es sei nun {v, (x), . . . , U™(x)} ein Fundamentalsystem von L v = 0, und 
es werde 
ee 2m 
(3.22) y (2) =~ Ey 0% (2) 
gesetzt, wobei ¢,,..., &,, komplexe Zahlen bedeuten. Unterwirft man die 
GréBen &, den linearen Gleichungen 
2m 
(3.23) > [yi ve] &= 0 (§=1,..., m) , 
k=1 


so ist [y;, ¥] = 0 (¢= 1,..., m) und daher R ¥ = 0. Da der Rang der Matrix 
(Lys x ])) s=1,.., m S m ist, so gibt es m linear unabhingige Lésungsvektoren 
k=1,..,2 


(3.24) EO = (E0,..., G0) Pg ee m) 
von (3.23). Also sind die Funktionen 
2m 

(3.25) 9; (2) = YEP o, (2) Y='t,...5 m) 

k=1 
linear unabhangig, und es gelten die Gleichungen 
(3.26) RY;= LY;=0 (j= 1,..., m), 
(3.26’) [yi ¥;]= 0 (i,j=1,...,m). 
Somit ist W(%,..., Ym) + Oina < x < bund 

yam ye W (Gi, ~ +++ Ym» %) 

(3.27) R — V Po(2) W (ta, eoes Yn) ? 
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also RED. Fir u(x) € D5», (a,b) und v(x) € Dom (a,b) erhalt man aus (3.18) 
durch Integration die Gleichung 


b h b 
(3.28) fuLlvdz=f QuRvdz=f u(x) Q*Rvdz, 


also L = Q*R=R* Q. Damit ist Behauptung (a) bewiesen. Behauptung (b) 
folgt dann aus (3.26), (3.26’), sowie der Darstellung (3.19). Damit ist Satz 3 
vollstandig bewiesen. 

Als eine unmittelbare Folgerung ergibt sich 

Satz 3’. Die Gleichung L = Q* Q (mit Q € Q) ist genau dann erfiillt, wenn Q 
zu PD’ gehért. 

Beweis. Nach Satz 3 gilt L = Q* Q (mit Q ¢ Q) genau dann, wenn Q zuD 
gehért und fiir alle . sare y € Ny und y € Ny der Ausdruck [y, 7] verschwindet, 
d. h. wenn Q in J’ liegt. 

Als Anwendung der Darstellung (3.13’) beweisen wir noch 

Satz 3"). Hs seien y;(2),..., Ymsi(%) m+1 Lésungen der Differen- 
tialgleichung L y = 0, die paarweise konjugiert sind. Dann sind die Funktionen 
Y1 (2), ~~~ 5 Ym4y(%) linear abhdngig im Intervall a < x < b. 

Beweis. Ist W(y,,..-,Ym)=0 (a< x< 5b), so sind die Funktionen 
Y; (2), - . . Ym(x) und a fortiori y, (x), . . ., Ym4,(x) linear abhingig in a < zx < b. 
Ist W(y;, . . -, Ym) # 0, 80 gibt es ein Teilintervall a < z < BPmita<a< B<b, 
in dem die Wronskische Determinante W(y,,..., Ym) nicht verschwindet. 
Wendet man Satz 3’ auf das Intervall « < x < f an, so erhilt man aus (3.13’) 
fiir u(x) € D,,,(a, 8) die Identitat 





€ W (Ys, +++ Yous U) on 1 - 
3.29 Band) hr 8 eee ” : 
( W (Ys, +++5 Ym) Po (x) ~ Lys, «] 24(2) 
Wegen [Y;. Y¥m+1] = 0 (i= 1,..., m) wird also 
(3.30) W (yy, - +5 Yrs Ymo1) = 0 
und 
(3.30’) WF (gy. 5 Ym) + 0 fira<2< fp. 


Daher gilt fir « < x < £ eine Gleichung der Form 


(3.31) Ym+1(%) = 2) Cys (2) 


i= 
mit komplexen Konstanten c¢,,...,¢,. Da y,,..., Ym+, Lésungen der 
Differentialgleichung L y = 0 sind, so gilt (3.31) auch fiir a < x <b. Damit 
ist Satz 3’’ bewiesen. 


§ 4. Hinreichendes Kriterium fiir Halbbeschrinktheit 


Fiir die Untersuchung der Halbbeschrinkthéit von D in 9 spielen ins- 
besondere diejenigen Darstellungen des Operators L (oder allgemeiner 


“‘) Vegi. dazu v. Escuericn [6], II. Mitt., 8. 1271. 


2* 
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L—Ak(z)) in der Form L= Q*Q eine Rolle, bei denen der Differential- 
operator Q reell ausfallt. Wir nennen Q reell, wenn alle Koeffizienten gq, (zx) 
(v= 0,...,m) reell sind, oder, was damit Aquivalent ist, wenn fiiralle 
u(x) €®,, (a,b) die Gleichung Qi = Qu besteht. Ein Kriterium hierfiir ge- 
winnen wir unmittelbar aus Satz 3’, nimlich 

Satz 4. Eine Darstellung von L in der Form L = Q*Q mit reellem Q€Q 
ist genau dann méglich, wenn die Differentialgleichung Lu= 0 m reelle Lé- 
SUNGEN Ys, ..- 5 Ym besitzt, die den beiden Forderungen geniigen: 

(1) Die Wronskische Determinante W(y,,..., Ym) verschwindet nicht im 
Intervall a < x < b. 

(2) Die Lésungen y;,...,Ym sind paarweise konjugiert. Fiir u(x) c® 
= 9,,, (a,b) gilt die Identitat’) 


b 
I[u] = I[u; a, b, 0} = J (po (a) |w™|2-+ ++ + py (x) |rel®) dx 


on | Wy,-++ +9 Ym» %) [2 
: Jn Wir--0%m) | 27 


(4.1) 


Beweis. (I) Aus L= Q*Q mit Q¢€Q folgt nach Satz 3’, daB Q zu J‘ 
gehért. Da Q auBerdem reell ist, so gibt es ein reelles Fundamentalsystem 
{4,--+> Ym} der Differentialgleichung Qu= 0, welches eine Basis in Np 
bildet. Daher sind die y,,...,y,, Lésungen von L y= 0 und erfiillen die 
Bedingungen (1) und (2). 





(II) Ist {y,(x),..., Ym(z)} ein reelles Lésungssystem, das den Forde- 
rungen (1) und (2) Geniige leistet, und setzt man 
W W(ti,-++ peers Ym u) 
(4.2) @ ries VPo(z) - Win. <= Ym) : 


so ist Q ein reeller Operator in J’. Also gilt nach Satz 3’ die Gleichung 
L= Q*Q. Hieraus erhalt man fiir u(x) ¢ D die Darstellung 


ti J erese~ frrcronse~ faved 


aA! Yer®) 2 
= 2 = 


(4.3) 


w.z.b.w. 

Wendet man Satz 4 auf den Operator L — 4 k(x) an und legt ein Teil- 
intervall a < x <c von a < x < b zugrunde, so erhilt man ein hinreichendes 
Kriterium fir Halbbeschranktheit von D in 9 am linken Ende, namlich 

Satz 4'13). D ist in © am linken Ende halbbeschrankt, wenn es eine reelle 
Zahl A, gibt, so daB die Differentialgleichung L u = A,k(x) u m reelle Lésungen 
Yr» +++» Ym desitzt, die den beiden Forderungen geniigen : 


12) Vgl. dazu CLEBscu [3], insbesondere § 4. 
13) REwiIicu [21], S. 246. 
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(1) Die Nullstellen der Wronskischen Determinante W (y,, ..., Ym) haben in 
a<2x<b keinen Haufungspunkt bei x = a. 

(2) Die Lésungen y,, . . ., Ym sind paarweise konjugiert. 

Wie F. Retxica [21] gezeigt hat, kann die Forderung (2) in Satz 4’ nicht 
entbehrt werden. In § 7 werden wir ein analoges notwendiges Kriterium fir 
die Halbbeschranktheit von D in 9 am linken Ende beweisen. 


§ 5. A-priori-Abschitzungen und Existenzsiitze 
fiir konjugierte Lisungssysteme 


Es erhebt sich die Frage, ob man zu einem vorgegebenen formal-selbst- 
adjungierten Differentialoperator L ein reelles, konjugiertes Lésungssystem 
{¥1, - - +» Ym} angeben kann, dessen Wronskische Determinante W(y,, . . ., Ym) 
im Intervall a < x < b nicht verschwindet. Aus Satz 4 folgt sofort eine not- 
wendige Bedingung: es muB fir alle u(z) ED die Ungleichung I[(u] =0 
gelten. Das Hauptziel dieses Paragraphen besteht nun in dem Nachweis, 
daB diese Bedingung auch hinreichend ist (Satz 5). Wenn sich der Diffe- 
rentialoperator L an einem Intervallende, etwa bei = a > — oo, hinreichend 
regulir verhalt, so laBt sich diese Aussage direkt aus den klassischen Satzen 
der Variationsrechnung durch AbschlieBen der Form J(u] gewinnen. Schwierig- 
keiten treten erst auf, wenn beide Intervallenden singular sind. Um Satz 5 
zu beweisen, werden daher zunichst aus Satz 4 gewisse A-priori-Abschatzungen 
fir reelle konjugierte Lésungesysteme hergeleitet und damit Kompaktheits- 
aussagen gewonnen. Dies ist das Ziel der naichsten Hilfssitze. 

Hilfssatz 6. Es seien y,(x),..., Ym (x) reelle Lésungen der Differential- 
gleichung 


(5.1) Ly= oy (—1)™-" (p,(z) y™-” (x))(™-» = 0 (a<2<b), 
vy=0 


die den beiden Bedingungen geniigen: 
(1) Die Wronskische Determinante A(x) = W(y,, . . ., Ym) verschwindet nicht 
inaszsp(a<a< B<b). 


(2) Es ist 
[yi Ye] = 0 (i,k=1,...,m). 
Auferdem gelten fiir die Koeffizienten von L die Ungleichungen 
(5.2) \p,(x)| S K < (aszsp; v=0,...,m). 
Dann ist “ , 
yy W(Yrse++> Yo) _ ~ (m—v 
(5.3) Qu=Vpol2) ~ wiy, yn) 7,2, (2) 2) 


mit qo(x)=Vpo(z) (a <x< fp) und 
; 
(5.4) { \a.(z)*dx < F(a, a’, B, B’, K) < 


(v=1,...,m;a<a<a'< p< B<b). 
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Beweis. Wir konstruieren zunichst eine reelle Hilfsfunktion (zx) ¢ © mit 


1 fir «’s2xs pf’ 


Nach Satz 4 hat man fiir u(x) € Dam (a, B) die Identitat 


B B 
66) ~ f iquraz— f ( S p,tz) jun (2) a 
v=0 


= I[u; a, 8,0). 


Setzt man u(x) = 2° p(x) (k= 0,..., m — 1), so ist offenbar u(z) ¢ Dom (x, B), 
und aus (5.6) folgt 


6° 
fis - In - s(2)( (*)» tt!da= [Quite 
(5.7) < fv ul? dx f(s p, (2) luna) ds 
v=0 


a 


S A, (a. «’, B, B’, K) <<. 
Fiir h = 0 erhalt man aus (5.7) die Abschaitzung 


P 
(5.8) S dm (2 dS Ayla, a, B, 8’, K) <o 
Angenommen, eine Ungleichung der Form 

(5.9) f Te y(z)Pdas Iy(a, a’, B, B’, K) <x 


_ fir y= ,h—1. Dann folgt aus (5.7) die Abschitzung 


- 
fi \h! du—,(x)P dz s wf 
a’ a’ s 





i2 
E tn -(2)(>) » vlat-*| da + 
} 


E tums (") yt at-*| dx < 





a’ 


£ h-—1 h-l 
(5.10) = f(3 » (?) »! ah-*| \(z n-s(2)P) az + 
»-0 r=0 


+9heta ie, B, B’, K)s 
2 A-1 
< 2Max (= (}) otaf) 5 J btm da d+ 
v=0 


a’ szsp’ \r=0 





+ 2 A, (a, a’, B, B’, K) ” 
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Mit 
(5.11) D(a, «’, B, p’, K) 


2 : " aml, h 2 A—1 
= apne jAa(a, @’, B, B’,K) + Max (z ( ) wt ah» )- 5 F(a,0',B.6'.K) 
(A!) a’s2sp’\r=0 |\” r=0 


ergibt sich aus (5.10) die Ungleichung 


f° 
(5.12) f ldm-a(z)[P? das Ty (a, a’, B, B’, K) << mw. 
Setzt man schlieBlich 
m—1 
(5.13) I'(a, a’, B, B’, K)= SI, (a, a’, B, p’, K), 
h=0 
so folgt (5.4), womit Hilfssatz 6 bewiesen ist. 
Hilfsstz 7. Es seien u,(x),..., Um (x) reelle, paarweise konjugierte Lésungen 
der Differentialgleichung Lu = 0. Auferdem sei 
(5.14) WW tigg’os wig Um) + 0 
fira<a-eSxriute<b und 
(5.14’) jul?-"(x)| Sx < 00 fiir i,j=1,...,.m. 
Ist dann {y,(x),..., Yom(x)} ein festes reelles Fundamentalsystem L y = 0, so 
gelten die Darstellungen 
(5.15) u,(z)= ¥ ¢,,y)(x) (i= 1,...,m) 
j=l 
mit 
(5.15’) le; ;| S (2, €, *%) < Se oe ee 2m). 
Beweis. Nach Hilfssatz 6 geniigen die Funktionen u,(z),..., u,,(2) fiir 
%y—-e€ SxS x + « einer Differentialgleichung der Form 
m 
(5.16) Qu=> q,(z) u™-"(z) = 0 
v=0 
mit 
(5.17) Go(x) = Vpo(x) = v-(%. €) > 0 (ty— € STS Xt €) 
und 
tet let 
(5.18) Sf \q,(x)/P*dz Ss y, (x9, €) < 00 (y= 1,...,m). 
Wegen (5.16) gelten fiir |x — | < 1/,e undi= 1, ..., m die Darstellungen 
z 
(5.19) uF—) (2) = ul — (xg) + fuM(EVdE (f= 1,...,m—1), 
t 
ax 


- m—l1 
J E dav (8) 08) 
(m—1) = -1) |} ee 
ui" (x) = wl —" (a9) - a8) dé. 


To 
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Hieraus folgt 


(5.20) s juf- (2) < E jui-» (x9)| + f ( \eff-» (1) \d &| + 
j=) j=1 =2 


z 


m 
f jE, Mme n( Dl [me (6) 
* %(E) id ¢|. 
Ie 





Es sei nun 0 < 6 < !/, e und 


m 
(5.21) M,(d)= Max (3X |u¥-” (2))). 
|@—%| SO j=1 
Dann erhilt man aus (5.20) unter Beriicksichtigung von (5.14’), (5.17) und 
(5.18) fiir |x — x] < 6 die Abschitzungen 
mts 
by jud-) (x)| < mx + 6M, (d) + M0) by f lq, (| des 

(5.22) 54 . - ¢ Y— (Zaye) 5 4 = 
z—s 





S mx + M, (d) {5 + m (2 8)" y_ (xq, 6)! y, (a e)"} — (G= 1, ..., m) 
und somit auch 
(5.23) -M, (8) = mx + M, (8) {8 + m (2 8)" y_ (a, €)-1 7 (ay, €)'*} . 
Wahlt man 6 = 6(z», 2) > 0 so, daB 0 < 6 < 1/, e und 
(5.24) 6 + m(2 4)" y_ (a9, €)-! y4(xp, €)* <1), 
ausfallt, so ergibt sich 
(5.25) M,(6)S2mx , 
also insbesondere 
(5.26) |u,(x)| 5 2m~x fiir |x — x] < 6 (2, €) 
und t=1,...,m. 


Da {y,(2),..., Yem(2)} ein Fundamentalsystem der Gleichung L y = 0 ist, 
so lassen sich die Funktionen u,(x) in der Form 


2m 
(5.27) m(z)= 2 ©45Y;(2) (¢=1,..., m) 
mit reellen Konstanten c;, darstellen. Setzt man zur Abkirzung 

ots 
2m 2 
(5.28) D(a, . . ., dam) = J (= a; ¥; ‘) dz, 
%—s ve 

so erhalt man aus (5.26) fiir i= 1, . . ., m die Ungleichungen 

+6 
(5.29) D(C, ---, Cram) = f u,(x)P?dx <8 m2x*s. 


t—d 
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. 


Wegen der linearen Unabhiangigkeit der Funktionen y,,..., ¥,,, ist die 
quadratische Form @(a,,...,@_,) positiv-definit, und daher gilt fiir alle 
reellen Werte von aj, ... , @g,, eine Abschitzung der Form 


(5.30) D(ay, .. . , dam) S (2p, €) (Ak +--+ + G¥q) mit (zo, e) > 0. 
Aus (5.29) und (5.30) erhalt man die Ungleichung 








om 8m*x*5 (xe) _. 
(5.31) i, cs age (¢=1,...,m). 
Mit 
os 26 (2, €) \"/s 
(5.32) [4(2p, &, #) = 2 mx (=> eee) ) 


folgt dann (5.15’), womit Hilfssatz 7 bewiesen ist. 

Hilfssatz 8. Es seien u,(x), . . . , Up, (x) reelle, paarweise konjugierte Lésungen 
von Lu=0, deren Wronskische Determinante W(u,,...,U,,) im Intervall 
as2xsBP (a<a< B <b) nicht verschwindet. Auferdem sei 


(5.33) Po(z) = K_>0, |p,(z)| S K,< © firasxrsP 


Dann gelten fiir a's xs B und a's 4S f (a < a'< B’< B) Abschiitzungen 
der Form 








A , ‘ 
(5.34) Fe =e (a2, Bp’, K-,K,) > 0 
und 
, A(z) , ’ 
(5.34’) Atz,) =e (a,a’, B, B’, K., K,) <0. 
Beweis: Nach Hilfssatz 6 gilt 
(5.35) Qu,= 0 (¢=1,...,m) 
mit 
(5.36) Qu= J gq,(x) w™-” (x) 
v=0 
und 
Ps 
(5.37) f \q,(z)Pdax s (a, a’, B, B’, K,) < x 
, (y= 1,...,m), 
(5.37’) qo(x) = Vpg(z) > Ks > 0. 


Daraus erhalt man wegen 


x 
-f a8) ge 
@(£) 





(5.38) 


A(z) _ 
A(x,) 


e * 
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und 
| 2 de 
é) F lant) (€)| f de 
Jae dé\s [hey desk" f neds “ 
(5.39) ‘te 
< —"e( Rl — ays 2 ul 
<K="*(p'— a’) (fice at) : 
: i i ‘ SC 
<K- ia B’ — a’) ls I (a, a’, B, Bp’, K,) Is 
§ 
die Abschitzungen (5.34) und (5.34’), wobei o_(a, a’, 8, 6’, K..K.,) und . 
o,(a, a’, B, B’, K_, K,) durch die Gleichungen : 
(5.40) o-(a; a’, B, B’, K-, K,) = e~ Bc — aP? Pe 8 Ry ” 
und . 
(5.40’) o.(a, a’, B, B’, K, K,) = eh Oh — 2 Pa 8. 8 Ry ( 
erklirt sind. Damit ist Hilfssatz 8 bewiesen. 1 
Fir das folgende ist es bequem, das Funktional J[u], das zunichst nur ‘ 
in 9 erklart ist, auf einen umfassenderen Teilraum € von § zu erweitern. Wir 
bedienen uns der folgenden ( 
Definition 6. Es sei € die Menge aller Funktionen u(x) € 9,, _, (a, b), deren 1 
m-te Ableitung u™ (x) im Intervall a < x <b stiickweise stetig ist. Genauer: ' 
u(™) (x) ist stetig in a < x <b bis auf endlich viele Punkte zx,,..., Z,, wo die | 
Grenzwerte 
(5.41) lim u™ (x) = w™(x,) j= 1,...., k) 
(aca) 
und 
(5.41’) lim w™ (2) = w™ (x,) G=i,..., k) 
(a>z) 


existieren. Fiir u(x) ¢ € ist die Form I {u] durch den Ausdruck 


b 
(5.42) Tu] = f (po(x) |u|? + = +> + Pou (x) |u|) dx 


erklart. 
Es gilt nun der folgende Hilfssatz, dessen Beweis wir iibergehen kénnen: 
Hilfssatz 9. Zu jedem u(x) € € gibt es eine Folge {u,,(x)} € © mit 


(5.43) I {u] = lim7 [u,]. 


n—- oc 


Um nun den am Anfang dieses Paragraphen angekiindigten Existenzsatz zu 
beweisen, werden wir zunichst eine schwichere Behauptung aufstellen, die 
auch in der Variationsrechnung (Theorie der konjugierten Punkte) gelaufig ist : 
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Hilfssatz 10. Es sei I[u] = 0 fiir u(x) € ©. Dann gibt es zu jedem Punkt x, 
des Intervalls a< x<b m paarweise konjugierte, reelle Lésungen w,, . . ., Um 
der Differentialgleichung Lu=0, deren Wronskische Determinante A(z) 
= W(u,..., Up) nur fiir x= x, verschwindet. 


Beweis; (1) Wegen Hilfssatz 9 gilt die Ungleichung J[u] 20 auch fir 
u(x) € €. Es sei nun / ein reeller Parameter. Bestimmen wir dann m reelle 
Lésungen u,= u,(x, A), . . ., Up_= Up (x, A) der Differentialgleichung (L + A)u=0 
so, daB die Anfangsbedingungen 
(5.44) ul %(a,,A4)= 0, | 
(5.44") um ti D(ay, A) = 045 


erfillt sind, so sind w,, ..., u,, linear unabhingig, und es gilt 


[u,y, Uy] = (Uy, Up]e = 2, 


5.45 mt a=) 
— = (SP Arm uf? Ayu, mf, 

B=0 B=0 r= 2, 
Die Lésungen u,,...., u, sind also paarweise konjugiert. Nach klassischen 
Siatzen iiber gewéhnliche Differentialgleichungen"™) sind die Funktionen 
(5.46) uf — (2x, a) (¢=1,...,m;j=1,...,2m) 


fiir a < x <b regulire Potenzreihen in A. Im folgenden sei A >0. Ange- 
nommen, die Funktion 


(5.47) A(a, A) = W(u,(x, A), . . . , Um (2, A)) 

verschwinde fiir x = x,+ z,. Dann lassen sich m reelle Zahlen c,(A), . . .. Cm (A) 
mit c,(A)?+ --- + ¢,,(A)?= 1 so bestimmen, daB 

(5.48) DS 0(A) wl ~ (xq, A) = 0 (j= 1,..., m) 


i=1 


ausfallt. Setzt man « = Min(z,, z,), 8 = Max(z,, z,) und 


(5.49) u(x) =) (A) u,(x, a), 

so folgt 

(5.50) (L+Aju=0, u#0 (nS xs f) 
und ~ 

(5.51) u§-D(a)= ul-D(~)=0 (j=1,..., m,a<a<f<b). 


Daher gehért die reelle Funktion 


u(z), as2zs8B 


5.52 = 
— w(2) et bey oF 


“4) Vgl. z. B. Ixce [14], § 3.31. 
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zu ©, und wegen (1.22) wird 


8 
(5.53) I [v)]= f (po(2) |rel™|2 + «++ + gle) [u*) dx 


B 


m—1 z=, 
= [ utudz-(Zum 4,u) 


y=0 2=«a 
a 


B B 
= [ius awae—a f wade 


s 
= -4 f wiapaz<o, 


was ein Widerspruch ist. Somit gilt A(z, 4) + 0 fir x + xz, und A > 0. 

(II) Wir wollen zeigen, daB auch die Funktion A(z) = A(z, 0) fir x = 2, 
nicht verschwindet. Es sei wieder z,+ x,. Dann gibt ee nach (I) eine positive 
Zahl ¢, so daB A(x, A) + 0 fir z,— 2e <5 4S 2+ 2e und A> 0 ausfallt. Auf 
Grund von Hilfssatz 8 laBt sich eine positive, von A unabhangige Zahl o so 
bestimmen, da8 fiir |x ~ 2,| < e und 0 < A <= 1 die Ungleichung 


(5.54) |A (x, A)| Se |A(x,, A)| - 

besteht. Durch Grenziibergang (A > 0) folgt 

(5.55) |A(zx)| < @ |A(2,)| (|a — aq] Se). 
Wire nun 4(z,) = 0, so hitte man 4 (x) = 0 fiir |x — 2,| S ¢, was der linearen 
Unabhingigkeit der Funktionen w,,..., u,, widerspricht. Somit ist A(x) + 0 


fir z+ z,, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Jetzt sind wir in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen, 
namlich 


b 
Satz 5. Es sei I[u]= f (po(x) |u™|?+ ---+ p_(x) |ul*)dxz 20 fiir aile 


u(x) € ®. Dann gibt es m reelle Lésungen u,,..., U,, der Differentialgleichung 
Lu= 0, die paarweise konjugiert sind, und fiir welche die Wronskische Deter- 
minante W (u,, ..., Up) im Intervall a < x < b nicht verschwindet. 
Beweis: (I) Es sei x, eine feste Zahl mit a < z,< 6. Dann gibt es eine 
positive Zahl e und zwei Zahlenfolgen {a,}, {b,} mit lima,— a, limb, = 6 und 
ao n> co 


(5.56) a < O,< My— E< Mt+e<b,<b. 


Nach Hilfssatz 10 gibt es zu jedem n= 1, 2, .. . ein System von m paarweise 
konjugierten, reellen Lésungen 1,,,..., Um, der Gleichung Lu = 0, so daB 
W (tins «+ +> Umn) +O fir a,s 2 <b, ausfallt. Die Lésungen kénnen wir so 
normieren, daB die Anfangsbedingungen 

(5.57) u9-)) (a9) = 4;; (i,j =1,...,m) 
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fir n= 1, 2,... erfillt sind. Es sei nun {y,(z2), . . ., ¥¢m(z)} ein festes reelles 
Fundamentalsystem von L y= 0. Dann gilt nach Hilfssatz 7 eine Darstellung 
der Form 


2m 
(5.58) Uj, (2) = 2 sta) (¢=1,....m; n=1,2...) 
mit 
(5.58’) |e | < (2, €, 1) < (n= 1,2,...). 


Daraus entnimmt man die Existenz einer Teilfolge {n,} der natiirlichen Zahlen. 
so daB die Relationen 


(5.59) lim c(™) = ¢,, (¢=1,...,m;j=1,...,2m) 
gelten. Setzt man 
2m 
(5.60) u,(z) = S) ¢,5y,(z) (§=1,..., m) , 
j=1 
so konvergieren die Funktionen u,,,(x) fiir yoo zusammen mit ihren Ab- 
leitungen bis zur 2 m-ten Ordnung gegen u,(z) (i= 1,..., m). 
Es folgt 
(5.61) [u,, uy] = lim [uj_,, Ujn,] = 0 (§,f=1,..., m) 
und 
(5.62) A(z)= W(u,,..., Um) = lim W(u,,,,---; Umnn,) 


(Il) Bleibt zu zeigen, daB A(z) + 0 fir a < x < } ausfallt. Es sei 
a < a'’< 2)< f’< 6. Dann gibt es zwei reelle Zahlen a, § und eine positive 
ganze Zahl N, so daB fiir y > N die Ungleichungen 


(5.63) a<d,<a<a'< m< p< P< bh, <b 
bestehen. Setzt man 
(5.64) A, (2) = W (ttrn,, - ++ > Meng) > 


so entnimmt man aus Hilfssatz 8 die Existenz einer positiven von » unab- 
hingigen Zahl 0, so da® fir «’< x < f’ und vy 2 N die Ungleichung 


(5.65) |4,(x)| 2 @ |A(%»)| = @ 
besteht. Mit Benutzung von (5.62) erhalt man hieraus die Ungleichung 
(5.66) . A(al2e>0 fir «sx fp’. 


Somit ist A(x) + 0 im Intervall a < x < b, womit Satz 5 bewiesen ist. 


§ 6. Ein Hilfssatz tiber Determinanten 


Um die Beweise der im niachsten Paragraphen zu besprechenden Os- 
zillationstheoreme iibersichtlich zu gestalten, soll jetzt ein Hilfssatz tiber die 
Nullstellen gewisser Determinanten bewiesen werden, die von einem reellen 
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Parameter abhiingen. Zum Beweis verwenden wir die in der Theorie der 
unitéren Vektorriume iiblichen Begriffe und Bezeichnungen. 

Hiljesatz 11. Es seien A= ((a;,)), B= ((by)) und C(t) = ((e;,(t))) 
(t_< t <t,) quadratische Matrizen der Ordnung m und A*= ((a@,;)),... thre 
Adjungierten. Auferdem seien A B* und C(t) Hermitesch, und die Metrix 
C(x’) — C(t’) set positiv-definit fiir t.< t'< t'’< t,. Setzt man dann 
(6.1) D(t) = A+ BC(rt) it.<f < 4), 
so ist entweder det D(t) = 0, oder det D(t) hat im Intervall t_< t < t.. héchstens 
m Nulistellen. 


Beweis: (I) Wir bezeichnen mit X,, den m-dimensionalen unitéren Raum 
aller Vektoren x =(z,,..., %m), Y= (Y,,---» Ym), --- mit dem inneren Pro- 


dukt (2x, y) = Py. Z,y, und dem Nullelement 9 = (0, ..., 0) und fassen A, B, 
C(t) als lineare im X%,, auf. Aus den Voraussetzungen folgt, daB 
die Matrix H(t) = D(r) B* Hermitesch ist; also gilt 

(6.2) D(t) B*= BD(t)*. 


Wenn det D(r) +0 fiir t_ < t<Tt, ausfallt, dann ist die Behauptung evident. 
Wir nehmen also an, es sei det D(r) + 0 und det D(z,) = 0. Dann ist auch 
det D(r,)* = det D(r,) = 0. Daher gibt es ein x¢€X,, mit + O und D(r,)*x= O 
Hieraus folgt 


(6.3) D(t,.) Btx= BD(t)*x= O 

Wir zeigen zunichst, daB B* z+ @ sein mu8. Sonst wire nimlich 
(6.4) O = D(t,)*x = A*x + C(t.) B¥x= A*zx, 

also auch 

(6.5) D(t)*x= A*x+ C(t) B*x=O fir t<t<1t,, 


was wegen det D(r)* + 0 unméglich ist. 

Es sei nun Ny. der Nullraum von B*, d.h. die Gesamtheit aller u € %,,, 
mit B*u= O. Ferner sei M= R,, O Ng das Orthogonalkomplement von 
Nye beziiglich N,,. Dann gibt es eine Darstellung der Form x= y + z mit 
y €Nge und z €M. Also ist 


(6.6) Btz= Btx— Bty= Btx+O. 
Daraus, sowie aus (6.2) und (6.3), folgt ; 
(6.7) H(t,)z= 0 (2€M; -<+ O). 


Setzt man p =.dim M, so ist 1 < p< m. 
(II) Es sei nun v ein beliebiger Vektor in M, also (uw, v) = 0 fiir alle u «Nz». 
Dann ist auch 


(6.8) (u, H(t) v) = (A(t) u, v) = (D(r) Btu, v) = 0 


fiir u € Ng, also‘H(r) v € M. Somit ist M ein invarianter Teilraum von H (r) 
fiir t.< t<t,. Legt man daher in M eine orthogonale und normierte Basis 
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{Qx}e -1,....p» Zugrunde und setzt man 
(6.9) hyi(t) = (Qe, H(t) gr) (k,l=1,...,p), 
so folgt aus (6.7), daB die Gleichung det D(t,) = 0 nur dann bestehen kann, 
falls A= 0 ein Eigenwert der Hermiteschen Matrix ((h,;(t))),.:—1 ist. 

(III) Es sei v € M, v+ O und t_< 1’ < tr” <1,. Dann hat man Btv + OG. 
Nach Voraussetzung folgt hieraus die Ungleichung 
(6.10) ((A(x") — H(t’) v, v) = ((D(r”) — D(z’) BY», v) 

= (B(C(r") — C(t’) B*v, v) = (C(x) — C(r’)) BY v, Bv) > 0. 

Hieraus entnimmt man, daB die Hermitesche Matrix 
(6.11) (gr (t”’) — Agr (t’)))e, r24,...9 
positiv-definit ist. Denkt man sich fiir t_< rt < t, die p reellen Eigenwerte 
von ((h,;(t))) in der Form 


(6.12) A(t) S--+ SA, (t) 
angeordnet, so folgt aus der Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigen- 
werte™5), daB die A,(t) (v= 1,...,p) monoton-wachsende Funktionen im 


Intervall t_< t < t, sind. Ferner kann nach (II) die Determinante det D(r) 
nur an den Nullstellen der Funktionen A,(t) verschwinden. Da aber jedes 
A,(t) héchstens eine Nullstelle besitzt, so kann es héchstens p, und daher auch 
héchstens m Nullstellen von det D(z) im Intervall r_< t < tr, geben. Damit 
ist der Hilfssatz bewiesen. 


§ 7. Oszillationssitze und notwendiges 
Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit yon D in 2 am 
linken Ende 


In § 5 wurde gezeigt, daB die Differentialgleichung L u = 0 m reelle, paar- 
weise konjugierte Lésungen w,,...,u,, besitzt, deren Wronskische Deter- 
minante A(x) = W(u,,...,u,,) im Intervall a < x < 6 nicht verschwindet, 
falls fiir alle u¢® die Ungleichung J(u] = 0 besteht. Ist nun {w;,. . ., Up} 
ein beliebiges System reeller, linear unabhingiger, paarweise konjugierter 
Lésungen von L u = 0, so erhebt sich die Frage, ob man unter der Voraus- 
setzung J[uJ 20 (u €9) quantitative Aussagen iiber die Nullstellen der 
Funktion A(z) machen kann, wie das fiir m = 1 bekauntlich der Fall ist. Die 
Lésung dieses Problems fihrt dann unmittelbar zu einer Verallgemeinerung 
eines klassischen Sturmschen Oszillationstheorems'*) sowie zur Aufstellung 
eines notwendigen Kriteriums fiir die Halbbeschriinktheit von D in ® am 
linken Ende. Wir beginnen mit dem folgenden 

Hiljssatz 12. Es seien y,(x),..., Ym (x) reelle Lésungen der Differential- 
gleichung L y = 0, die den beiden Forderungen geniigen : 

») Vgl. Cournant-Hipert [5], 8. 26—29. 

16) Siehe Ince [14], §§ 10.3 und 10.31. 
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(1) Die Wronskische Determinante W(y,,..., Ym) verschwindet nicht im 
Intervall a < x < b. 

(2) Die y,,..., Ym sind paarweise konjugiert. 

Srklirt man dann die Funktionen z,(z), . . . , 2,,(x) durch die Gleichungen (1.2) 
und stz2 


m 
(7.1) u(z)= noo f wae RP, m;a<2x<b), 
k=1 


80 bilden die Funktionen {y,,..., Ymi Uy, -~ +5 Um} ein reelles Fundamental- 
system von L y = 0, und es gelten die Relationen 





(7.2) [u;, uy] = 0 : 
(7.2') [uy Ye] = — [Ye us] = 4; } eS ertia, 
Beweis: Setzt man 
(7.3) Qu =//p,(z) “ye se feos) ; 
so folgt nach Satz 3’ fiir u(x) €D,,,(a, 6) die Darstellung 
(7.4) Lu=Q*Qu. 
Aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 4 entnimmt man, da8 die Funktionen 
2, (x) Z» (x) 
Vpo(z) ’ ~~” Vee (x) 


ein Fundamentalsystem der Gleichung Q*z= 0 bilden. Aus Lu = 0 folgt 
daher Re 
(7.5) Qu= J b,2@) 

k=1 VPo (x) 
mit komplexen Konstanten 6,. Anwendung von Hilfssatz 3 liefert die Glei- 
chung 





u(z)= » > i y; (2) + z ni9 fg ai Qudé 


-s a, y; (2) + Zz y; (2) P b fate dé 


i=1 


(7.6) 
= F ay (2) + SoS il of MO 59 
i=1 k=1 i=1 


= ~ a, y; (z) + Poe b; u, (2). 
t= i= 
Umgekehrt folgt aus (7.1) die Gleichung 
(7.7) Qu, = 2 fe te, 


also 
(7.8) Lu,=0 (i 


ll 


VP (x) 


I 
eae 


-»™). 
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Aus (7.6) und 7.8) folgt, daB die Funktionen y,,..., 9; %,...,%, ein 
Fundamentalsystem der Differentialgleichung L y = 0 bilden. 
Wegen 


(7.9) w-(a) = S yi» (2) [208 ae (j= 1,...,m) 
hat man e 

(7.10) ul—) (x4) = 0 (i,j=1,...,m). 
Also ist 

(7.11) [u,, ) = 0 (Gj, k= 1,...,m). 


Aus (7.4) sowie aus (3.13’) ae Satz 3) entnimmt man die Darstellung 








(7.12) Qu=- = (=) by Lys, «) 2, (x) (w(x) €D,,, (a, b)). 
Mit Benutzung von (7.7) folgt . : 

(7.13) aa x [i> My] 2(2) = 2 (2) 

oder i ~—s 

(7.13’) = (MM ¥:)] — 54) a(x) = 0 (a<2z<b). 


Da nach Hilfssatz 2 die Funktionen z,(z), . . ., z,,(z) linear unabhingig sind, 
so ergibt sich (7.2’), womit Hilfssatz 12 bewiesen ist. 


Wir wollen nun die Matrix 
(7.14) C(z) = ((Cix(2))) sx = Iy+++,m 
mit 
(7.14’) C2(2) = f i ae (a<2<b), 


die in den spiteren iden eine Rolle spielen wird, etwas genauer 
betrachten. 

Zunichst ist C(x) reell und symmetrisch, also Hermitesch, wie aus der 
Definition unmittelbar ersichtlich ist. Ist fernera < z’< z’< bund {§,,..., &,,} 
ein System komplexer Zahlen mit |£,|?+ ---+ |&,,|*> 0, so folgt wegen 
W (z;, .. +: 2m_) #0 (2 < 5p Pee 


: f [Bence 
(7.15) x (Com (2") — gy (2’)) E,&, = a dz>0. 


Die Hermitesche Matrix ((c,,(2”) — ¢, (e')), k=1,..-.m i8t also positiv-definit 
fir a < z'< x” < 6b; insbesondere hat man 


Pad , 
2; (2) 2% (2) 
(7.16) an(( (238 is)) >0. 
x i,k=1,...,.™ 


Von dieser Tatsache machen wir sogleich eine Anwendung, indem wir zeigen: 
Math. Ann. 135 3 
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Satz 6%). Hs sei v(x) eine nicht identisch verschwindende Lésung der Diffe- 
rentialgleichung L v = 0 mit 
(7.17) v§-) (a) = v§-9(8) = 0 Gj=1,...,.m;a<a<BP<b). 
Dann besitzt fiir jedes System reeller, paarweise konjugierter Lésungen y;, .. . , Ym 
von Ly=0 die Determinante A(x) = W(y;,.-.-, Ym) tm Intervall asxs Bp 
mindestens eine Nullstelle. 

Beweis: Angenommen, es sei 4(z)+0 fir «s2z< 8. Dann ist auch 
A(z)+0 fir «a—e< 2< B+ .e, wobei « eine hinreichend kleine positive 
Zahl bedeutet. Nach Hilfssatz 12 bilden die Funktionen y,, . . ., yy, ; Uy)... Um 
mit 


(7.18) u,(xz)= E vte) f 0a ag (t= 1,...,m;a-e<2< B+ e) 
k=1 Po(€) 


ein Fundamentalsystem von L y = 0 im Intervall « — e < x < f + e; also ist 
m m 
(7.19) v(z)= JY a,y,(z) + DY b,u (2) (a-e<a2< Bie). 
i=1 i=l 
Aus (7.17) erhalten wir die 2 m linearen Gleichungen 


5 a, yf (a) + F b, uf Ya) = 0, 
(7.20) — aes 
~ a; y¥?- 0(B) +2 b; ud - 8) = 0 


Eine einfache Rechnung ergibt fiir die Determinante A dieses Gleichungs- 
systems den Ausdruck 


f 6 
(7.21) A= A(a) A(8) de(( fi 2) 
ik=1 m 


> er 6 


Z Po (2) 
Aus den Voraussetzungen, sowie (7.16), folgt A +0, also a,= ---=a,,= 0; 
b= --+= 6,,= 0, oder v(x) = 0, was ein Widerspruch ist. Damit ist Satz 6 
bewiesen. 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, Oszillationssitze fiir 
reelle konjugierte Lésungssysteme von L y = 0 zu beweisen. Zunichst gilt 

Hiljssatz 13. Es seien die Voraussetzungen von Hilfssatz 12 erfiillt. AuBerdem 
seten V,(X),..., Um(x) reelle, linear unabhingige Lésungen von Lv = 0, welche 
paarweise konjugiert sind. Dann besitzt die Funktion A(x)= W(v, .. ., Vm) 
im Intervall a < x < b héchstens m Nulistellen. 

Beweis: Nach Hilfssatz 12 gilt eine Darstellung der Form 


m m 
(7.22) v; (2) = 2 5% Yx(X) + 2 by. Up (2) (j= 1,..., m) 
= =1 
mit reellen Konstanten a;,, 6;,, wobei die Funktionen u,(z) durch (7.1) er- 
klart sind. Ferner gilt nach Voraussetzung fiir i,j = 1,..., m die Gleichung 


m m m m 
(7.23) O= [v,,v;]= Xt + 2 binttes 2 ai +2 bs, u,|. 


=1 


~~¥#a) Vgl. dazu v. Escuenion [6], IV. Mitt., insbesondere S. 1298. 
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Mit Benutzung der Tatsache, daB die Lésungen y,,..., y,, paarweise kon- 
jugiert sind, sowie der Relationen (7.2) und (7.2’) erhalt man hieraus die 
Gleichungen 


O= J by @;, (uy, ¥) > r 4 G; b;, [Yy, U) 


kiwi 
m 
(7.24) “ahs bey Oy, On, — Zand be 
= F bina - Por (t,j=1,...,m) 


Ferner folgt aus 13m ‘durch Differentiation mit Benutzung von (7.9) und 
(7.14’) die Darstellung 


vJ- 9 (z) - xu y¥f~ (x) ss ee, 2 Cy (x) yf’ ~ (2) 


(7.25) —2 E (ou + Dy bie cut) y? ~ (zx) 
= J d,,(z) yf (z) (i,j=1,...,m; a<2<b) 
mit sm - 
(7.25’) dy (2)= ant 2 bin yy (2) (i,2=1,...,m). 
=1 
Erklairt man nun die Matrizen A, B, C(x) und D(z) durch 
(7.26) A= ((@¢e))ie 1 mere m B= ((O;x))i, k=1,..., 
(7.26") C(z) = (cia(2)))cees... ‘eel m, D(x) = (ds:(2))) na... ms 
so sind die Gleichungen (7.24), (7.25) und (7.25’) aquivalent mit 
(7.27) BA*— A Bt=0, 
(7.28) (of — 9 (z)))agat....m = D(z) - (YP (z)))i,5=1,...,m 
und 
(7.29) D(xz)=A+ BC(z). 


Aus (7.14’), (7.15) sowie aus (7.27) entnimmt man, daB die Matrizen A, B 
und C(x) (a < x < b) alle Voraussetzungen von Hilfssatz 11 erfiillen. Ferner 
ergibt sich aus (7.28) durch Ubergang zu den Determinanten die Gleichung 


(7.30) ea = det D(x) (a<2<b). 
le. , 
Wire det D(x) = 0, so hiitte man auch W(v,,..., v,) = 0, was der linearen 


Unabhangigkeit der Lésungen 1,, .. ., v,, widerspricht. Folglich hat nach 
Hilfssatz 11 die Funktion det D(x), und mithin auch A(z), im Intervall 
a < x < b héchstens m Nullstellen, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Hieraus erhélt man ohne Miihe die am Anfang dieses Paragraphen an- 
gekiindigten Oszillationssitze, naimlich: 

Satz 7. Es sei 


b 
(7.31) T[u) = f (po(x) |u|? + --- + Pm (x) |ul*) dx 2 0 


fiir u(x) € 9. Auperdem seien u,,..., U,, reelle, linear unabhiingige Lésungen 
von Lu= 0, welche paarweise konjugiert sind. Dann besitzt die Wronskische 
3* 
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Determinante A(x) = W(u,, ..., Ug) im Intervall a < x < b héchstens m Null- 
stellen. 
Beweis: Angenommen, es sei 


(7.32) A(z,)=0 (y= 0,...,m) 
mit 
(7.32’) @< %< A<++-<2,,<b. 


Wegen (7.31) gibt es nach Hilfssatz 10 m reelle, paarweise konjugierte Lé- 
sungen y;,..-., ¥, vonL y = 0, deren Wronskische Determinante W (y,,. . ., Ym) 
im Intervall z—e<2<2,,+e nicht verschwindet, wobei ¢ eine hin- 
reichend kleine positive Zahl bedeutet. Nach Hilfssatz 13 (mit a= z,— e, 
b= z,,+ €) besitzt die Funktion A(z) im Intervall z,—e<2<2,,+8 
héchstens m Nullstellen, was (7.32) widerspricht. Damit ist Satz 7 bewiesen. 

Satz 8. Voraussetzungen: (1) u,,..., Um und v,,..., 0, sind je m reelle, 
linear unabhdngige, paarweise konjugierte Lésungen der Differentialgleichungen 


(7.33) Lu= Ss (—1)™-* (p,(z) ul™-") (x))™-) = 0 (a<2x<b), 

bzw. = 

(7.33') Mo= JY (-1)"-" G,(z) v™-(z)"-9=0 = (a<z<d). 
v=0 


(2) Die Koeffizienten p,(x) und q,(x) von L und M sind reelle Funktionen 
aus D,,_,(a, b). AuPerdem ist 


(7.34) Po(z)>0, g(x) >0 (a<2<b) 
ean nae q(x) = p, (x) (a<2<b; »=0,...,m). 
(7.36) A(z,) = 0 (v= 0,1,...,m) 
ae a < %< < ++ <at_<b, 


wobei A(x) = W(v,, . . ., Ug) gesetzt ist. 

Behauptung: Die Funktion A(x)=W(u,,...,U) bdesitzt im Intervall 
LgS XS X_, mindestens eine Nullstelle. 

Beweis: Angenommen, es sei 4(z) +0 fir z,< 2 < z,,. Dann ist auch 
A(x) +0 fir z—e< x < z,,+ &, wobei « eine hinreichend kleine positive 
Zahl bedeutet. Aus Voraussetzung (1) und (2) ergibt sich mit Benutzung 
von Satz 4 fiir alle v(x) €Dym(%— €, %m+ €) die Abschiitzung : 


Ilm+e Imt+e 
[ emode= fla) lvmpP+---+ am (2) |) azz 
Mer av  eeele 
(7.37) =f Cal) lop +--+ +7— (2) lol) de 
%—e 
Im+e 


W (u,,..-, \2 
= J me) Pressey [ae = 0 





=e A cf 


4am me TT 


® &. be bee 
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Wendet man nun Satz 7 auf den Operator M und das Intervall z,—«< 
<2< 2,,+e an, so folgt aus (7.37), daB die Funktion A(z) im Intervall 
%y— €< x < z,,+ € héchstens m Nullstellen besitzt, im Widerspruch zu (7.36). 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Der letzte Satz kann offenbar als Verallgemeinerung eines klassischen 
Sturmschen Oszillationstheorems!’) auf den Fall m > 1 angesehen werden. 
Fiir den Spezialfall g,(z) = p,(z) (y= 0,...,m) ergibt sich, daB entweder 
beide Funktionen A(x) und A(z) in der Umgebung von z = a(z = 6) unendlich 
viele Nullstellen besitzen, oder keine!®). 

Dies berechtigt uns zu der folgenden 

Definition 7. Es seien u,,..., Up, reelle, linear unabhingige Lésungen von 
Lu= 0, welche paarweise konjugiert sind. Dann heift die Differentialgleichung 
Lu= 0 (a < x <b) oszillatorisch (nichtoszillatorisch) am linken Ende, wenn 
die Nullstellen der Wronskischen Determinante A(x) = W(u,,..., Up) bei z= a 
einen (keinen) Héufungspunkt besitzen. 

Nunmehr gelingt es uns, ein notwendiges Kriterium fiir die Halbbeschrinkt- 
heit von D in 9 zu gewinnen, das wir in folgender Form aussprechen: 

Satz 9. D ist in © nicht halbbeschriinkt am linken Ende, wenn fiir jedes 
reelle 4 die Differentialgleichung L u = 4 k(x) u am linken Ende oszillatorisch ist. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 7, indem der Operator L 
durch L — A k(x) und das Grundintervall a < z < b durch das Teilintervall 
a<2x<c<b ersetzt wird. Das analoge hinreichende Kriterium fir die 
Halbbeschranktheit von D in © am linken Ende (Satz 4’) kann dann fol- 
gendermaBen formuliert werden: 


Satz 9’. D ist in D halbbeschriinkt am linken Ende, wenn es eine reelle Zahl A, 
gibt, so daB die Differentialgleichung Lu= A,k(x)u am linken Ende nicht- 
oszillatorisch ist. 

§ 8. Halbbeschrinktheit an einer Stelle der Bestimmtheit 

Wir wihlen das linke Intervallende a= 0 und machen die zusiizliche 
Voraussetzung, daB die Differentialgleichung L u = A k(x) u bei x = 0 (iden- 
tisch in A) eine Stelle der Bestimmtheit besitzt. In diesem Fal] ist es méglich. 
algebraisch formulierbare Kriterien fir die Halbbeschrinktheit von D in 
am linken Ende zu gewinnen. Zunichst gilt der folgende Hilfssatz, dessen 
Beweis wir iibergehen kénnen: 

Hiljssatz 14. Es seien die Voraussetzungen (a), (b), (c) (S. 11) erfiillt (mit 
a= 0). Dann liegt fiir die Differentialgleichung ; 

(8.1) Lu= J (- 1)"-"(p, (z) ul™-)- = Ak (xz) u 
a v=0 

17) Vgl. Ince [14], loc. cit. 

*) DaB die Funktionen A(x) und A(x) keinen Haufungspunkt im Innern des Inter- 
valls a < x < 6 besitzen kénnen, folgt aus einem allgemeinen Satz von Bécuer [1], 
oder auch aus Satz 7, indem man bedenkt, daB sich zu jedem 2 mit a < z< 6 ein 
positives e angeben J4Bt, derart, daB I[u; z—e, z+ ¢,0] >0 fiir u(z) € 91.(%— 28, 
+ e) ausfallt. 
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genau dann bei x = 0 identisch in A eine Stelle der Bestimmtheit vor, wenn es y 

eine reelle Zahl o gibt, so daB in einer rechtsseitigen Umgebung von x = 0 die e 

Gleichungen 

(8.2) P, (2) = 2°-** (Dg + Py B+ °°) (v= 0,...,m) ( 

mit Poo > 0 und 

(8.3) k(x) = 2°-™(ko+ kyx+---) ’ 

bestehen. I 
In den folgenden Untersuchungen werden wir die Differentialgleichung (8.1) ] 

unter den nachstehenden allgemeineren Voraussetzungen behandeln: ( 
(A). Es gibt ein reelles o, so daB fiir 0 < x <1 die Darstellungen 

(8.4) p, (x) = 2°-2*9, (x) (v= 0,...,m) 

und 

(8.5) k(x) = 29-2" (zx) 


gelten. Dabei sind p,(x) (v=0,...,m) und k(x) reelle Funktionen aus 
®,,, (0, 1) baw. D4(0, 1). 
(B) Die Funktionen p,(x) und k(x) sind stetig in0 < x<l. Auferdem gilt 


(8.6) Po(z) > 0 (0s2zsl) 

und 

(8.7) k(x) > 0 (<2<l). | 
(C) Es gibt zwei feste positive Zahlen e und A, so daf fiir 0 < x <1 die Un- | 

gleichungen 

(8.8) |P,(z) — p,(0)| s A x (y= 0,..., m) 

und 

(8.9) \k(x) — k(0)| < Aa 

erfillt sind. 
Zur Abkiirzung setzen wir p,= p,(0) (vy = 0,..., m) und k,= &(0). 


Wir werden zeigen: Ob D in 9 am linken Ende zx = 0 halbbeschrinkt ist 
oder nicht, haingt nur von den m + 2 reellen Zahlen po, . . . , Pym, ky ab. 
Das zur Eulerschen Differentialgleichung 


(8.10) Mu= oy (— 1)"-° p, (27-27 a *™-))(™-) = Ak 27-2 ™ wu 
v=0 


gehorige charakteristische Polynom ist 


(8.11) Fiesa)= SF (—1ryy (%,) (73. ™) fom — 9) A 


m—v 
Schreibt man zur Abkirzung 
(8.12) F(e) = F(e; 0), 
so hat man fiir komplexes 9 und 0 < x < oo die Gleichung 
(8.13) M [2] = F(o) 2°-*™*+e. 
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Allgemeiner gilt fir jede Funktion h(z) ¢ 9,,,(0, 1) und jede komplexe Zahl 9 
eine Darstellung der Form 


2m 
(8.14) M [2 h(x)] = voted F (0) A(z) + De, ar ho (a) 
v=1 
(0<2z<l), 
wobei die Koeffizienten c, nur von o, 9, m und den p, (v= 0,..., m) ab- 


haingen. Wie H. Krumnaar [17] bemerkt hat, besitzt das charakteristische 
Polynom F (9; A) eine fundamentale Symmetrieeigenschaft. Es ist nimlich 


(8.15) (— yn (7 E Fe) =P “9 
— (y= 0,...,m), 
ae @e \(2s—@ 
(8.16) FQ: = FP (me y)(m 5) Lim — MIP Abe, 
wenn 
(8.16’) s=m—')/,— 0 
gesetzt wird. Aus (8.16) liest man die Funktionalgleichung 
(8.17) F(o; 4) = F(28 — 0; A) 


ab. Insbesondere gilt 
: ~ 8+it\ (/s—it 

(8.18) F(s+it;A= Pe be eal [(m— »)! —Ak,. 
Somit ist F(s + t¢; A) ein Polynom m-ten Grades in ¢*: 
(8.19) F(s + it; A) = pot?™+---, 
wobei die Koeffizienten py, ... alle reell sind. Wie wir im folgenden zeigen 
werden, hingt die Halbbeschrinktheit oder Nichthalbbeschrinktheit von D 
in D bei z= 0 ausschlieBlich von dem Verhalten der Funktion F(s + it; A) 
fiir reelle Werte vont ab. Daher wollen wir in Anlehnung an (8.17) die Gerade 
o0=8+it(— © <t < oo)alsdie kritische Symmetriegerade von (8.1) bezeichnen. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Aufstellung eines notwendigen 
Kriteriums fir die Halbbeschriinktheit von D in © am linken Ende iiber. 
Zunichst gilt 

Hilfssatz 15. Wenn fiir eine reelle Zahl t die Ungleichung F(s + it) < 0 be- 
steht, dann gibt es zu jedem 1 > 0 eine Funktion u(x) € D,q,,(0, 1) mit 

t 
(8.20) I[u] = [#( Po) as 
a 

Beweis. Offenbar gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n mit -1/,, < 4/,1 eine 

reelle Funktion h,, (2) € Dyn (0, 1) mit 
0inO0S2s*/,, 

(8.21) A(z) = fl inf, SS My! 
und 0Oin*,lszsl 
(8.22) |2rh(x)| < K (y= 0,...,.2m;0s52<)), 





Pn. lul*) da <0. 
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wobei K eine feste, positive, von n unabhingige Zahl bedeutet. Auf Grund 
von (8.14) hat man eine Gleichung der Form 


(8.23) M [x*+*th, (x)] = riu(PG + it)h, (x) + ¥ ¢, Ka). 
v= 


wobei die c,(vy = 1, ..., 2m) nicht von n abhingen. Setzt man 
(8.24) U, (x) = x***th, (x), 
so entsteht 


! i 


Sal ical Sa lai 








(8.25) ,; 
= F(s+ in f eras - vo, [= a-t+*h, (x) A@ (x) dz. 
Nun ist aber mg 
(8.26) fi xth(zde2 | 7 edb = tag t,t + lege 
ed é ijn 
a A+> h(a) MO (2) dal = [rhe MOalde + J a**+*h, (2) A (x)dx 
(8.27) e h 


s ef f widx+ f Ya) = K? (log 2 + log */,) 
‘Ven “al 
(w= 1,..., 2m). 
Aus (8.25), (8.26) und (8.27) entnimmt man die Existenz einer festen positiven, 
von n unabhingigen Zahl c mit 
(8.28) I[u,] < F(s + it) logn +c (in € Dom (0, 2)) . 
Fir n + co folgt die Behauptung des Hilfssatzes. 
Aus dem letzten Hilfssatz gewinnt man ein notwendiges Kriterium fiir 
die Halbbeschrinktheit von D in 9, nimlich 
Satz 10. Es seien die Voraussetzungen (A) und (B) erfiillt. AupBerdem 
existiere eine reelle Zahl t mit F(s + it) <0. Dann ist D in 9 am linken Ende 
z= 0 nicht halbbeschrankt, jalls ky= 0 gilt. 
Beweis: Sei A und |, mit 0 < 1,< 1 vorgegeben. Man bestimme zunichst 
eine positive Zahl ig mit 


(8.29) Zn+ ily all 5) [im yi <0. 


Dann gibt es wegen k,=0 und der Stetigkeit der Koeffizienten p,(z) 


(» = 0,...,m) und k (2x) eine positive Zahl 1, mit 0<1,<, so daB fir 
0s 21, die Abschitzungen 


(8.30) P,(z)Sp,+ 7 (v= 0,...,m-—1) 
und 


(8.30’) Pm (2) — Ak(z) < Pat 7 





—eit ——“ 


ii -_ psignainkk oe ft ae ae eel CUCU 














41 
bestehen. Fir u(x) €9,,,(0, J) ist dann 
4 ~ 
(8.31) I[w; 0,1, 4] = f 2° (Bo(x) lw]? + +++ + (Dy (x)— Abe (ax)) 2-*™ |ul*)d x 
0 


if 
Sf @ ((Po+ m) \w™|? +--+ + (Pm + 9) -*™ |wl*) dz. 
0 
Wegen (8.29) und Hilfssatz 15 gibt es ein u,¢ 9z,,(0, J,) mit 


4, 

(8.32) ff © ((Po+ ) \uQ? + -** + (Pm + 9) 2-*™ |ugl*) dz <0, 
also 0 
(8.33) I[u; 0,4, 4] < 0. 
Daraus schlieSt man auf Grund von Definition 2, daB D in © bei z = 0 nicht 
halbbeschrinkt sein kann, womit Satz 10 bewiesen ist. 

Wenn also k,= 0, so ist fiir die Halbbeschrinktheit von D in © bei z= 0 
notwendig, daB fiir alle reellen Werte von ¢ die Ungleichung 
(8.34) F(s+it)20 
besteht, oder, was damit aquivalent ist, daB das charakteristische Polynom 
F(g) auf der kritischen Symmetriegeraden nur Wurzeln gerader Vielfachheit 
besitzt. Das Hauptziel der folgenden Untersuchungen besteht in dem Nach- 
weis, daB diese Bedingung auch hinreichend ist. Wir betrachten zunichst 
den einfachsten Fall, wo alle Funktionen j,(z), ki (x) konstant sind, d. h. wo 
L mit M identisch ist, und legen das Definitionsintervall 0 < x < oo zugrunde. 
Dementsprechend ist auch unter [v,w] der Ausdruck (1.24) zu verstehen, 
wo die Funktionen p,(z) durch p,z*-*” zu ersetzen sind. Unser Ziel besteht 
darin, die Operatorengleichung M = Q*Q mit den in § 3 entwickelten Me- 
thoden zu lésen. Dazu beweisen wir zunichst die folgenden beiden Hilfssitze : 

Hilfssatz 16. Es seien 9 und t zwei komplexe Zahlen mit t + 0 +28. Dann 
gilt die Gleichung 

F(r)—F 

(8.35) (ze, 2*] = eres Te 

Beweis: Aus den Definitionsgleichungen (1.23) und (1.24) folgt, daB fir 
alle komplexen Zahlen 0, t und alle positiven Werte von z eine Darstellung 
der Form 
(8.36) [ae, at] = A(t, o) a**e-2* 
besteht, wobei A(t,o) ein Polynom in t und @ bedeutet. Um A(t, 0) zu be- 
stimmen, setzen wir zunichst Re (tr + 9 — 28) > 0 voraus. Aus 


(8.37) + (xe, a] = 2¢ M (2*] — 2* M [20] 
folgt wegen (8.13) die Gleichung 
(8.38) A (at, 2] = (F(t) — F(g)) 2-1-8848 


(0<2%< oo). 
Daraus, sowie aus der Relation 
(8.39) lim [z¢, z*]= 0, 


e—0 


(e>0) 


atte-2s q 
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folgt durch Integration die Gleichung 








(8.40) (ae, 2*] = mo he a-tetete, 
Daher ist 

F (t) — Fie) 
(8.41) A(t,.0)= iy e—ae 


fir Re(t +o — 28) > 0, und somit auch fiir tr + 90 — 28+0, womit (8.35) 
bewiesen ist. 

Dem nichsten Hilfssatz schicken wir einige Vorbemerkungen voraus. Wir 
nehmen an, da8 alle Nulistellen des charakteristischen Polynoms F(g), die 
auf der kritischen Symmetriegeraden Re 9 = s liegen, eine gerade Vielfachheit 
besitzen und bezeichnen mit 0,,..., 0, diejenigen paarweise verschiedenen 
Wurzeln von F(g) = 0, deren Realteil > s ausfallt. Ferner sei 
Vielfachheit von 9;; wenn Re 0,;> s ist, 


G48). &= halbe Vielfachheit von 0,;; wenn Re 9,= s ist. 


Wegen (8.17) ist 
r 
(8.43) DS hy=m. 
j=1 
Wir setzen nun 
= ,..., Yn, = 2 (log xh"; 
(8.44) 
Yo-a,.41 = 2, - +++ Im = 2 (log z)*—', 
und werden folgendes beweisen : 

Hilfssatz 17%). Die in (8.44) erklirten Funktionen y,,..., y, sind paar- 
weise konjugierte Lésungen der Differentialgleichung M y= 0. 

Beweis: DaB die y,,..., y, Lésungen von M y= 0 sind, folgt nach Kon- 
struktion. Fir den weiteren Beweis bezeichnen wir mit j, k irgend zwei der 
Zahlen 1,...,7, die auch zusammenfallen kénnen, und unterscheiden zwei 
Fille: 

1. Fall: 0;+ 0,+ 28. 

Dann folgt aus (8.35) eine Darstellung der Form 


(8.45) [aerte, geet ny — OME (C, m, 2) + yg (6, , 2), 


wobei f und g in einer Umgebung von { = 7 = 0, x = z,> 0 regulir-analytische 
Funktionen sind. Durch Differentiation ergibt sich 


+¢ + 
(8.46) oT. “s a 


fir a= 0,...,h;— lund B=0,...,h,— 1, oder 
(8.46’) [2® (log z)*, 2 (logz¥]}=0 (a=0,...,h;—1; B=0,...h,—1). 


%) Unter der Voraussetzung, daB auf der Symmetriegeraden Rep = nur eine 
Doppelwurzel von F(g) liegt, ist Hilfssatz 17 enthalten in Satz 6.3 von Krumnaar [17]. 








Fe 
(8. 
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2. Fall: 0;+ O,= 28. 
Wegen Re 0,;> s und Re 9,2 s ist dann 9,= s + it und 9,= 8s — it mit reellemt. 
Ferner hat man h,= h,= h. Fir ¢ + n folgt aus (8.35) und (8.17) die Gleichung 
(8.47) [att eere, ge tt—ny = Pectan—Pies ied) tn 
me Festa Rese) set. 
i 

Da 9 = s + it eine Nullstelle von F(o) der Vielfachheit 2A ist, so kann man 
offenbar (8.47) auch in der Form 


(8.48) [aest®, aeeta] = CF (l,m, x) + mg (C, 0, 2) 
schreiben, wobei f und g in einer Umgebung von [= 7 = 0 und z= x, > 0 
regulir-analytische Funktionen sind. Durch Differentiation von (8.48) folgt 








(8.49) [ats log x)*, ate (log x] = 0 (a, B=0,...,h—1). 
Aus (8.46’) und (8.49) erhalt man schlieBlich die Gleichungen 
(8.50) [yi Y,! = 0 (i, k = l, “ees m) ’ 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Aus den letzten beiden Hilfssitzen erhilt man die gesuchte Darstellung 
des Operators M in der Form M = Q*Q, nimlich 

Satz 11. Es sei 

m . _ 

(8.51) F(s+it)= Z w(a,) pen [(m — ») P20 
fiir —w<t<o, 

Dann gibt es reelle Zahlen q,,..., Ym, 80 dap fiir alle Funktionen 
u(x) € Dz,, (0, 00) die Gleichung 
(8.52) I[uj= J (volumes vo Be lul*) dx 

6 
= pp f 2 \um +4 He yim) 7. | Euldz 

0 


besteht. Das zur Differentialgleichung 


(8.53) Nusum +L ym-v+...+ Hu=0 
gehérige charakteristische Polynom ist 
(8.54) “ G(o) = (o — @,)".- - (@ — @,)*. 


Beweis: Die Ungleichung (8.51) ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB 
das charakteristische Polynom F (9) auf der Symmetriegeraden Re 9 = s nur 
Wurzeln gerader Vielfachheit besitzt. Aus der Definition von o, und h, (S. 42) 
folgt daher, daB das Polynom G(g) die Form 
(8.55) G(o) = 0% + a, 0" 1+ - +++ ay, 


hat, wobei die Koeffizienten a,,...,@,, alle reell sind. Bestimmt man daher 
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die Zahlen q,, . . . ; Ym, 80 daB die Gleichung 


(8.56) Ge)= E a(q* y)(m— (go= 1) 


identisch in 9 erfillt ist, und erklirt Nu durch (8.53), so ist N ein reeller 
Differentialoperator vom Eulerschen Typus, dessen charakteristisches Polynom 
mit G(o9) zusammenfallt. Daraus, sowie aus (8.44), folgt aber 

(8.57) N y,=0 (§=1,...,m). 
Bekanntlich sind die in (8.44) erklirten Funktionen y,,..., y,, im Intervall 
0 < x < oo linear unabhingig und bilden somit ein Fundamentalsystem von 
N y= 0. Da sie ferner nach Hilfssatz 17 der Differentialgleichung M y = 0 
geniigen und paarweise konjugiert sind, so folgt, daB der Operator 

(8.58) Quaprach? Nu 

reell ist und zu J’ gehért (vgl. Definition 4). Anwendung von Satz 3’ liefert 
daher fiir w(x) € Dom (0, co) die Gleichung 


(8.59) faMudz—f |Quidz, 
0 0 


welche mit (8.52) aquivalent ist. Damit ist Satz 11 bewiesen. 

Als unmittelbare Anwendung von Satz 11 beweisen wir: 

Hilfssatz 18. Es seien die Voraussetzungen (A) und (B) erfiillt. AuBerdem 
liege keine Wurzel der charakteristischen Gleichung F (0; A,) = 0 auf der kritischen 
Symmetriegeraden Reo = 8. Dann gibt es ein I* mit 0 < I*< l, 80 daf fiir alle 
u(x) € D,,, (0, 1*) die Ungleichung 


ie - 
(8.60) I[w;0,1*, Ag]= f 2 (Bo (x) |u|? + --* + (Dy (22) — Ag k(x) 2-*™|ul*) dz SO 
6 
besteht. 
Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt, daB es eine positive Zahl n gibt mit 


(8.61) 3 (.— 0) (ns) (m >) Lem — 9)! — dy ky > 0 


fir —c<t<+oo. Wegen der Stetigkeit der Funktionen p,(z) und k (2) 
14Bt sich dann ein /* mit 0 < 1*< 1 bestimmen, so daB fiir 0 < x < /* die Un- 
gleichungen 


(8.62) P,(z)>p,-— 7 (v»=0,...,m—1) 
und 
(8.62') Dm (2) — Agk(2) > Pm— Agky— 1 


gelten. Fiir u(x) € 9,,, (0, I*) erhalt man daraus mit Benutzung von Satz 11 
die Abschatzung 


tad 

(8.63) I (w;0,1*, Ag]= f 2° ((po— n) |wi|?+ *** + (Dm — Ag ko — y) x-*™ |ul*) dx 
0 ° 
= irom) [elu + be yim—y Se 4m dx 20, 


womit Hilfssatz 18 bewiesen ist. 
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Aus dem letzten Hilfssatz entnimmt man unmittelbar die folgenden hin- 
reichenden Kriterien fir die Halbbeschrinktheit von D in © bei x = 0: 

Satz 12. Es seien die Voraussetzungen (A) und (B) erfiillt. Aupferdem sei 
ky= 0, und das charakteristische Polynom F (0) besitze keine Nullstellen auf der 
kritischen Symmetriegeraden Re 0 = 8. Dann ist D in® bei x = 0 halbbeschrainkt. 

Satz 13. Es seien die Voraussetzungen (A) und (B) erfiillt. AuBerdem sei 
ky > 0. Dann ist D in © bei x = 0 halbbeschrankt. 

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, wo das charakteristische Polynom 
F(o) auf der kritischen Symmetriegeraden Wurzeln gerader Vielfachheit be- 
sitzt. Das entsprechende hinreichende Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit 
kann dann dem folgenden Hilfssatz entnommen werden : 

Hilfssatz 19. Das zur Eulerschen Differentialgleichung Mu= 0 gehérige 
charakteristische Polynom 


(8.64) F(o)= & Po(m*,) (me —s) em — 9) 


besitze auf der kritischen Symmetriegeraden Reg=s=m—4-—40 nur 
Wurzeln gerader Vielfachheit. AuBerdem sei 


(8.65) Poe K-, |p| 3K (v= 1,...,m) 
und 
(8.65’) lo| SK, mskK 


mit einer positiven Konstanten K. Dann gibt es zu vorgegebenen positiven Zahlen & 
und A ein l,= 1,(K, e, A) > 0, 80 da fiir alle u(x) € D,,, (0, 1.) die Ungleichung 


1, 
(8.66) I{u)= J 2 (p, jute yp se + 2 |ult) az 
1, 


ani A [eee((wemp free +5) dz=0 
erfiillt ist. 
Beweis: (I) Nach Satz 11 kann das Funktional J [wv] in der Form 


is lL 
(8.67) 1) = pe | wat de— A | w+ ( jum + 4S) as 


dargestellt werden, wobei N der in (8.53) erklirte Differentialoperator ist. 
Zur Abkiirzung setzen wir N u = {(z). Es sei nun J eine stiickweise glatte, 
im mathematisch positiven Sinn orientierte Jordankurve, welche die r Wurzeln 
0;,---, 0, des zu N u= 0 gehdrigen charakteristischen Polynoms G@(g) um- 
schlieBt. Wir behaupten zunichst, daB der Ausdruck 


(8.68) v(2)= — 325 $ Gee [emrenerar (0 <z<h) 
r 





mit u(x) identisch ist. Zum Beweis differenzieren wir die Funktion v(z) 
m-mal nach z und machen von dem Cauchyschen Integralsatz Gebrauch. 
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Dann entsteht 


lg (9) it 2—*de 


. Ce ee 
(8.69) v) (x) Qni J Te) 


l, 
J gmap dg + 8, H(z) 


(j= 0,...,m), 
wobei die Zahlen 6, durch die Gleichungen 


(8.70) 6,= 0 (j=0,..:,m—1) und 6,=1 


erklart sind. Daraus folgt aber 
1, 


N v= f(z) - 35; ieee eres 


G(e) 
(8.71) ss ' ly 
= f(z) — giz f w-mde [ Emre f(Q dE =F (2), 
r z 





also N[v — u]= 0. Da u(z) und v(z) in einer Umgebung von z = |, identisch 
verschwinden, so ergibt sich v(x) = u(z). 
(II) Offenbar gibt es eine positive Zahl R= R(K), so daB die Unglei- 


chungen 

(8.72) lo,— 8| = R(K) (y=1,...,7r) 
erfillt sind. Ferner sei d eine noch zu fixierende positive Zah] und = J+ I, 
mit 

(8.73) I= |jo-—s| = R+d, Rep zs —d} 

und 

(8.74) I',= {Reo=s-—d, |lo—s| 5 R+d}. 


I ist dann ein zulassiger Integrationsweg, und wegen (8.54) und (8.65’) gelten 
fiir 9 ¢ I’ die Abschaitzungen 


(8.75) |G(9)| =a", 
(8.75') ae (m — vy!) <(5/,.K+R+d)™ (v=0,...,m) 
und somit ) 








( e ) (m—»)t| 
m—y ‘| (sK+R+d\k 
(8.76) he | S (“22+ 4+") (y= 0,...,m). 
Daraus, sowie aus (8.69), entnimmt man fiir »= 0,...,m die Ungleichung 
8.77 | w(2) Fete x 
(8.77) y (|S ; 
. K+R+d ss 1 eat s,e o- aQa 
ee ee aks( f= thet me-m idol [ gn-1-Ree Hela) 
r z 


+ 2 bq 2** If (2))?. 
Fiir 9 ¢ J’ hat man 


(8.78) m —1/,—4/,0— Reo—d<0. 
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Daraus folgt 


(8.79) ziee tet Reem f° gm—1—Reg ME) a E 
a fhe t eet Bee—e few wedierudans itivaiegind 1k 
< gihotthe+ Reo—m, ym—},—'),0—Reo—d [re h+d eho 4(2) dg 
= x- tht thea / eeeaieney(g de s 


lL, “Ve 1, “Is 
s memne( f prvsea) ewer s) 


s 2 tht ea EY" ( = Walt da) 


fir 0< 2<t, und @¢ J. Triagt man dies in (8.77) ein, so entsteht 


[ atnad (x) ; gore 





Ss 


(8.80) <2(R+d)? (LE R+e pe g-i+ese, 3 


I, 
ay | x if(z)l dz + 


0 
+ 26,-, 27** |f(z)|? (0<zsk; v=0,...,m). 


Mit d= ‘*/, erhilt man aus (8.80) fir »=0,...,m durch Integration die 
Abschitzung 

| um (x) [2 
(8.81) f site na tanae Kole 

10K+4R 2K 

S [2 d,-,+ ol + */g2 (ATT ef xif(x)|?d x. 
Daraus folgt i, 
| w — Ai? 
+e 
BS 0 roah < 

(8.82) ® 


l, 
2K 
< [2+ %(K+1)(R+ oj (PEAT) |r few ul? dz. 
0 
Mit Benutzung von (8.65) und (8.67) ergibt sich fiir u(x) € D,,, (0, 1,) die Un- 
gleichung 
(8.83) . tful2 


2 {x+-A[2+ 5 (K+1)(R++,) (Sat eet ee “« Je} fe waa. 
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Setzt man 
(8.84) p= 1,(K,¢,A)=(K -A {2+ 5+ n(R +) (eeepyp”. 


€ 
so folgt 
(8.85) I[(ujJ=0 fair u(x) €9D,,,(0, 1), 
womit Hilfssatz 19 bewiesen ist. 

Jetzt sind wir in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen, 
namlich 

Satz 14. Es seien die Voraussetzungen (A), (B) und (C) erfiillt. AuBerdem 
sei k,= 0. Dann ist fiir die Halbbeschriinktheit von D in D bei x = 0 notwendig 
und hinreichend, daB jede Wurzel des charakteristischen Polynoms F (0), die in 
der komplexen Ebene auf der kritischen Symmetriegeraden Re 0 = 8 liegt, eine 
gerade Vielfachheit besitzt. 

Beweis: Wenn auf der kritischen Symmetriegeraden Re 9 = s eine Wurzel 
von F(g) liegt, die eine ungerade Vielfachheit aufweist, dann gibt es offenbar 
ein reelles ¢ mit F(s + it) < 0. Nach Satz 10 ist dann D in © bei x = 0 nicht 
halbbeschrinkt; und damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB D in D bei z = 0 halbbeschrinkt ist, falls 
alle Wurzeln von F(g), die auf der kritischen Symmetriegeraden liegen, 
gerade Vielfachheit besitzen. Fir u(x) € 9,,, (0, /*) (0 < I*< l) ist 

fad 
(8.86) I[u;0,1*, 0] = / 2 (Bo(z) lume +--+ PE) ius) daz 
Ie 
= | #(2 Jumt+ -+-+ Be |ult) de — 
i . ss 
— f 2 [\Fo(z) — 5o(0)] Jumps +--+ + PROT PON ya) ge 
0 
Daraus folgt mit Benutzung von (8.8) die Ungleichung 
Phd 
° * m)i2 Pm 2 
(8.87) 1[w; 0,0, 0] f 2°(p9|w te + Be |ult) dx - 
0 





ie 
* A [ (|rt™ 2 + — tae 

Setzt man /*= Min (I, 1,), wobei J, die in Hilfssatz 19 erklirte Zahl bedeutet, 

so erhalt man aus (8.66) die Abschitzung 

(8.88) I[u; 0, 1*,0] 20 far u(x) €D,,,(0, 7%). 

D ist also in bei z= 0 halbbeschrinkt. Damit ist Satz 14 bewiesen. 
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Halbbeschrinkte partielle Differentialoperatoren 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus*) 
Von 
Ernst WIENHOLTz in Gottingen 


Meinem hochverehrten Lehrer Franz RELiLicn zum Gedachtnis 


Ein in einem Teilraum 2 eines Hilbertraumes § erklirter hermitescher 
Operator A heif®t nach unten halbbeschrankt, oder kurz: halbbeschrinkt, 
wenn es eine reelle Zahl y gibt, mit der (Au, u) > y(u, wu) ausfallt fiir alle wu ¢ Q. 
Man nennt y eine Schranke des Operators. 

Jeder halbbeschrinkte hermitesche Operator besitzt eine mit derselben 
Schranke halbbeschrankte selbstadjungierte (und damit spektral zerlegbare) 
Fortsetzung (vgl. [13], wo ein von K. Frrepricus [4] herriihrender Beweis 
dargestellt wird). Dieser Satz ist von Interesse, da man von vielen Operatoren 
der mathematischen Physik und insbesondere der Quantentheorie einerseits 
fordert, daB sie spektral zerlegbare Fortsetzungen besitzen, und andererseits 
weiB, daB sie halbbeschrinkt sind. Es wird jedoch dabei weiter gefordert, 
daB die spektrale Zerlegung bereits durch den vorgegebenen Operator ein- 
deutig bestimmt ist; und das ist im allgemeinen nicht der Fall, aber sicher 
dann gewihrleistet, wenn erstens y > 0 ist, was man immer o0.B.d.A. an- 
nehmen darf, und wenn zweitens der Wertebereich des Operators im Hilbert- 
raum dicht '\egt. Nach dem Hilfssatz 2 liuft dies darauf hinaus, daf der 
Operator in seinem Definitionsbereich wesentlich selbstadjungiert sein muB. 
Wesentliche Selbstadjungiertheit eines Operators bedeutet, daB seine Ab- 
schlieBung selbstadjungiert ist. Es bleibt also die Aufgabe, zu untersuchen, 
wann halbbeschrankte Operatoren wesentlich selbstadjungiert sind. 

In den ersten vier Paragraphen dieser Arbeit geschieht das fiir halb- 
beschrinkte partielle Differentialoperatoren zweiter Ordnung vom elliptischen 
Typus. Dieser Teil der Arbeit entspringt einer Frage, die F. Reixiicn beziiglich 
eines einfachen Beispiels solcher Operatoren auf dem Internationalen Mathe- 
matikerkongre8 zu Amsterdam [22] gestellt hat und die folgendermaBen 
lautet: Wir beziehen uns auf den Hilbertraum § aller in — « < 2, y,z < 
erklirten komplexwertigen Funktionen, fiir die im Sinne von LEBESGUE 


+ 00 + a 
S{f \f?dr < co ausfallt, mit dem inneren Produkt (f,g) = /{f 7g drt. 


Es sei g(z,y,z) in — «© < 2,y,z< oo reellwertig und stetig, und es sei 
2% der Raum aller in — o < 2, y,z< + co zweimal stetig differen- 


—*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 
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zierbaren Funktionen, die in einer individuellen Umgebung von oo identisch 
verschwinden. Es sei der Operator Au= — Au + q(z,y,z)u in % halb- 
beschrinkt. Frage: Ist A in & bereits wesentlich selbstadjungiert ? 

Der Satz 1 dieser Arbeit enthalt hierauf eine bejahende Antwort. Er wird 
fiir beliebige Dimension n = 2 ausgesprochen und behandelt den Fall des 
allgemeineren elliptischen Differentialoperators 


ab, 


=” +c(x)u. 





a x (a,,, (x) Uz, 2 +24 by b, (x) Us, + i s 
wom thy = 


Der Beweis verliuft elementar, er nimmt aber Differenzierbarkeitsaussagen 
iiber schwache Lésungen elliptischer Differentialgleichungen in Anspruch. 
; Diese sind der Gegenstand des § 1. Zu ihnen gehérige Literaturhinweise sind 

dort angegeben. 
In der Physik treten Differentialoperatoren — Mu + q(x) u auf, bei 
denen das Potential g(x) gewisse Singularitiaten besitzt, z. B. die Schrédinger- 
operatoren des Wasserstoffatoms, des Heliums oder allgemeinerer Mehrteilchen- 
) probleme mit Coulombanziehung. Auch diese Operatoren sind halbbeschrinkt ; 
: daher gehéren sie dem hier behandelten Problemkreis an. Fiir solche Poten- 
tiale g(x) hat nimlich F. StummeEt in [25] die folgende Abschitzung bewiesen: 
Es gibt ein « > 0 und eine Konstante M, so daB fiir alle x und 0< R< 1 

f la(y|z— yl-"**-*dys M 
-_ <R 

ausfallt. Dann aber gilt (vgl. S. 64) mit einer positiven Zahl a in dem Raum @ 
des Satzes 1 wegen (— Au, u) [0 die Beziehung |\q(x) ul]? < |(— A + a)ull?, 
und da der Operator —4u+au in © wesentlich selbstadjungiert ist, 
folgt daraus vermége einer Ungleichung von E. Hetnz [7] (siehe auch [20]) 


die Halbbeschranktheit von — Au + q(x) u in S. 

F. StuMMEL beweist in [25], s.a. T. Kato [10], tiber singulire Diffe- 
rentialoperatoren eine Reihe von Satzen, von denen einer die wesentliche 
Selbstadjungiertheit von —4u + q(x) u im Raum aller in |z| < co zweimal 
stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager behauptet, 
falls g(x) Cie obige Abschatzung zulaist, und erfaBt damit die Schrédinger- 
operatoren fiir Mehrteilchenprobleme im Coulombfeld. Unter Verwendung 
aihnlicher SchluBweisen wie in [25] dehnen die Sitze 2 und 3 der vorliegenden 
Arbeit dies auf allgemeinere halbbeschrinkte elliptische Operatoren mit 
singulirem q(x) aus. 

In [19] zeigé F. Reiiicn unter anderem die wesentliche Selbstadjungiert- 
heit des halbbeschrankten gewéhnlichen Weylschen Differentialoperators 
ta (— (p(x) u’)’+ q(x) u) im Raum der in | < x < m zweimal stetig diffe- 
renzierbaren Funktionen, die in der Umgebung von x=I/ und von x= m™ 


- ey 
pz) 


9 ‘ 
verschwinden, sofern / | «J dx=co und | | 
I Py 


dz = ist, l< 8s < m. 
p(x) 


4* 
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Dabei ist als Hilbertraum die Menge aller / (x) gewihlt, fiir die { |f(x)|*k(x) dx< 
i 


< co ausfillt. Die verwendeten Methoden lassen sich aber wohl nicht fir den 
Fall partieller Differentialgleichungen heranziehen. Jedoch gewihrleistet 
hierfiir der in der vorliegenden Arbeit eingeschlagene Weg ein analoges Re- 
sultat, das in Satz 4 ausgesprochen ist. 

SchlieBlich werden speziellere halbbeschrinkte elliptische Differential- 
operatoren auf wesentliche Selbstadjungiertheit hin untersucht mit dem Ziel, 
fir sie spektrale Aussagen zu gewinnen (§§ 5 und 6), und es wird dazu ferner 
der Satz 6 aufgestellt iiber das Anwachsen von { u®dx mit Roo fir Lé- 

|| SR 

z€éG 
sungen der Differentialgleichung — Au + ¢(x)u = Au in einem Gebiet G, das 
bis auf eine kompakte Menge den Gesamtraum ausschépft, unter gewissen 
Einschrankungen fiir G, A, q(x) und u(x). Sein Beweis macht von elemen- 
taren Umformungen und Abschitzungen Gebrauch, die z.T. bei F. Ret- 
LICH [17] und L. Nrrenpere [14] Verwendung fanden, und es liegt ihm die 
Idee zugrunde, das Randintegral { u* dQ im Mittel nach unten durch 


|j2j=r 
eine positive Zahl abzuschitzen, woraus nach Integration iiber r von a bis R 


folgen wiirde f u?dx = const: R. (Es laBt aber der Satz 6 nur eine etwas 
asi\z|\sR 
schwichere Ungleichung zu.) Fiir den Fall g(z)=0 hat F. Rewuica [18] 


einen entsprechenden Satz bewiesen, der in gewisser Richtung schirfer ist, 
unter Ausnutzung der Vollstandigkeit des Systems der Kugelfunktionen und 
des asymptotischen Verhaltens von Lésungen der Besselschen Differential- 
gleichung. 


§ 1. Vereinbarungen. Weylsches Lemma 


Der reelle n-dimensionale euklidische Raum werde mit R, bezeichnet. 
Seine Punkte werden dargestellt durch Vektoren x = (2,,..., 2), (Y= Yp---, 
Y,),-.-, und mittels des inneren Produktes (x - y) = 2, y,+ --- + 2%, Y, wird 
der Abstand |x — y| zweier Punkte x, y durch |x — y| = ((x — y) - (x — y))'* 
erklart. Bei Zugrundelegung dieser Metrik werden die Begriffe ,,innerer 
Punkt“, ,,offene“‘, ,,abgeschlossene“, ,,beschrainkte“ und _ ,,kompakte“ 
Punktmenge in der iiblichen Weise eingefiihrt. Ein Gebiet soll eine offene, 
zusammenhingende Punktmenge sein. Ein Bereich soll die abgeschlossene 
Hiille eines Gebietes sein. Die Menge der inneren Punkte einer Punktmenge M 
des R,, werde mit M* bezeichnet. Ist F ein Gebiet oder ein Bereich des R,, 
dann soll C(F) die Menge der in F unendlich oft differenzierbaren Funktionen 
sein und C(P) die Menge der in R,, unendlich oft differenzierbaren Funktionen, 
die auBerhalb kompakter Teilbereiche von F* verschwinden. 

Definition der Elliptizitat eines Differentialoperators: Der lineare partielle 
Differentialoperator zweiter Ordnung 


” 3 Mer (2) >, Fiz + EZ Bula) <-+ yl), 


kl=1 
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gebildet mit in einem Gebiet G des R,, n > 2, stetigen Koeffizienten «, , (2), 
B, (x), y (x), soll in G elliptisch (oder: vom elliptischen Typus) heiBen, wenn 
die «,, reellwertig sind und es eine in G positive Funktion 9(z) gibt, mit der 
dort Pt 
D oe: (2) Fé, 2 o(z) LY |Eel* 
kf=1 k=1 


ausfallt fiir jede Wahl von Zahlen é,,..., &,. Man darf dann 9(z) als in G 
stetig annehmen. 

Es wird nun ein Hilfssatz vom Typ eines Lemmas von H. Weyt [26] 
formuliert. Dieser Hilfssatz macht Aussagen iiber die Differenzierbarkeits- 
eigenschaften schwacher Lésungen von elliptischen Differentialgleichungen 
und lautet: 

Hilfssatz 1 (Weylsches Lemma): Es sei 


Ku(z)=— 3) aula) egz + 2 Bele) pe + v2) 


in einem Gebiet G des R,, vom elliptischen Typus, und die Koeffizienten «,,(2), 
By (x), y(x) seien in G mindestens (| 4 aa 3) -mal stetig differenzierbar. Ist 
dann f(x) tiber G quadratisch integrabel und 


f F(z) K u(x) dx=0 
G 


fiir alle u(x) € C(G), dann gibt es eine in G zweimal stetig differenzierbare Funktion 
{* (x), die mit f(x) fast iiberall in G iibereinstimmt. 


Mannigfache Varianten dieses Satzes sind bisher formuliert und be- 
wiesen worden. F. E. Browper [1], L. Garprne [6], K. Koparra [11], 
L. Scnwartz [23], H. Wert [26] benutzten dabei die Grundlésung der 
elliptischen Differentialgleichung, waihrend K. Friepricus [5], F. Joun [9], 
P. D. Lax [12] und L. Nrrenpere [15] die Grundlésung vermeiden (vgl. 
auch [2, 3, 16]). Weitere Arbeiten sind in den angegebenen zitiert. Der Be- 
weis in dieser Arbeit ist lediglich eine Spezialisierung eines Beweises von 
L. NIRENBERG in [15] und enthalt daher gegeniiber [15] nichts Neues; viel- 
mehr geht er von einem in [15] hergeleiteten Lemma aus, dessen Beweis der 
Kirze halber hier nicht durchgefiihrt wird. Der folgende Hilfssatz 1’ ist der 
erste Schritt zum Beweis des Hilfssatzes 1, aber er ibernimmt in dieser Arbeit 
auch eine selbstandige Rolle. 

Hilfssatz 1’: Hs sei 

n 


coe Op 1 (2) Sere + 2 Br(2) 5 + y (zx) u(x) 


in einem Gebiet G ioe R,, vom elliptischen Typus, und die Koeffizienten a, , (2), 
B,(x), y(x) seien in G mindestens zweimal stetig differenzierbar. Ist dann f(x) 
tiber G quadratisch integrabel und 

S F(x) K u(z) a) < const ({ |e (ar) |? 4a" 

@ G 


fiir alle u(x) € C(G), dann liegt f(x) in 9,(@). 
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Hierbei bedeutet f(x) € $,(@) eine verallgemeinerte Differenzierbarkeits- 
eigenschaft von /(z) (f(x) ist zweima] “strongly differentiable”), die im fol- 
genden erklart wird: . 
Es sei s eine natiirliche Zahl. Fiir u(x) ¢ C(F) denke man sich die s-ten 
partiellen Ableitungen lexikographisch zu dem Vektor 
Ou ou Ou 


Ox,...02,02, ° O2,...0%,02,”’ Oiy. 0%, OLy 


angeordnet. Seine i-te Komponente werde mit D{u bezeichnet. AuBerdem 
setze man D? u = u. 

Es sei $,(F) der Hilbertraum aller iiber ein Gebiet oder einen Bereich F 
quadratisch integrablen Funktionen mit dem inneren Produkt (f,g)* 
= f f(x) g(x) dx und der Norm |/|7 = [(f, PR J". 9,(F) soll die Menge aller 

F - 


f € Ho(F) sein, zu denen eine Folge u,¢ C(F) existiert mit den Eigenschaften 
1. u,€ Ho(F) und lim |ju,— /|45=0, 


v—>oo 


2. Df u,€ Ho(F) und lim] Di u,— Df u,|¥ = 0; (= 1,..., 8;i=1,..., n°). 


Pe Dd - 
f€9,(F) bedeute nun, daB f € H,(F) ist fiir jeden kompakten Teilbereich F 
von F*. 
Dem Beweis des Hilfssatzes 1’ werden noch einige an den Begriff f € 9,(F) 
anknipfende Definitionen und Bemerkungen vorangestellt. Zunachst werden 
fir f € H,(F) die Symbole Df f erklirt (c= 0,1,...,8; i= 1,...,%). 


1. Es soll D? f = f sein. 
2. Bei fixiertem o= 1 und i gibt es per definitionem eine Folge u, ¢ C(F) 0 9, (F) 


mit lim ju,— /f|% = 0 und lim |Df u,— Df u,|? = 0. Daher existiert 


v—> co Pe ee) 
ein v € Ho(F), fiir das lim |Df u,— vj? = 0 ist. Es wird nun Df f = v erklart, 
und man hat zweierlei nachzuweisen: a) Diese Definition ist unabhingig 
von der Wahl der Folge u,. b) Diese Definition von Df / stimmt im Falle 
f € C(F) mit der alten Definition iiberein. 


Das eine folgt daraus, daB fir alle ® ¢ C(P) gilt 
(Di f, ®)y = lim (Dj u,, B)f = lim (— 1)* (u,, Di ®)F = (— 1)° (f, Di OY, 


> co v—> co 


und die rechte Seite ist von der Wahl der Folge u, unabhingig. Das andere 
folgt ahnlich: Es sei f € 9,(F)-\C(F). Dann ist fiir alle D¢ C(P) wegen 
f€9,(F) 

(Dif, ®) = lim ( 5 0)" lim (— 1) («. ia ne), 


112 OR, Oxi, ... 0x4, 0 


= (- (i ia), = ( a 


- ae 
0x4... O24, 0 Oxi... O25, 





v—> 00 0 v—> co 
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Letzteres wegen { € C(F). Also stimmen alte und neue Definition von D7 / 
iiberein. 

Ist E ein Teilgebiet oder ein Teilbereich von F und / ¢ 9,(F'), dann ist auch 
f€ 9,(#£); und die Definition von Djf in # ist unabhingig davon, ob man 
von /€,(F) oder von /¢€9,(#) ausgeht. Insbesondere ist also Dy? 
(o= 1,2,...,8; i= 1,2,..., m*) in F* erklart, falls f ¢ §,(F) ist. 

Fir die Handhabung des Ausdrucks D7 f sind folgende Regeln bequem : 

{€$,(F) zieht Dz f € $,-,(F) nach sich, o= 0,1,...,8; i=1,..., 2% 
was auf Grund der Definition unmittelbar klar ist. Ferner gilt D? (Dj /)= Dj*¢ f 
fir f € 9,(F), falls 9+ oS 8;i=1,...,n¢,k=1,...,n® ist und | geeignet 
gewahlt ist. 

Fir / € $,(F), g € C(P) ist in jedem beschriinkten Teilbereich von F* die 
Produktregel giiltig: 

Di(f-9)= (Di fhg + {(Dig), t=1,...,m. 

Mit f € $,(F) und einmal stetig differenzierbarem Y (x), welches auBerhalb 
eines kompakten Teilbereichs von F* verschwindet, darf man partiell inte- 
grieren: 


[P(D} fypdz= — [(D} P)fdz. 
PF PF 


SchlieBlich werden noch in $,(F) das innere Produkt (u, v)? und die Norm 
ul? durch 


(u, v)F = (u, v)f + 3° (D} u, D} v)f + ‘+++ SY (Diu, Di vf , 
i=1 


i=1 
baw. |ju| = [(u, «)¥]: erklart, falls die rechten Seiten existieren. 


Beweis des Hilfssatzes 1’: Es gilt das folgende Lemma: Sei m eine natiir- 
liche Zahl, F ein Gebiet oder ein Bereich des R,,, und die Funktionen afj(z), 


(o,o0=0,1,...,m; t=—1,..., 0, k= 1, , n°) seien in F einmal stetig 
differenzierbar. Die fiir ® € GP) und w € 5, (P) erklirte Form 
m n® n? 


B[®,wj= J J z (Di D(x) , aff (x) Di w(x))b 
ec=0 i=1 k=1 
erfiille die Ungleichung |B [®, &)| = ¢(| lf) k(|®)* _,)* mit Konstanten 
c> 0 und k fiir alle € C(F). Ist dann u € 5.(F): und |B [®, u]| < const | OF _, 
fiir alle D « C(F), dann ist u € = Bn ay (F) 

L. NrrENBERG beweist in [15] dieses Lemma in einer etwas schwicheren 
Fassung (Lemma, §4 in [15]; es wird nimlich dort von der Form die 
Abschiitzung |B [®, ®]| = C (| O|4,)*— k(|O)f)* far alle ® ¢ C(F) verlangt. 
Der dort angegebene Beweis l48t sich aber ohne weiteres auf den hier for- 
mulierten Fall ausdehnen. Zum Beweis des Lemmas sei daher auf [15] ver- 
wiesen 

Der Hilfssatz 1’ ist richtig, sobald / € 9.(F) gezeigt ist fiir jeden be- 
schrinkten Teilbereich F von G. Es werde nun ein solches F fixiert. 
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$,(F) mit dem inneren Produkt (wu, v)? ist ein Hilbertraum. Wegen 


I(v, ASl < WANS Welt < UAE - DolY 
ist (v,f)? in 9,(F) ein beschranktes lineares Funktional, also gibt es ein 
h € 9,(F), mit dem gilt (v, f)? = (v, h)? fiir alle v € 9,(F). 
Die Form A [®,h]= (@,h)?, ® € G(F) erfiillt die Voraussetzungen des 
Lemmas, also ist h € §,(F). 
Dann gilt far v € C(F) 


(0, NE = (0, NE = (0, AYE +S (Dh v, DEE = (0, WE — B (v, D} DING. 
é i=1 
AbschlieBung liefert (v, /)F = (v, h)? — s (v, D} D} hy? auch fiir v € 9o(F). 
t=1 


n 
Daher ist der Eigenschaft von / zufolge (Ku, h)¥ — 3° (Ku, D} Di h)Ri < 
i=1 
< const Jul? far alle u ¢ C(F). 
n 
Es ist 3’ (Ku, D} Djh)F aber eine Form B[u, h] der Gestalt 
i=1 


2 no no 
Blu,h]= FS SY (Df u, afg(x) Dp ayy 


@o=0 i= 1 k=1 
mit einmal stetig differenzierbaren afj(x), die mitsamt ihren Ableitungen 
in F beschrinkt sind. 


Fir ®¢€C(F) ist B[®,&)=(K@,A ©)*. Durch zweimalige partielle 
Integration erhalt man 


(KD, A®D)F = - 2 (ae (2) D,,2 Px2, + R, 
wobei der Rest R sich abschatzen l4Bt durch 
RS 1OH 101s 5 OTD? + 5 eo (OIE, eo= fin oz). 
Damit wird 
|B[®, ©) =o 5 (Do, DEO) — 5 F (WOH? - 5 og(lOl), 
|BI®, © = & (\oiz - (52 Ps. 
SchlieBlich ist “en h}| < |(Ku, iy? + const |\ul* < const jul? fir alle 
u €C(F), wn daher folgt nach dem Lemma, daB h ¢ 9,(F) ist. Hieraus und 
aus f = h — YD Dih folgt f € $,(F). Um nun f € §,(F) 2u zeigen, greife 


i=1 


man auf die Form K [u, /] = (Ku, f)* zuriick. Sie ist von der Gestalt 


1 ne ne 
K[u, f])= pm > 3 a (Di uw, bf; (x) Di f)F 


oe=0 i=1 k=1 


mit einmal stetig differenzierbaren bf; (x), die zusammen mit ihren Ableitungen 
1g 
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in F beschrinkt sind. Sie erfillt |K[®, )| = % (j@J)* — &(\®|2)? 
fir alle eC (F) mit einer Konstanten k. 

Ferner ist |K(u,/}| < const |jul* fiir alle u ¢ C(F). Daher liefert das 
Lemma f € $,(F), und der Hilfssatz 1’ ist bewiesen. 

Beweis des Hilfssatzes 1: Zunichst wird durch vollstindige Induktion 
gezeigt, daB f € Diaz) + 3(@) ist, und dazu werde angenommen, es sei / € $,(@) 
far eine natiirliche Zahl s aus 2 < s <[n/2]+ 2 bereits bewiesen, was nach 
Hilfssatz 1’ fiir s = 2 tatsichlich der Fall ist. Es sei nun @ irgendein kompakter 
Teilbereich von G. Dann werden zwei weitere, EZ und F bestimmt, so daB 
GcF*cFCE*cC ECG ist. Es ist { €9,(2*) und daher Di~'f ¢ $,(F*), 
i=1,...,n*~}. Es werde i fixiert. Man iiberzeugt sich durch partielle Inte- 
gration, daB fiir u € C(E*) gilt 

£ (Di~*f) K u(x) dx= +(f, K Di~ ‘uf +(f, K’u)t” , 


wobei der erste Term der rechten Seite Null ist, da auch Di~' u(x) aus C (#*) 
ist, und wobei K’ ein Differentialoperator ist von der Ordnung s, dessen 
Koeffizienten aus den ersten s — 1 Ableitungen der Koeffizienten von K 
gebildet sind. Sodann folgt durch partielle Integration (f, K’u)¥* = (L f,u)®", 
wobei LZ ein Differentialoperator der Ordnung ¢ ist, dessen Koeffizienten 
aus den ersten s + 1 Ableitungen der Koeffizienten von K gebildet und daher 
in £* beschrinkt sind. Also gilt fiir u ¢ C(Z*) 

| f (DS) K u(x) st < const |\f|?"- ju? . 

\E* 


Daher ist nach dem Hilfssatz 1’ Di-1f ¢ $,(£*), also Dt-1f € $_(F), und 
wegen f € 9,_,(F) kann man (vgl. [15], § 2, Lemma 2) beweisen: / ¢ 9.41 (F). 
Daher ist f € 9, , ,(@) und wegen der Willkiir des @ folgt { < §,, ,(@). 

Ein Lemma von S. Soso.ev [24, 5] liefert nunmehr die Behauptung des 
Hilfssatzes 1. Es lautet: 

Ist G ein Gebiet des R,,n = 2, und f(x) € Dna) +3(@), dann stimmt f(x) 
fast iiberall in G mit einer dort zweimal stetig differenzierbaren Funktion iiberein. 

Beweis: Es reicht aus, die behauptete Eigenschaft von /(z) in einer Kugel 
|z — 2| < d zu beweisen, die ganz in G@ liegt, aber sonst beliebig ist. Sie werde 
mit K bezeichnet. K, sei eine Kugel |z — z| < d, mit d < d,, die auch noch 
ganz in G liegt. 

Als einzig wesentliches Hilfsmittel wird die gleichmaBig in x «¢ K, und 
u(x) €C(K 1) giltige Abschatzung 

|Dj u(x)| < const jul) So) +s (o=0,1,2;i=1,..., n°) 
bendtigt. Diese kann man so herleiten (vgl. [5}): 
Fir Funktionen u(z) € C(K;) ist 


1 a ; 
way= df Xuan, re Ky. 
veR, 
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Dabei ist w,, die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel. 





2 
z (yi — 2;) Uy, 











2 ‘ 
|u(z)/?< —> wt af ly— Les y ly— ravi dy, 
v¢ kK, ve k, 
E ju! 
ju(zx)|*=< ats van “dy, O0<a<2, r€K,. 
y—x" 
yck, 


Es liegen aber auch die Ableitungen von u(z) in C(K,), also ist 





n 
My “le 
\us, (z)/* Ss ste fee A ie dy, O0<a<2, x€K,. 


ly— z= 
y¢ K, 


Einsetzen in die dariiberstehende Ungleichung definiert den ersten Ite- 
rationsschritt. So fortfahrend erhalt man nach r — 1 Iterationsschritten 


ay f = wwe 
ju(nyits (5) f 2 dy, O<a<2. 


ly — 2\"—"* 
yek, 


Man fixiere nun «so nahe bei 2,daB [n/a] = [n/2] ist, und wihle r= [n/2] + 1. 
Dann folgt 
|u(x)| < const |julRjo) 41 
fiir w(x) € C(K,) und alle z¢ K,, wobei die Konstante weder von z ¢ K, 
noch von u(x) € C(K,) abhingt ; und da mit u(x) auch die Ableitungen Df u(x) 


aus C(K,) sind, (= 1,2; i= 1,....,%) erhalt man die behauptete Ab- 
schaitzung 
| Df u(x)| < const |D fu(zx)| fie) + 1 < const ee Hie) + 3» (e=0,1,2;4=1,...,”%), 


gleichmaBig in u(x) € C(K,) und 2 € Kj. 
Weil nun f € Dynj2) + 3(K;) ist, gibt es eine Folge u,(x) ¢ C(K,), y= 1,2,..., 
mit lim |u,— f||Kjo)43= 0. Ist ¢(2) € C(K,) und ¢(x) = 1 in K, dann liegen 


v,-?> c 


die Funktionen ¢(z) - u,() in C(K ,); also ist aut Grund der soeben hergelei- 
teten Abschatzung in K 


|Dt u, (x) = D; u,, (x)| s const \o u,— c Uy 2) + 3 s const, ju, — u,,| Fie) +3> 
o=0,1,2;3:=1,...,2°; »,~=1,2,.... 


Da die rechte Seite mit », u4-> co gegen Null geht, konvergiert die Folge 
der u,(z) nebst denen ihrer Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in K gleich- 
maBig. 

Wegen lim |u,— /\|& = 0 stimmt daher f(z) in K fast tiberall mit einer 


‘-> co 


in K zweimal stetig differenzierbaren Funktion iiberein. 














Differentialoperatoren vom elliptischen Typus 59 





§ 2. Zwei Kriterien fiir wesentliche Selbstadjungiertheit 

§ sei ein (abstrakter) Hilbertraum mit Elementen /,g,..., dem inneren 
Produkt (f, g) und der Norm |j/|| = (f, /)"/. 

Hilfssatz 2: Hin hermitescher Operator A in D,° H ist wesentlich selbst- 
adjungiert in bezug auf 9, wenn sein Wertebereich dicht liegt in $ und mit einer 
positiven Zahl a |Aul 2 a||ul| fiir alleu cD, gilt. 

Beweis (vgl. [21], 8. 93): A in 9; sei die AbschlieBung von A in 9, in 
bezug auf §. A* in Dz. sei die Adjungierte von A in Oz in bezug auf 9. 
Zu zeigen ist A*= A. Da stets A ¢ A* ist, bleibt A*¢ A nachzuweisen. Dazu 
sei f € Dq-.' Da AD, dicht liegt in 9, gibt es eine Folge /,¢ D,,n=1,2,..., 
mit Af, > A*f. Wegen ||A(f,— fm) 2@ Ifn—fml, @>0, n,m=1,2,..., 
konvergiert die Folge {f,}, /, > h; nun ist mit u ¢D, 

(f—h, Au)= (f, Au) — (h, Au) = (A*f, uw) — lim(j,, Au) 
n-> co 


= (A*f, u) — lim(A f,, u) = 0 


n-> oc 

Also f = h, da der Wertebereich von A dicht liegt in §. Mithin existiert zu 
f € Dye eine Folge /,€D, mit f,>f und Af,—+ A*f. Das hei®t f ¢ Dz und 
Af = A*f, folglich A* ¢ A. 

Das folgende Kriterium ist wohlbekannt ({10, 25]), daher wird sein Beweis 
hier nicht angefihrt. 

Hilfssatz 3: Hs sei A in D.C H wesentlich selbstadjungiert und B in D, 
hermitesch. Ferner sei mit festen Zahlene <1 und d ||Bul| se |A ul + 4 |u| 
fiir alleu€D,. Dann ist A + Bin D, wesentlich selbstadjungiert. 


§ 3. Differentialoperatoren im Grundgebiet |a| < 0 
Sei § der Hilbertraum aller iiber 2, quadratisch integrablen Funktionen 
f(x) mit dem inneren Produkt (f, 9) = = J Fala) de und der Norm |/| 


= (f, f)/*. Es sei G die Menge aller oui aus $) mit den Eigenschaften: 

1. u(x) unendlich oft differenzierbar in |x| <  , 

2. u(x) =0 auBerhalb eines individuellen kompakten Teilbereichs von 
|z| < oo. 

Satz 1: In dem Teilrawm © des Hilbertraumes sei der Operator S erkléart 
durch den linearen elliptischen Differentialoperator 

Su=-— x ¥(« (x) 2" )+26 Eng ss iD Feu telzyw. 
av=1 =1 ’ 

Dabei sollen die ne ey a,,(x), b,(x) in |x| < co reellwertig wnd dreimal 
stetig differenzierbar und c(x) in |x| < co reellwertig und stetig sein. Es existiere 
eine Zahl Cy, mit der in |x| < © fiir alle Zahlen £,,..., &, 


Os J a,,(x) §,&,< Cy 2 (él? 


Mv 
ausfallt. Ferner sei S in é halbbeschriinkt: (Su, u) = y(u, u). 
Behauptung: S in & ist wesentlich selbstadjungiert. 
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Beweis: c(x) darf in |zj < co als zweimal stetig differenzierbar angenommen 
werden; denn zu c(z) gibt es ein in |z| < o zweimal stetig differenzierbares 
reellwertiges ¢ (x) mit |c(x) — ¢ (x)| <1 in |z| < «©. Die Operatoren S und 
§ = S — (x) + € (x) unterscheiden sich nur um einen beschrankten Operator; 
einerseits also ist mit S auch § halbbeschriinkt, und andererseits ist mit § 
auch S wesentlich selbstadjungiert. Ferner nehmen wir 0.B.d.A. an, dab 


y = &)> 0 ist. Fir u= 0 ist |S ul = e, |u|, fiir die anderen u cS folgt es 
aus (S u, uw) > €9(u, u) vermége der Schwarzschen Ungleichung. Also liefert 
der Hilfssatz 2 die wesentliche Selbstadjungiertheit von S in G, sobald be- 
wiesen ist, daB der Wertebereich von S dicht liegt in § (natiirlich ist S in S 
hermitesch). Dies soll geschehen, indem ||h|| = 0 nachgewiesen wird fiir jedes 
h € $, mit dem (h, Su) = 0 ist fiir alle u ¢ S. 

Nach dem Hilfssatz 1’ liegt ein solches h in 9,(R,). Ist dann Ep die 
Kugel |z| < R, so ist h € (ER); also gibt es eine Folge /,¢ C(Zp) mit 
lim |f,—A|Z*=0, und daher lim |S/, —Sf,,j%* = 0. Weil nun far alle 


a> n,m-—> co 
O = (h, Su) = lim(/,, Su)F#= lim(S f,, u)F*, 
n> co n—> co 


folgt weiter: lim Sf, = 0 fast iiberall in Ep. Mit reellwertigem ® ¢ C(E,) 


n-> c 


liegt die Folge f, (x) -@®(z) in S, und daher ist unter Ausnutzung der Halb- 
beschrinktheit des Operators 


(S(f,®), hn ®)Fe _ (S(fn ®), hn ®) 2 €o (fn ®, hn ®) - Eo(fn ®, hn @)Fe. 
Der Schliissel zur Vervollstiéndigung des Beweises ist nun die Identitat 


(STO) 0 = Sia t+ EP ue day Bop ~ EW yy Dey te + 


wy= av= 


n n 

+ 2 79 Gayll bey — h,,) — 2% x If? 6, 9 Ge, - 
Av= v= 

Setzt man hierin f = /, und g = @ und integriert iiber Zp, dann entsteht 

links (S(f,®), {,®)%*. Daher ist dann die Summe der rechts stehenden Inte- 

grale reell und gréBer oder gleich &9(/,®, /, ®)%*. LaBt man nun n - co gehen, 

dann strebt das erste rechts stehende Integral nach Obigem gegen Null; das 


n 
zweite Integral strebt gegen 3’ / |h|*a,,(x) ®,,®,,dzx, das dritte ist stets 
uv=1 Ep 
Null, da es einem Randintegral gleich ist und ®(zx) bei |z| = R verschwindet. 
Die beiden letzten Integrale sind rein imaginaér, und daher muB ihre Summe 


beim Grenziibergang n — co verschwinden. Foiglich bleibt 


a J Wien(2) ©,,0,d2z0 if @uras, 
“r= 
Er 





d 


é 
l 
‘ 
f 
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und wegen der Willkiir des Zp ist 
&  wrorde fe ( Dd 4%,(2) 0,0.) a2 
wel 
|2| <0 || < 00 


bewiesen fir alle reellwertigen (2) €S. Nunmehr wird die Beschrinktheit 
der Form ya, »(z) gE €, ausgenutzt: Zu vorgegebenem R’ > 0 wihle man ein 


ee | 

reellwertiges ® cS mit den beiden Eigenschaften 1) ®(z)= 1 in |2z| < R’, 
n 

2) 30,554 in || < oo. Damit ist 


[macs fororses ful 8 A(2) ,, Oy) 4255 J[viae. 


ja|< R’ |a| <0 j2| <0 |2|< 
Da R’ beliebig war, muB / |h|/*dz= 0 sein, und der Satz 1 ist bewiesen. 
|2|<e0 

Eine spezielle Aussage dieses Satzes 1 ist die wesentliche Selbstadjungiert- 
heit des Operators — 4 u + c(x) u in 6, sofern c(z) in || < co reellwertig 
und stetig und der Operator in © halbbeschriinkt ist. Die folgenden Sitze 2 
und 3 behandeln den Fall des allgemeinen elliptischen Operators mit singu- 
lirem c(x). Der Kiirze halber werde dabei die Dimension des zugrunde liegenden 
R,, auf n = 3 eingeschrinkt. Zunichst wird ein Hilfssatz bewiesen. 


Hilfssatz 4: He set G ein Gebiet des R,,, y = 3, und 
Bu= — s ae (4 (zx) iz)t 2% St, (ze +5 3 > 
bem O% ue oz, yi 
ein linearer in G elliptischer Differentialoperator. Die saad a,,, (2), 
b,(x) seien in G reellwertig und dreimal stetig differenzierbar, c(x) in G reell- 


wertig und stetig, und es werde vorausgesetzt, daB mit Konstanten 0,> 0 und 
Cy in G gelten soll: 


eo Lbs Bayo ff 0, FI 


oe 











0b 
4) |b,(z)| < igs - ls “ie 6) |e(x)| < Cy, 





yc «gale 


Ist dann G, cin Teilgebiet von G von der Art, daf jede Kugel mit Mittelpunkt 
in G, und Radius 1 in G liegt, dann gilt fiir x ¢G,,«>0 und0<R<1 die 
Abschatzung 
Re Re-4 const 
jules f Re lBuiytdy+ Af Spee Mwiltdy 
x jz — y| |jz— yl 
je-—yv\ aR reer FT 
fiir alle in G zweimal stetig differenzierbaren u (zx). 

















62 Ernst WIENHOLTz: 


Hier und im Beweis bedeutet const Zahlen, die von z, u(x), R und « un- 
abhiangig sind. 
Beweis: Sei A(x) = det((a,,(z))). Mittels der quadratischen Form 
1 n 
Q(z,z)= i@ , =. A,, (2) Z, 2 


deren Koeffizienten A,,(x) die Adjunkten der ay ,(z) sind, werde die Para- 
metrix H(z, y) = sig Sag [Q(xz,y— z)]- - (v,= Volumen der n-dimen- 
sionalen Einheitskugel) gebildet. Es sei g(t) eine in 0 <¢ < 1 zweimal stetig 
differenzierbare reellwertige Funktion, g(0)= 1, die in der Umgebung von 
t= 1 verschwindet. ~ sei G, die Menge der Punkte y, zu denen ein z € G, 


existiert mit |x — y| < > - Dann liegt jede Kugel mit Mittelpunkt in G, und 


Radius + 3 ganz in G. Man fixiere x ¢ G, und 0 < R < J Es sei ® = D(x, y) 


2 
= @ Ey Fir in G zweimal stetig differenzierbares u gilt dann die Dar- 


stellung (vgl. E. Horr [8]) 





ih me sy #a,,(y)H (x,y) _ 
u(x) = (day? f {uw P(x, y) = —"hs.0a — 
|\y-2|sR 
n 
— A(z, y) Dx 4,0) ae ee. y) dy x 
aye =l Yu 


wofiir kiirzer geschrieben wird 
1 
u(x) = Tay) | {u-®-M,(H(zx,y)) — H(x,y) L,(u®)} dy. 
ly—zi\sR 
Folglich gilt 


1 
u(x) = (A(z) { fu-@- M(H(z, y)) + 


ly-—2z|sR 


+ H(z, y) B(u®) + H(z, y) y (Gury, (u ),,, — 


ae=1 


— H(z, w [ei Pm b, (u ®), +4 23 





+ yu o|| dy. 


Diesen Ausdruck kann man durch Ausrechnen von B(u@®) und nach- 
folgende partielle Integration so umformen, da8 jeder Summand des Inte- 
granden entweder u oder Bu als Faktor enthalt (Randintegrale verschwinden). 
Beachtet man nunmehr, da8 die Voraussetzungen 1., 2. und 3. die fiir alle 
reG,y¢G,r+y ue Abschatzungen 


const 
aa S const, |H (x, y)| > jz— yr > 


wear (v= 1,...,m), [My (H (2,9) S oer 


jz— y|* 


a Hey) <m 


7 











1- 
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nach sich ziehen, dann erhalt man auf Grund der Voraussetzungen 4., 5. und 6. 
und von (u,»=1,...,"; |jx— y| < R) 





| @D(z,y) l< const | D(z, y) | const 
IO(z, 9)| S const, ay |S '| omey |= Blew 
die Ungleichung 
const const 
juts f [pe eear [Buy] + eh Iu (yl) dy. 


ja —y! <a! 


Sie gilt fir x ¢ G, und 0 < R< = Wahlen wir aber z ¢ G, und 0 < R- : 
dann darf man die Ungleichung einmal iterieren, und man erhalt nach ge- 
liufigen Abschaitzungen 
const l j const 
ju(x)| < I; Trogene |B u(z)| dz + R | zuozene |*(2)| dz. 
jz—z|)s2R jz—z,' s2R 
Mit « > 0 folgt hieraus tiber die Schwarzsche Ungleichung 


ju(x)|?< eer i, ve |B u(z)|* dz + 


ja—zi"—* 


9 ! 
ex - [ _—...m |u(z)|* dz. 


Schreibt man noch R anstelle von 2 R, so resultiert die behauptete Abschitzung. 
Dieser Hilfssatz zusammen mit dem Hilfssatz 3 und dem Satz 1 erlauben, 
die angekiindigten Siatze 2 und 3 zu beweisen. Vgl. [25]. 


Satz 2: 
0b 


~ @y¥ du = du - 
Aenw- 5S = +21 Sb +i D 
ate Ox, (a,, (2) i=) =, (2) Ox, '=, Ox, ; 


set fiir x € R,, ein linearer partieller Differentialoperator vom elliptischen Typus 
mit in R,, dreimal stetig differenzierbaren reellwertigen Koeffizienten a,,,(x) und 
b, (x), n = 3. op Awe ee mit mee tae 09> 0 und C, fiir alle x © R,, alle 


Zahlen é, noes , und A,p,v=1,2,..., n 
n 
1) ee |e s > 4,, (x) €, 7S Cok Ele, 
wv=1 
‘ |2 sta) # ayy (2) | < Y 0b,|_ 7 
2) “tal 1sCy, 3) Gz, 32, |S Cy, 4) |b,(z)| = Cy, 5) — s C,. 


Ist dann q(x) in |x| <oo reellwertig und lokal quadratisch integrierbar und mit 
einer Konstanten M und einer Zahl « > 0 

J lq(y)?: |z— yl-"**-*dys M fir alle xe R,, 
r—yisl 
dann ist der Operator Au + q(x)u in © wesentlich selbstadjungiert in bezug 
auf den Hilbertraum 9. . 

Beweis: Der Operator A ist in & halbbeschrinkt und nach Satz 1 in & 
wesentlich selbstadjungiert. Der Hilfssatz 3 beweist die wesentliche 
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Selbstadjungiertheit von Au + q(x)win 6, sobald gezeigt ist, daB ein e< 1 und 
ein 4 existieren, mit denen in @ q(x) ul] se JA ul + dul ausfallt. 
Der Operator A erfillt die Voraussetzungen des Hilfssatzes 4 in dem 
Gebiet G = R,, also gilt mit fixiertem positivem « die Abschitzung 
|Au(y)|? \u(y)/? 


ja—yi"—*+@ ja—yj"—*+@ 


|u(2)|* < const- R* | 





dy + const: R*-4 dy 








|z—9\ SR je—y\SR 
gleichmaBig in x ¢ R,, u ¢G,0< R< Rn 
Daraus folgt 
/ \q(x) u(zx)|? d x < const Re f { eee dzdy+ 
\2|< 2 wi<co jy—zis 
2. {2 
soont e+ ff ee dsdy, 
\wi\<co  |y—2\SR 
1 a—4 


|q(x) ul < const M2 RE |A ul] + congt Me R 2 |ul 


gleichmaBig in u €S und 0 < R< 1. Man braucht nur noch R hinreichend 
klein zu wihlen. 


Satz 3: Es sei S in © der in Satz 1 erkléirte halbbeschriinkte Operator. Ist 
dann G ein beschriinktes Gebiet des R,,(n => 3), die Funktion q(x) in R,, reell- 
wertig und lokal quadratisch integrierbar und mit Konstanten « > 0, M, und M, 

/ er dy < M, fiir x¢ R, und |q(x)| < M, fir €R,—G, 
z—y\s1 " 
dann ist der Operator Su + q(x)u in © wesentlich selbstadjungiert in bezug auf 
den Hilbertraum 9). 

Beweis: Weil in jedem beschrinkten Gebiet des R, die Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 4 erfiillt sind, erhalt man fiir z ¢ G und 0 < R < 1 gleichmaBig 
inu eS 

* |q(z)*| 2 u(y)? iq (x)|* \w(y)|* 
\q(x) u(x)|*< const R* | i" ray ae dy + const R=-4 / ae es. 


y—zisR —2z\sR 
und daraus unter Ausnutzung der Voraussetzungen ey q(x) 


f \q(x) u(x)|*dz < const R* |S ul*+ const R*-* jul?, 
G 


was zusammen mit UA lq(z) u(z)Pdzs M, |u|? zu der im Hilfssatz 3 ge- 
forderten Ungleichung far q(x) u|| fahrt. 

Da S in @ nach Satz | wesentlich selbstadjungiert ist, ist es nunmehr der 
Operator Su + q(x)u in © auch. 


Wenn S + q(x) der in Satz 3 behandelte Operator ist, aber mit auBer 
im Punkte z= 0 iiberall stetigem q(x), dann wire es bequem, wenn S + ¢(z) 


bereits wesentlich selbstadjungiert wire in demjenigen Teilraum von 6, der 
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aus allen Funktionen aus @ besteht, die in der Umgebung von z= 0 ver- 
schwinden. Dies ist nicht immer‘richtig, jedoch bejaht der erste Satz des 
folgenden Paragraphen eine solche Frage etwa fir om Fall, daB die obere 


Schranke der zu S gehérigen quadratischen Form Za (2) E,€, in z= 0 


hinreichend stark verschwindet und der Operator S 4 + ne u halbbeschrinkt 
ist. 


§ 4. Differentialoperatoren im Grundgebiet | < |z| < m 
Es svi R der Hilbertraum aller tiber das Gebiet / < |z| < m*) des R,, 
n = 2, quadratisch mit dem Gewicht k(x) integrablen Funktionen mit dem 
inneren Produkt (f,g),= { f(z)g(x)k(x)dx, wobei k(x) eine in] <|z|<m 
I< \zi<m 
reellwertige stetige Funktion ist. Es sei mit einer Konstanten k,> 0 stets 


k(x) 2 ky und x(t)= Min k(x). Die Norm sei |f|,= [(f, fe]”. 


|z| =t 

Der Teilraum G von & sei die Menge aller in | < |z| < m unendlich oft 
differenzierbaren Funktionen, die in Umgebungen von |z|=/ und |z| = m 
verschwinden. 

Satz 4: In@ sei der Operator B erklirt durch den linearen und inl < |x| < m 
elliptischen Differentialoperator 

1 ~ @ 

Bu= 5 (— 2, 45 (4 (2) 3, Fn) +22 z b (2) Fe + is ont + q(z) x). 
Dabei seien die Koeffizienten a,,(x) wnd b,(x) in 1 < |x| < m reellwertig und 
dreimal stetig differenzierbar und q(x) in 1 < |x| <m reellwertig wnd stetig. 
In 1 < |x| < m sei mit einer stetigen Funktion C(|x|) wnd einer Konstanten O, 


Sa, (2) E, & < O(\2\) z Ig? < O, Zz lé,I2 


ay=1 
fiir alle Zahlen &,,..., &,- 
Ferner sei B in SG nach unten halbbeschrinkt: (Bu, u) = y(u, u),. 


Behauptung: 
x(t) x(t) 
ow [ Vane 
: 2 
Wenn a =Ea-7 7° und moan © <a > 0?) 
1 Tg 1>(u’'— 4)-—0 
t< 7 uum 


1) Dabei ist m = oo zugelassen. 
*) Letzteres ist im Falle m = co immer erfiillt. Sind / und m endlich, dann sind diese 


Bedingungen mit 
[x(t) x(t) g 
| Vee | Vee 


li ———————>6 ant © 
a ea ee ROR 
lca acm 


>0 


aquivalent. 
Math. Ann. 135 
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ausfallt, l<r<s<m, dann ist B in B in bezug auf R wesentlich selbstad- 
jungiert. 

Dem Beweis werde folgender Hilfssatz vorausgeschickt. 

Hilfssatz 5: Es sei h(x) € R und C(t) in l <t < m positiv, stetig und durch 
C, nach oben beschriinkt, ferner mit einem « > 0 





16 
l<|zi<m l<|2ti<m 
fiir alle reellwertigen D(z) € B. 
Dann gilt 


i la? @* k(z) dx <—h, f IAP C(\al) 3 08, de 


\h(z)|* k(x) dx < 


rsizise 
r —" KB 
~ x@® . / C0) 
«f Vzea 4a aw dt 
ane = § |Al2dx + comet _— \hl? dx 
G—7P “we | 
Vs \e|s4 usiz\sv' 


gleichméfig in den Zahlen r, 8, 2’, 2, u', umitl< jz <hacr<s<p<p'<m. 
Es ist const = <2. 


Beweis des Hilfssatzes: Die Zahlen 7’, A, r, 8, 4, uw’ seien in der angegebenen 
Weise fixiert. Es sei g(t) in — 0 <#< + oo reellwertig und einmal stetig 
differenzierbar, |g(t)| <1. Es sei g(t)= 1in A<t<uy, p(t) = 0 auBerhalb 


Js" ms 
Mstsy',|¢e Ol szymsstsal¢ Os won MHS t < pw’. Ferner 


a 
sei d die eindeutig bestimmte Zahl aus r < d < s, mit der / y38 dt 


8 
= | Vow dtist. Es wird nun (zx) inl < |z| < m definiert durch 
d 


C (t) 
-2a | V2 ae 
| C@ 


(2) = p(|a|)e i ms in l<|z|)<d, 
— 2a / * (@O dt 
y(|z\|)e J i ds|zi<m. 


Sodann werde @(x) in d—6< |z|< d+ 6 wz einer in 1 < |z| < m einmal 

stetig differenzierbaren Funktion (x) derart abgeindert, daB in d—d< 
n 

S |z| sd+d gilt P(x)>lund SY’ YZ < M mit einer von 6 nicht abhingenden 


v=1 


Zahl M. Hierbei sei 6 auf r<d—6<d+6<s eingeschrinkt. (zx) liegt 
zwar nicht in %, es folgt aber die Giiltigkeit der vorausgesetzten Ungleichung 
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fiir einmal stetig differenzierbare Funktionen, die bei |z| = J und bei |z| = m 


verschwinden, unmittelbar, und man hat 
1602 f \Al?P? k(x) dx 
l<izticm 


4 —_—_—_— 
— 4a x (¢) dt 
cCw® 





< / |Al? O(|z|) hon \2| +42 


Vs\2| SA 


+ fae ora) 425) 


C(\z\) 





W2(2)dx+ 





+ lal? C(|a|) 4 a2 neh W2(2) dz + 


d+6S\2\ <p . 
z 


- taf xO ae 
| oT) 





- / BERT OS ’ +4ar zi 


#si\2) sv’ 


o i lhl? 2 k(x) dz 


l<\zi<m 
2 / V=2 a 
Cw 
“he 








¥ s\2| sa 





- © @ 
2c, 4 «ef Vow ® 


16a! (wp) 
esieise’ 


und wegen Y (xz) >1linr<s |2| <s erhalt man 


r 


° be [x@_ 
const Pew 
e . 


2 PP tel 
|Al? k(x)dxs ro 
rs|z\ ss 

ej |/ [- 2 dt 
0) 
_ const _ \hl? dx , 


(un) 
“4S \2| Ss’ 


[hl? dx + 


la da + 


x (\z|) 
C(\z/) 








l) 


i 


d-—6<|2) sd+6 


Vs \z| SA 


ui z+ 


|hl? C( |x|) Md x + 
As\e(sad-36 d-—é8<s (2) sa+6 


sia 


\hl? dx + 


wobei zuletzt noch der Grenziibergang 6-0 durchgefiihrt wurde. 


ist const = — 
a 


Beweis des Satzes 4: Die ersten Beweisschritte verlaufen wie bei Satz | 
und werden daher nur kurz angegeben. Wieder darf angenommen werden, 
daB q(x) inl < |x| < mzweimal stetig differenzierbar und y irgendeine positive 





5* 
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Zahl ist. Es werde y = 16 «* gewiahlt. Dabei bedeutet « eine positive Zahl, 
deren reziproker Wert kleiner ist als die beiden limites superiores, die in der 
Formulierung des Satzes angefihrt sind. Es gilt | Bu], = 16 a* |u|, fir alle 
u eB, und es reicht Hilfssatz 2 zufolge der Nachweis aus, daB der Werte- 
bereich von B in dicht liegt in R. 


ss em me 


Dazu sei h € R so vorgegeben, daB (h, B u),= 0 ist far alle u¢@. Nach 
dem Hilfssatz 1’ ist dann h ¢ $,(G@), dabei ist G das Gebiet 1 < |x| < m, und 
man wird wie im Beweis von Satz 1 auf die Ungleichung 


es) ip a 


Jf wre ee) des ah — f wrodsy ds 08, ax 
v=l 


I< |2|<m I< |a|<m 


gefiihrt, die far alle reellwertigen © ¢@ giiltig ist. Jetzt mégen Zahlen 2’, 2, 
r, 8, 4, uw’ fixiert werden, die |< V’<A<r<8s<y< p'<™m erfiillen, dann 
folgt mittels des soeben bewiesenen Hilfssatzes 5 die Abschitzung 


r 
(0) x(t) 
a aaec ae. = he ae {Vee 
onl: ee (—iKyP ay © re uP” 





. - Cc 
Hierbei ist const = ake Ale 


Das ist 
|Al? k(x) dx 
rsS|2| se 
SVs f Veo 
Soar FAR x) a ng hee 


Nach Voraussetzung kann man nun 4, 4’, uw und y’ Folgen 4,, 4), u, bzw. 
“, durchlaufen lassen (y= 1,2,...) derart, daB gilt 1 >(A,— 24) +0 und 
1>(u,— u4,) > 90 und daB gleichzeitig die Exponenten in der letzten Un- 
gleichung gréBer als 4 ausfallen. Daber gilt dann 

f |hj®k(x) dx < const (4, — 24)? + const (ui — w,)*, »=1,2,.... 
rs|z|\ se 
Folglich ist f  |h|k(x)dx=0; runds waren beliebig, also ist |h|, — 0. Damit 
rs|2| Se 

ist der Satz 4 bewiesen. 


Es wurde die wesentliche Selbstadjungiertheit bewiesen bei Operatoren 
in den engen Definitionsbereichen, die aus allen in | < |z| < m unendlich oft 
differenzierbaren Funktionen bestehen, die bei |z|=1 und bei |z| = m 
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verschwinden, sofern diese Operatoren bei |z| = | und bei |z| = m gewissen Zu- 
satzforderungen geniigen. Man wird nun versuchen, die Zusatzforderungen 
fallenzulassen und statt dessen den Definitionsbereich zu erweitern, um wieder 
zu wesentlich selbstadjungierten Operatoren zu gelangen. Es gilt der folgende 

Satz 5: Hs sei der Hilbertraum R zugrunde gelegt, wobei |= 0 und m= 1 
spezialisiert sei. Der Teilraum D von R sei die Menge aller in 0 < |x| < 1 un- 
endlich oft differenzierbaren Funktionen, die in der Umgebung von x= 0 und 
auf |x| = 1 verschwinden. In D sei der Operator D erklart durch den linearen 
und in 0 < |x| < 1 elliptischen Differentialoperator 


Du= 5 (—Aw+ g(a) uw). 


Dabei sei q(x) in 0 < |z| <1 reellwertig und stetig. Ferner sei D in D nach 
unten halbbeschrinkt. 


r 
JS Vu() dt 
Behauptung: Wenn lim sup ~_— > 0 ausfillt, 0< r< 1, dann ist D in 
40 rg 
a>o 


D wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Ahnlich wie bei den Sitzen 1 und 4 diirfen wir 0.B.d.A. an- 
nehmen, daB q(x) mindestens ([n/2] + 3)-mal stetig differenzierbar ist und 
(Du,u), = 16 x? (u, u), fiir alle u€D gilt. Dabei ist «eine solche positive Zahl, daB 





J Vai ' 
lim sup 4— eet > —, susfallt,0<r< 1. In® ist dann | Du|], >] 16a? |w],, und 
a0 
A>o 


da D in 9 hermitesch ist, reicht es nach dem Hilfssatz 2 hin, zu zeigen, daB 
{D u}, wu € 9, dicht liegt in R. Nun stimmt nach dem Hilfssatz 1 ein h*€ R, 
mit dem (h*, D u),= 0 ausfiallt fiir alle u ¢ D, mit einer in 0 < |z| < 1 zweimal 
stetig differenzierbaren Funktion A(x) fast iiberall in 0 < |z| <1 tiberein. 
Man weist |A*|,— |A],— 0 nach, indem man dhnlich wie bei dem Beweis 
zu Satz 1 die Ungleichung 





fim a inl? 2, dz 
val 
jz] S1 mJ =1 
herleitet fiir alle reellwertigen ® ¢ 9, die zusitzlich in der Umgebung von 
|z| = 1 verschwinden. Es werden daraufhin Zahlen 4’, A, r, 8, 4, 4’ fixiert, die 
0<a<A<r<8s<y<yp'<1 erfillen, und der Hilfssatz 5 erlaubt die Ab- 


schatzung 


|h|? k(x) dx 
rs\2| ss 


~ 40 f yam ~ 4a f Yaiat 


3s 2 eh sae f{ hj? d 
Ss aay € { |Aj? dx al (in zy e | | z. 
A e2asA eS\t| Sr’ 
Durch geeignete Wah] von 4 und /’ kann man online von r, 8, 4 und 


’ den ersten Term der rechten Seite beliebig klein machen, ahnlich wie dies im 
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Beweis von Satz 4geschehenist. Der zweite Term wird durch / |Al|?'dx 
majorisiert. ws|2| Se’ 

Man setze «= 1 —2¢ und wihle uy’=1-—e. Der folgende Hilfssatz 6 
tieht lim 5 | \h|2d2—=Onach sich. Daher ist dann Siaelcg 0, 

2esizisl—e 
und wegen der Willkir von r und s folgt |||), =0. Damit ist yo ‘Satz 5 bewiesen. 

Hilfssatz 6: D sei die Menge aller in 0 < |x| < 1 wnendlich oft differenzier- 
baren Funktionen, die in der Umgebung von x = 0 und auf |x| = 1 verschwinden. 
Es sei b(x) reellwertig und stetig in 0 < |x| <1. Ist dann h(x) in 0 < |z| <1 
zweimal stetig differenzierbar, [ \h|?d2<cound 

WsS\2|S1 
Sf R(x) (—Av+b(x)v)\dx=0 
|e|S1 
fiir alle v € D, dann ist |h(x)| < const (1 — |x|) in */, < |z| < 1. 

Beweis:*) h(x) und v(x) diirfen reell angenommen werden. Es sei @(z, y) 
in |z| <1, |y| < 1, x + y, die Greensche Funktion zum Laplaceoperator und 
dem Einheitskreis. Es werde ein y mit */, < |y| < 1 fixiert, hierzu ein ¢ aus 
0<e< 110 gewahit und dann G(z, ¥) in |x — y| < e so abgedindert, dab 
die neue Funktion, die mit G,(z, 7) bezeichnet werden soll, in |z| < 1 unendlich 
oft differenzierbar ist und dort dem Betrage nach héchstens gleich G(x, y) 
ausfallt. Ist ferner «(x)= «a(|z|) in |2| <1 unendlich oft differenzierbar, 
a(z)=0 in O<|2|<7/, und a(z)= 1 in #/,< |z| <1, dann liegt a(x) x 
x G, (xz, ¥) in 9, also ist fiir 0 < e < = la wegen der angenommenen Ortho- 
gonalitatseigenschaft von h 


/ h(z)AG,(z,§)de=-— | h(x) G(x, 9) Aalz) dx 
jz—y| Se yS|2] S%/ 
" é a ° ° 
-2 fF Raz. gdz+ | h(x) b(z) ala) Gz, i) dz. 
pS |2| Sle ", <fe| <1 


_Das erste Integral wird durch zweimalige partielle Integration umgeformt, 
das letzte Integral zerlegt, und man hat dann, wenn noch nach Méglichkeit 
der Index ¢ fortgebracht wird, 

@ P a 

/ (hia ay Oe.) - ane G (2, §)) 4d 2+ / (Ah(2)) G,(a, 9) dx 
|z-v\=« e- ise . 
=— h(x) G(x, §) Aa(x)dx — 2 h(x) al ai 

"Ss zis */, hs \2| 
+ f © h(x)b(x)a(z)G(z,g)dxr+  f h(x} b(x)G,(z,9) dz. 
%sS |z|S1 Ye S\zi S31 
levee je—v| Se 
Mit ¢— 0 strebt das Randintegral gegen — h(¥). Die Integrale y A(h(zx)) 
z vy Se 
G, (x,y) dx und J h(x) b(x) G,(x,¥) dz streben gegen Null mit e—0; denn 
je-9| Se 
*) Die Beweisidee verdanke ich Herrn H. 0. Corps. 








G(x, 9) dx + 
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in |z — y| Se sind h(x), b(x) und A h(x) beschrankt, |G, (x, §)| < G(x, §), und 
G(x,¥) ist integrabel in |z| <1. Also konvergiert auch das restliche von ¢ 
abhiangige Integral, und man erhilt beim Grenziibergang e > 0 


h(y) = / h(x) (4 a(zx)) G(z,y)dx+ 2 h (x) Se . ta G(x,y) dx + 
Ws S |e] S*/s Vs S \2| Sls 
—- f h(x) a(x) b(x) G(2z,y) dz 
Ys S\|2| 31 


zunichst fiir y= 9; da aber ¥ mit */, < |g| < 1 willkirlich war, auch fiir alle y 
aus 3/, < |y| < 1. 
Das zweite Integral wird nunmehr durch einmalige partielle Integration 


umgeformt, dabei verschwinden die Randintegrale, weil ste) = © ist fir 


|| = 9/, und fair || = %/5. | 





oh C) 
h(y)= — i h(x) G(x, y) A a(x) da — 2 / re . one - G(z,y) dz + 
% <lel << sist ts 
an? if ae wren eae 
, S\|z| 51 
Es sind h(x), —>— : ee /3=|2z| S*/, beschrankt, ebenso « (x) 





und 6(z) in 1, < a =< 1; also ayP. es zwei Konstante K, und K,, mit denen 

(*) Mpls Ke fe vde+ Kf _ Ina) (x,y) dz 
Vy S\z| 31 ls &\z| 31 

ausfallt fiir */,<|y! <1. 

Hieraus folgt im Falle der Dimension n= 2 mittels der Schwarzschen 

Ungleichung die Beschranktheit von h(y) in °/, < |y| < 1, da in diesem Falle 

f |@(z,y)!*dz < const bleibt und / |Aj*dz nach Voraussetzung 
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| Ys \2| 51 
endlich ist. 

Im Falle der Dimension n>3 werde dagegen zunichst abgeschatzt: 
|h(y)| < Ky+ K; et lM x)| |x — y|*-"dax mit */, < |y| < 1 und zwei Kon- 


stanten K. ann, ‘tee , Sa ist sinnvoll, da h(x) bei x= y beschrinkt ist. Hier- 

aus folgt durch mehrfache Iteration die Beschrianktheit von h(y) in */,<|y|< 1 

auch in diesem Falle. Bei beliebiger Dimension n 2 3 resultiert daher aus 

obiger Ungleichung (*) die in */, < |y| < 1 mit einer neuen Konstanten K, 

giiltige Abschitzung |h(y)| < K ‘ f G@(x,y) dx; und wegen der Beziehung 
,=/\z|s1 


J G(ny)dzs sx | AleP-1)G(z,y) ae 


2n : 
<1 |2| 51 1 ee 
= 5, (1 - lvl) sl — Iw), Il sd. 


erhalt man die Behauptung des Hilfssatzes. 


§ 5. Uber das Verhalten von Eigenlésungen 

Ist § ein (abstrakter) Hilbertraum mit dem inneren Produkt (/,g), und 
ist A ein in A¢ H wesentlich selbstadjungierter Operator, dann ist es sinnvoll, 
von den Eigenelementen dieses Operators zu sprechen, da seine AbschlieBung 
bereits spektral zerlegbar ist, und deren Eigenelemente sind dann gemeint, 
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Ist f ein Eigenelement von A, dann gilt (f, Aw — Au) = 0 mit einem reellen 2 
fiir alle wu ¢€ 2. Wenn A im konkreten Falle ein Differentialoperator ist, dann 
braucht / nicht differenzierbar zu sein. Naturgemi8 wird man aber an 
Differenzierbarkeitsaussagen iiber / interessiert sein. Solche Aussagen ge- 
lingen bei den in dieser Arbeit behandelten elliptischen Differentialoperatoren 
mittels des Weylschen Lemmas (Hilfssatz 1), sofern die Koeffizienten die dort 


geforderte Regularitaét haben. Es sind z. B. die Eigenelemente von S in S 
(siehe Satz 1) in |x| < co zweimal stetig differenzierbar, sofern die Koeffi- 


zienten a,,(x), b,(z), ¢(x) in |z| < (3 + 4) -mal stetig differenzierbar 
sind. Ebenso folgt die zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Eigen- 


elemente des Operators B in % von Satz 4 in J < |2| < m, sofern die analogen 
Koeffizienten ebensooft differenzierbar sind und k(x) und C(|z|) bei |z| =/ 
und |z| = m den Zusatzbedingungen geniigen. 

SchlieBlich erlaubt in gewissen Fillen der Hilfssatz 6 auch noch das Ver- 
halten von Eigenelementen am Rande des zugrunde liegenden Gebietes zu 
studieren. 

Das Ziel ist nun, hieraus Aussagen iiber das Spektrum der Operatoren 
zu gewinnen. Es wird sich in dem nichsten Paragraphen darum handeln, in 
einigen Fallen das Fehlen von Punkteigenwerten nachzuweisen. Dabei wird 
wesentlich folgender Satz herangezogen : 

Satz 6. Hs sei G ein Gebiet des R,,, n = 2; u(x) und q(x) seien in G zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen, q(x) sei reellwertig, und es liege einer der 
folgenden drei Fiille vor: 

Fell I. G ist der gesamte R,,. 

Fall II. G ist der gesamte R, mit Ausnahme des Punktes x= 0, und in 


‘ const const . 
O0<|z|<1 ist |u| <const, |u,| < a>: |Maed S Tey ME vy Q O, 


i,k=1,...,n (nur im Falle der Dimension n = 2 wird y >0 gefordert). Fer- 
ner existiert [ |q(x)| dz. 
jzi s1 


Fall III. G ist das Aufere einer geschlossenen, ganz im Endlichen gelegenen 
Fliche F, wobei F so beschaffen ist, wie es zur Anwendung des GauBschen In- 
tegralsatzes erforderlich ist, und eine stetige duBere Normale (y,(x),..., V_(2)), 

n 


x €F, besitzt, mit der 3’ x,v,(x) 20 ausféllt. u(x) und q(x) sind in 
G + F stetig, u(x) coieanitit auf F, und die ersten und zweiten Ableitungen 
von u(x) sind in jedem beschrinkten Teilgebiet von G beschrénkt. 
Es geniige u(x) in G der Differentialgleichung 
—-Au+g(r)u=Au 


mit einer reellen Zahl A, und es sei u(x) = 0 in G, ferner 

1. A—q(z)>0 inG, 

2. A— q(x) < M, (In |z|)*/* fiir |x| > a, mit Konstanten M,, « und ay, wobei 
0<a< 1 unda,> | ist, 
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3. mit einer Konstanten M,< a 


_ 8-9 (2) < 
Ty sa -aley. 
(ze bedentet 5° F) Differentiation in radialer Richtung vom Punkte Z aus 


J 2, a 
gesehen, also 57 = aa: ¥): 
Behauptung: Es gibt eine positive Kortstante p und eine gegen + oo strebende 


Folge R,(x = 1, 2, . . .), 80 dag 
f |u|*d2 = p(ln R,)'~* 


\jz| = 
ze . 
ist fiirx = 1,2,3,.... 

Beweis: Es geniigt, den Beweis fiir reellwertiges u(x) zu fiihren. u(z) ist 
als Lésung einer hinreichend reguliren elliptischen Differentialgleichung in G 
dreimal stetig differenzierbar. Im Falle III werde F durch eine Folge gleich- 
gearteter Flichen F,, welche F in ihrem Inneren enthalten, approximiert. 
Die auBere Normale von F,, sei u(x) = (44;(2), .. ., 4n(2)). 

In den Fallen I und II lasse man auf x= 0 Kugeln |z| < 9, zusammen- 
schrumpfen, deren Oberflichen auch mit F,, bezeichnet werden. Die auBere 


n 
Normale von F,, sei wieder u(x). Es gilt auch hier ¥* x; u,;(x) > 0. Das AuBere 
i=1 


von F,, werde in allen Fallen mit G, bezeichnet. 
In die Identitat 


n a 2 n n 
2n(— Au)u= — nd ($<) ut 2 2 (me uz. )e, — 4 (U tee, * Ze, + 
é 
+4udut4al-u- So 
trage man nun (A — q(zx)) u anstelle von — 4u ein auf Grund der Gleichung 
— Au+q(x)uw=Aw und integriere iber x¢G, |2i cr. Es ist [...dz 
G 


= lim {f ...dz. Dabei lassen sich gewisse Integrale sofort als Randintegrale 
ua aog 
echreiben, und es entsteht, wenn man noch die speziellen Voraussetzungen 
in den Fallen I, II und III beachtet, 
n 
f (-g(2)wde— —n ¥ = —en = lim2 » f 
i=1 a || po tk=l 


\jzlSr jal=r 2ePyu 
z¢eG 


2 dF,42 > # 49-45 i ag _ 
uz, % Mi (x) dF, +2 » ve, [z| a U Une |x| 


i.k=1 ibmt 
mor jel=r 
| J (A — q(z))uedx—4 3 la] -u a sisi a 
als" jalsr 
zéG ph 
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n n 
Es wird — 2 3’ [me Ma, (x) dF, wegen »’ x, u;(x) = 0 durch Null majori- 
ik=1 i=1 

2eP, 
siert. Dies liefert zusammen mit einer Abschatzung der iibrigen Randintegrale 


2n Jf G-awyede s m+28) f wdQ + (n+2r) x jf aaa+ 
E=1 


\e| Sr ial =e ae. 
ze@ 
saat f %ndo-4 f @-aaye ao-4 f lal « m oe as =. 
> jal sr ist se 
zeéG 2eG 


In das letzte Integral gehe man ein mit der wits 
a(A—q(z)) a(A—q(z)) 
Jal - w “ES atae _ o Z(a- ae) wae, + [a] et Age) _ 


dae > u2- (A aa q(z)) ; 
und man erhilt 


n [ @-aey wae s n+ ar) [ waa + msan S uz, dQ + 
k=1 


isl Sr |j2l=r jal =r 
zx 


+2r D U,,2,¢42 —2r [ @-a@ wae + 


ik=1 


|jz| =r |jz| =r 
+ (2n — 4) f (A — q(x) Wd — 2 f u? |2| a dz 
jel Sr |jv| Sr 
2eéG zeG 


Nunmehr nutze man die Voraussetzungen 1. und 3. aus, fasse die Gebiets- 
integrale zusammen und dividiere durch r. Dann ist 





sh fa- q(x)) wdx tt [wan + =+*. z ud Q+ 
lal B° jaj=r mi oes! 
ze 
n 
+2 ts Wise dQ. 
ik=1 
jel =r 


Diese Ungleichung geht wesentlich in den Beweis ein. Sie werde multi- 
pliziert mit dem Quadrat der in — « < r < +  einmal stetig differenzier- 
baren Funktion 


C(r)= ik = | linasrsR, sonst: 0 < ¢(r) <1 
On 2Raer<o. 


Hierbei soll a > 2a, so gewahlt sein, daB f (A — q(x)) u? dz > 0 ist und in 


\z| Se 
2eéG 
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dem Fall III die Fliche F ganz in dem Gebiet |2| < + liegt. Die Zahl R 
darf oberhalb a beliebig gewahlt werden, und man darf |f’(r)| < 2 annehmen. 
Es ist dann fiirr ausasr<R 


— [@ — q(z)) wide <+ ¢*(r) fe — q(z)wdz. 





jel Sea jel ar 
zeG zéG 
Mithin ist 
K 2R 
[His = 25s / (A —q(z))wWdzdr< if St? C2(r) J ud Qdr + 
a |z| Se a/2 |j2|=r 
2G 
2R 
+ [> ot3e C2 (r) Py uz, dQdr+ 
a/2 Lee 
2R 
n 
+f 2e%(r) 2D J uz., dQ dr, 
a/2 ee 
und indem (4— 2 M,)- { (A—q(x)) wda= K, gesetzt wird, 
\e| <a 
z¢G 


re K,in = < (n+2) f utdz + (n+2) fu 4 > ui, dz + 


k=1 
a/2s\z|\s2R a/2s\2|\S2R 
n 
4+ 2 f f(r) Dd uz. dz. 
tik=l 
a/2s\2|\S2R 


Der letzte Integrand ist dasselbe wie 
n 
C?(r) ~ (uz, 2, — Un, 2, Uy ay ) + ¢?(r) (4 u)*. 
ik=1 


Von hier aus fiihrt partielle Integration (Randintegrale verschwinden) zu 


n n 
‘ 6 - a] . %& 
C(r r) 2 * =. dx ae, 2 f - (r) 4 (r) ps Ug, (wasex . Tzi oui 
ik = ik=1 
a/2s\z|\s2R a/2 s|2|S2R 
x; +2 A 2d 
— Up, a, ° Tz) dx + C7(r) (4ujdz . 


a/2s\2|s2R 


c ec 
pls get FZ 


B, c>0, 





Daraus gewinnt man unter Ausnutzung von |« - 
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die Abschatzung n 
= J f(r) Sud, dx 
it=l 
a/2<\2| <2R 
; "2 2 1 . x x, \2 
ae =. ¢ (r) ub, dx + cc 2, C?(r) “a ee Tz) — “ener Txp dz+ 
“2 <\2|<2R “F" esiel<er 
+ (4u)*dz, 
a/2s\2| 52% 
nm 
sinc ¥ J ujdxz +c (n+l) » f C2 (r) ue da + 
‘Je <\eis2R ‘tole <|o| <2R 
+ f (Aujtde. 
a/2 <|2|<2R 


Es werde c = 2(n + 1) gewahlt; dann folgt (vgl. [14}): 


0) 3 we n@t < 16n(n+1) f a wade + 


‘= 


a/2s\2| s2R a/2 s\z| S2R 
42 J (Au)?dx. 
a/2s\z| S2R 


Dieses verwende man in (**). Bei Beachtung von (4u)*= (A — q(z))*u* 
und der Voraussetzung 2) erhalt man 


K,(in=) < (n + 2+ 4 M? (In2 R)*) f utdex + 
a/2 <|\2| <2R 
+(n + 2+ 32n(n + 1)) J a} wdz. 
j=1 
alt <|2|<2R 


Das letzte Integral wird durch einmalige partielle Integration umgeformt 
und dabei in a/2<|2z|<2R von der Beziehung — u du=(A— q(x)) ws 
< M, (In |x|)*? u* Gebrauch gemacht. 


(***) K,ln = < (n+ 2+4 M} (In2 R)* + const M, (In 2 R)*/2) wdzx + 
a/2<\z|<2R 
+ const [ “Sar dQ — const uze dQ, 
ja] = 2R |z| = a/2 


const = (32 n(n + 1) ++ 2). 


Nan besteht die Alternative: <ganel gibt es ein Ry, so da® fiir alle 
R=R, das Randintegral [uz 
jel =2R 
RR, ©(x = 1, 2,...), sodaB [ user dO < Vist, ne 
jz] —2R, 


us Fal d 2 positiv ist, oder es gibt eine Folge 
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Im ersten Falle benétigt man die bisherigen Betrachtungen nicht und 
schlieBt so: Es ist fir R = Ry, 


d n—l 
ak wdQ= ’ a wdQ > 0, 
\2| Lz Per “a? + = Js 


hierfir also ( wdQ2>p, = i Konstanten p= { u*dQ, welche we- 
|jel|=2R |jz| = 2R, 
gen fu ET al dQ > 0 positiv ist. Folglich ist fir R = 2 R, stets urdaz 
|z| = 2R, ol Boe 
=> ff wdzx2=2p,(R — R,) = pR, und hieraus flieBt die Behauptung des 


2R, <|2| <2R 
Satzes. 


Im zweiten Falle gehe man von (***) aus, spezialisiere hierin R zu R,, und 
man erhilt 





bu 
panier acuta” J tt 42 


u'dz = Syn pa Mi (nD R,)* + const (n2h* - 
a/2 S\2| S2R, 


Also gibt es eine Konstante p, > 0, mit der fiir alle R, von einem hinreichend 
hohen Index x ab 





f wdx2p,(n2 R,)-* ausfillt. 
ja] S2R, 
2eéG 


Die Behauptung des Satzes ist eine unmittelbare Folge hiervon. 


§ 6. Uber das Fehlen von Punkteigenwerten im Spektrum 

Satz 7: Im Teilraum © des Hilbertraumes ¥ (siehe §3) sei der Operator S, 
erklért durch Syu = — Au + q(x) u. Dabei soll q(x) in |x| < co reellwertig und 
(3 + 3) -mal stetig differenzierbar sein. Ferner sei S, in S halbbeschriinkt. 
Dann ist S, in nach Satz 1 wesentlich selbstadjungiert. 

Die reelle Zahl j ist sicher dann kein Punkteigenwert von S,, wenn mit ihr 
gilt: 

1) A— q(x) > 0 in |2| < ~, 

2) Es gibt Konstanten M,, «, ay mit 0 < « < 1 und 

A — q(x) < M, (In |2|)*? fiir |x| > ay, 
3) Es gibt eine Konstante we 2, mit der in |2| < 


d (A—q (z)) 
— Sate) < (A — a (2)) ausfalt 

Beweis: Wire A ein Punkteigenwert von S,, dann giibe es ein / € 9, / + 0, 
mit der Eigenschaft (f, S,u — Au) = 0 far alle u¢@. Nach dem Hilfssatz 1 
wire f in |x| < co zweimal stetig differenzierbar, und es wire — A f + q(x) f 
=A}. Nach dem Satz 6, FallI, wirde / |f|*dz nicht existieren, was f ¢ $ 
widerspriache. ll<@ 
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Satz 8: Zugrunde gelegt sei der Hilbertraum R, wobei l= 1 und m= + 
spezialisiert sei (siehe § 4). 
Der Teilraum G von KR sei die Menge aller in 1 < |x| <  wnendlich oft 
differenzierbaren Funktionen, die in der Umgebung von und auf |x| = 1 ver- 
schwinden. In G sei der Operator D, erklért durch 


Dyu= Hay (—AMu + q(x) u). 


Dabei sei q(x) in 1 < |x| < © reellwertig und ([n/2] + 3)-mal stetig differenzier- 
bar, es set D, in § halbbeschrainkt. Dann ist D, in § wesentlich selbstadjungiert. 
Die reelle Zahl 4 ist sicher dann kein Punkteigenwert von D,, wenn sie folgenden 
drei Bedingungen geniigt: 

1) A—q(z)>0 in 1 < |2|< ~, 

2) es gibt Konstanten M,, «, ay mit 0 < « < 1 wnd A — q(x) < M, (In |2\)*” 
fiir |x| > ap, 

3) es gibt eine Konstante ig, mit der in 1 < |z| < c 


a(a— 
— 2G se ss = + (A — q(x) ausfallt. 





Beweis: Der Nachweis der wesentlichen Selbstadjungiertheit von D, in ¥ 
laBt sich analog dem Beweis von Satz 5 fiihren. Anstelle des Hilfssatzes 6 
benétigt man den nachfolgenden Hilfssatz 7. 


Wire nun ein solches 4 Punkteigenwert von D,, dann giibe es ein / € 8, 
f+0, mit (f, D.uw—Au),=0 fiir alle uc. Nach Hilfssatz 1 wire f in 
1 < |z|<co zweimal stetig differenzierbar und wiirde dann der Differential- 
gleichung — Af + q(x) f= Af in 1 < |a2| <  geniigen und nach Hilfssatz 7 


auf |z| = 1 verschwinden. Entgegen f € R wiirde daraufhin der Satz 6 (Fall IIT) 


die Nichtexistenz von /  |/|?daaussagen, sobald die Beschrinktheit der ersten 
1S|t|< 0 
und zweiten Ableitungen von f(x) bei |z| = 1 i ees wire. Dieser 


Nachweis werde mittels der Transformation y = ea x f(x) = |y|"-* h(y) darauf 
zuriickgefihrt, daB man die Beschrinktheit der ersten und zweiten Ablei- 
tungen von h(y) in */, < |y| < 1 beweist. 

v(y) = a(y)-A(y) mit dem auf Seite 70 eingefiihrten «(y) ist in |y| <1 
stetig, verschwindet auf |y| = 1 und ist in |y| < 1 zweimal stetig differen- 
zierbar. Insbesondere gilt v(y)= — [{ G@(y,z) A v(z)dz. 


je|S1 


A—q 
Nun ist w(y)= aon a a. h+hA« at 25%. oa stetig 


in |y| <1, und daher vy =— /[ G,,(y,z) w(z) dz, woraus die Beschranktheit 
2/31 


von vy, in |y| < 1 folgt, i= 1, 2,...,m”. In 9/4 < |y| < 1 stimmen aber v(y) 
und h(y) iiberein. Jetzt kann man die Lipschitzstetigkeit von w(y) in |y| < 1 
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beweisen, und fihrt zu 


Un, =~ Sen W(y) E J Guat (wle) — w(y) ds, Iyl <1, 


(vgl. [8}). Nochmalige Anwendung der Lipschitzstetigkeit von w(y) beweist 


die Beschrinktheit von v, it und damit von Ay, (y) in */, <|y| <1, 
i,k=1,. 

Hiltesats 7: ‘Es sei F die Menge aller in 1 < |x| < co wnendlich oft differen- 
zierbaren Funktionen, die in der Umgebung von « und auf |x| = 1 verschwinden. 
Es sei b(x) reellwertig und stetig in 1 <= |x| < 00. Ist dann f(x) in 1 < |x| < o 
zweimal stetig differenzierbar, f[ |f\*da < und 

1 s\z| <3 
Sf f(z) (—Au+ b(z) uj dz=0 
1S|2|<@ 
fiir alle u €F, dann ist |f(x)| < const (|x| — 1) in 1 < |2| < 4/5. 

Beweis: Die Transformation y = le » f(x) = |y|"-* A(y), u(x) =|y|"-* v(y) 

fihrt diesen Hilfssatz auf den Hilfssatz 6 zuriick. 


SchlieBlich werde noch der Schrédingeroperator des Wasserstoffatoms 
untersucht, der sich dem Satz 7 nicht unterordnet, da sein Potential q(x) 


=— a im Nullpunkt singulir wird. Weil derartig singulire Operatoren in 
den Anwendungen eine wichtige Rolle spielen, soll an seinem Beispiel gezeigt 
werden, daB die hier entwickelten Methoden auch diese Fille zu behandeln 
gestatten, und man erhilt das folgende aus der Separationstheorie wohl- 
bekannte, aber hier von der Separierbarkeit unabhingig gewonnene Resultat: 

Der nach Satz 2 im Teilrawm G des Hilbertrawmes $ wesentlich selbst- 
adjungierte Operator — Au— at besitzt keinen nichtnegativen Ligenwert. 
Dabei ist die Dimension n des zugrunde liegenden R,, gréBer als 2 angenommen. 

Der Nachweis der Nichtexistenz eines Eigenwertes 4 2 0 liuft wieder 
darauf hinaus, die Nichtexistenz von /f |f|*dz zuzeigenfiireine in 0 <|2| <0 

|j2| <2 
zweimal] stetig differenzierbare Funktion /(z) = 0, die dort — Af — + f=Af 
' 

geniigt und, wie man weiB (vgl. [25]), in |z| < 1 lipschitzstetig ist. Dies ge- 
schieht mittels des Satzes 6 ee cogs II); denn man kann leicht zeigen |/,,(x)| < 


< const und eves) ss J in 0< |z|/s1, i, k= 1,2,...,m, und es ist 
erfiillt : 
1) A+ = >0 in 0< lal <~, 


a 2| 
2) A+ ws (In |z})* in e@+4*< |2| < ow, 


ise (1+ Gr) 


FTE say (4+) in O<|al<o. 
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Approximation by Algebras of Functions 
By 
FRANK QUIGLEY in New Haven, Conn.*) 


It is the object of the present paper to outline a rather general theory 
of uniform approximation by algebras of continuous complex-valued functions 
on locally compact hausdorff spaces, which is analogous to the theory of 
polynomial approximation in the complex plane developed by MERGELYAN [10] 
and others. In that theory one considers the algebra o of complex polynomial 
functions in one variable and gives a necessary and sufficient condition that 
its uniform closure on a compact subset S of the plane comprise all functions 
continuous on S and analytic in its interior. Here the maximal ideal spaces 
of all these uniformly closed algebras are again subsets of the plane. In geo- 
metric language, a generator z of o is a generic point for the complex line K’: 
the points of K! correspond to the maximal ideals of 0, and the maximal 
ideal spaces of the various uniform closures of 0 are a selection from the 
points of K?. First we describe a general class of algebras of functions having 
this geometric property. The presence of. a maximum modulus principle 
provides an analogue of the theory of convexity in several complex variables. 
Next we discuss spectra in certain algebras of functions, and to that end 
discuss rings of quotients of continuous functions. Finally we make some 
applications to the integral maximal algebras introduced in [5]. 

1. Let X be a locally compact hausdorff space, and let € = C(X) be the 
algebra of all continuous complex-valued functions on X. If 0 is a subalgebra 
of € containing scalars and separating points on X, we distinguish three 
kinds of maximal ideals rt in o. 

1.1. Those ideals associated with points of X: Since 0 separates points 
on X, each set t, consisting of all f in 0 such that f(p) = 0 is a maximal ideal. 
We call these the (constant) fixed ideals of o. 

1.2. Ideals tr, not associated with points of X, but such that o/r = K, 
the field of complex numbers. (We identify the scalar field with its residue 
class image.) These are constant free ideals. 

1.3. Ideals r such that o/r + K. These are the variable free ideals of o. 

If, for example, o = €, then results of [7, Part II, 4, 5] are easily extended 
to show that there may be ideals of types 1.2 and 1.3. In general, however, 
the ideals of € and of o are not closely related : the fixed ideals M of € are such 
that Mo is a fixed ideal of 0, but if M is a free ideal of €, then M/\ o need 
not even be maximal in 0. Note, however, that if M is constant, then Mo 
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is maximal; for then K = €/M contains (o + M)/M which is isomorphic to 
o/(Mr\o), and this ring contains K. On the other hand, a fixed ideal of o 
may be contained in many maximal ideals of €. 

2. The algebra 0 is a generic subalgebra of € if all the constant ideals of o 
are fixed. We give several examples of generic subalgebras of €. 

2.1. Let X be the space K* of n complex variables, and let 0 be the al- 
gebra of polynomials in these variables. In this case all the maximal ideals 
of 0 are fixed, and correspond to the points of K*. 

2.2. Let X be an irreducible algebraic variety in K*, and let o be the ring 
K[2,, ..., 2%] of polynomials in a generic point (z,,...,2,) for X. Here, 
if the point p= (p,,..., p,) lies on X, then z,(p)= p,;. The maximal ideals 
of » correspond to the points of X. 

2.3. On the other hand, let 0 = K [w,, .. . , w,] be a semi-simple complex 
algebra with finitely-many generators 1, w,,...,w,. If ® is the algebra of 
polynomials 2.1 in n variables, then the kernel ¢ of the homomorphism h of R 
on 0 such that h(z,;) = w, is a radical ideal in R, so that t= ~\J,, where the B, 
are prime ideals of R. Let V, be the (irreducible) subvariety of K" determined 
by ,, and let X = _ V,. Then o is a generic subalgebra of C(X). (The al- 
gebra o is an algebra of functions on X in the following sense: Let h(B,) = p,, 
and let 0,= o/p,. If Q is a point of X, then Q corresponds to a maximal ideal N 
in R, and M = h(N) is maximal ‘in o; further M>p,; for at least one j,. If 
f¢€o, then {(Q) = f + Min K, as usual. On the other hand the residue class 
map of 0 onto 0; carries f into a polynomial function on V; in the sense 
of 2.2. 

2.4. Let D be a schlicht domain in the complex plane, X, and let 0 be 
the algebra of all single-valued analytic functions in D. Then by a theorem 
of Kaxutan! and CHEvALLey [8], all constant ideals of o are fixed. 

2.5. The algebra C(X) itself is generic on X, if X is a G,-space, countable 
at infinity. 

3. We intend to examine the uniform closures of generic algebras 0 on 
compact subsets of X. Since o-will by definition be dense in each such uniform 
closure, we consider first a slightly more general situation. Let 21 be a commu- 
tative complex Banach algebra with unity, and let o be a dense subalgebra 
of 2% which contains scalars. A maximal ideal r of 0 is constant if o/t = K; 
otherwise it is variable. By T or cl(t) we shall mean the closure of r in the 
topology of 24. 

Proposition 3.1. If M is a maximal ideal in A, then Mr\0 is a maximal 
ideal in 0. The correspondence M-+Mr\o is a one-to-one mapping of the 
maximal ideals of A onto the maximal ideals t of © such that F + A. 

If M is maximal in A, then K = A/M, which contains (o + I)/M, and the 
latter ring is isomorphic to 0/(0 ~\ M), which contains K. Thus o0/(o ~\ M)= K, 
and 0 \M is maximal. Furthermore, since 07\McM, and M is closed, 
cl(o7~ M) + A. Evidently if r is a maximal ideal of o such that f + 2, then 
f is an ideal of 21. In fact, let g ¢ 2, and f ¢ f; then there are sequences {g,,} C 0 
and {f,} Cr such that g,> g and /, > /. Hence g,/,¢ t, and g,/,— gf, which is 
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in t. Now f is contained in some maximal ideal M of 2, so that r CE A0c 
CMr\o. Thus t= Mr\o, since M\o is maximal, and F = cl(Mr\0). We 
have proved that the correspondence is onto; to prove it one-to-one we need 
only show that fF = cl{Mvr\o) is already maximal. Since r = 0 ~\ M is maxi- 
mal, it follows that o/r= K. Let h: A+A°/k, which is a Banach algebra; 
then h(o) = K. Since A is continuous and K is closed in A/F, the set h-1(K) 
is closed. But 0c A-'(K); hence 2 = 0, which is contained in h-'(K), and 
% = h-1(K). Thus f is a maximal ideal in Q. 

The proof of Proposition 3.1 shows that the maximal ideals r of » such 
that T + 2 are all constant ideals in 0. Thus the maximal ideal space . of 2% 
is imbedded in the space Q of all constant ideals of 0. This would equally be 
the case for the maximal ideal space of another Banach algebra 2’ in which 0 
is denge. We topologize 2 by requiring that all z in 0 be continuous complex 
functions on 2; evidently 2 is hausdorff in this topology. Let «:.#— Q 
be the restriction M—+ Mr\o. Since 0c A, the mapping ¢ is continuous and 
one-to-one, so that it is a homeomorphism. The Gelfand representation of 2 
on & is thus isometrically isomorphic (uniform norm) to the closure in the 
uniform norm of C(.#) of the restriction 0 , of 0 to. &. We have proved 

Proposition 3.2. Let 0 be a commutative complex algebra with unity such 
that the intersection of all its constant maximal ideals is {0}. Then all (uniform) 
norms on © are obtained in the following way: let S be a compact subset of Q such 
that 0, is isomorphic to 0, and provide 0 with the uniform norm of C(S8). 

A simple application of the preceding proposition is the following: let S 
be the unit interval, 2 = C(S), and o be the algebra of all entire functions 
on K. From a theorem of Kakutant and CHEVALLEY [8], it follows that 
22= K. More generally, all uniform norms on o are obtained by taking for S 
an infinite compact subset of K, and giving o the uniform norm of C(S8). 

4. We are now in a position to formulate our general notion of approxi- 
mation by algebras of functions. Let X be a locally compact hausdorff space, 
and let o be a subalgebra of C(X) which contains scalars and separates points 
on X. The algebra o is not in general generic on X, but it is a generic sub- 
algebra of C(Q). The natural imbedding «: X -+ 2 preserves compact sets 
and is not in general a homeomorphism. A simple necessary and sufficient 
condition [3, p. 13, (3b)] that « be a homeomorphism is the following: for 
every p in X and open V c X such that p ¢ V there exist « > 0 and f,,...,/, 


in o such that /;(p) = 0 and x lf:(q)| = « for all g not in V. This condition 
1 


is satisfied in thé examples already given and in those to follow. However, 
since we approximate only on compact subsets of X, we need not in general 
require that « be topological. 

Now let S be a compact subset of X, and let ¢ be the kernel of the re- 
striction map 0 + 0g. The subalgebra o, of C(S) contains scalars and se- 
parates points on S, and its maximal ideals are just those r in 2 such that 
t>f. Thus the maximal ideals of its uniform closure 0g in C(S) are in a 
natural way imbedded in 2. They comprise, in fact, precisely all r in £2 such 
6* 
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that r>f and such that |f(r)| < sup |/(S)| for all f in 0. In this sense the 
space {2 is universal for the maximal ideal spaces of all the algebras 0,. When- 
ever © itself is already generic on X, all the maximal ideal spaces of the 
algebras 0, are compact subsets of X containing S. 

Various general questions arise. Let 0 separate points on X. For what 
compact subsets S of X will 0, equal C(S)? For what compact subsets S 
will the maximal ideal space of 0, contain maximal which are not fixed, i. e. 
not associated with the points of S? If o is generic on some ‘nice’ space X, 
such as a manifold, and if 5, has new maximal ideals, then how nice must the 
maximal ideal space of 0, be ? 

We give another set of examples. 

4.1. Let X = K and let o be the algebra K [z] of polynomials in one va- 
riable; then o is generic on K. The Lavrentiev Theorem asserts that for a 
nowhere dense compact set S, the algebra 0, equals C(S) if and only if the 
complement CS has just one component. More generally let B be any com- 
pact subset of K, and let S be its boundary. Then by a theorem of Mercr- 
LYAN [10], the algebra 0, is the boundary value algebra of all continuous 
functions on B which are analytic on its interior if and only if C B has just one 
component. The maximal ideal space of 0, is then precisely B. 

4.2. Let X = K", and let 0 = K [z,,...,z,]. Let S be a differentiable 
are or closed curve in K". Then either 0, equals C(S) or else 0, has maximal 
ideals not associated with points of S (cf. [6)). 

4.3. Let X and o be as in 4.2, and let S be an analytic are lying on a piece 
of an analytic surface in K*. Then, if 0,+C(S), the maximal ideal space of 0, 
is a compact piece of an analytic surface in K" with boundary S (ef. [12}). 

5. For a more restricted class of spaces X, the preceding remarks lead 
to a notion of convexity analogous to that for analytic functions of several 
complex variables (cf. [1,4]). Assume that X is locally compact and countable 
at infinity, and let o be a subalgebra of C(X) which contains scalars and 
separates points, and such that the given topology on X coincides with its 
relative topology in 2. If D is a relatively compact subset of X, let (0, D) 
be the set of all p in Q such that |f(p)| < sup |f(D)| for all f in o. 

Proposition 5.1. The set (0, D) is the maximal ideal space of 0p. If D, and 
D, are relatively compact subsets of X, then (0, D,)C (0, D,) if and only if 
D, c (0, Dg). 

Since sup |f(D)| = sup |f(D)|, it follows that (0, D) = (0, D), which is the 
maximal ideal space of 05. If D,c (0, Dz), p< (®, D,), and q € D,, then 


f(p)| S sup |f(D,)| and |f(q)| Ss sup |f(D,)|; 


hence sup |f(D,)| < sup |f(D,)|, and pc¢(o, D,). For the converse observe 
that D,c (0, D,). 

Let A be a sequence {D,} of distinct relatively compact sets such that 
D,,< D,., and UD,= D. The set D is A-convez relative to o if for every n 
and for every p in D — D,, there is an f i o such that |f(p)| > sup |f(D,)| 
(ef. [1, Ch. 6] and [4, Ch. 5]). We have at once 
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Proposition 5.2. The relatively compact set D is A-convex if and only ij 
(o, D,) \ (D — D,) = 9 for all n. 

The set D is convex relative to o if it is 4-convex with respect to some 
sequence 4 having the required properties. This notion of convexity for D 
is closely related to that of Bilov boundary for the algebras 67. We make 
a further definition. A point p in D is a frontier point of D if for each compact 
subset S of D such that p ¢ S and for each neighborhood U of p there exist ¢ 
in Ur\ D and g in © such that |g(q)| > sup |g(S)| (cf. (2, Ch. 5). Let Dy be 
the set of all frontier points of D. On the other hand, the Silov boundary Z 
of Sp is known [11, § 24] to be the set of all p in D such that for each com- 
pact subset S’ of (0, D) with p not in S’ and for each neighborhood V of p 
in (0, D), there exist g in V and g in 0 such that |g(q)| > sup |g(S’)). 

Proposition 5.3. The set D, is closed, and (D),C Dy. Furthermore, if 
D = (0, D), then (D),= E. 

Let r €D,, and let S be a compact subset of D such that r¢ 8; then r 
has a neighborhood U in X such that U -\ S = 9, but U \. D, + 9. Ifpe UM Dg, 
then U is a neighborhood of p, and p ¢ S; hence there area g in Ur\ Danda 
g in © such that |g(q)| > sup |g(S)|, so that r ¢ Dy. Next let r¢(D),, and let S 
and U be as before; then there is a g in U ~\D such that |g(g)| > sup |g(4)}. 
Since g is continuous, there is a g’ in U -\ D with the same property. Finally, 
if D =(o,-D), then, since the topologies on X and D are induced by the topo- 
logy on Q, it follows that U ~ D is a neighborhood of p in D, whenever U is 
a neighborhood of p in X, and every neighborhood of p in D arises this way. 
Thus the definitions of (D), and E coincide. 

5.4. The following simple example shows that (D), need not equal Dy. 
Let X = K?, and let 0 = K[z,, z,]. If D is the dicylinder consisting of all 
points (p,, p,) in K* for which |p,| < 1 and |p,| <1, then 6p comprises all 
complex functions continuous on D and analytic on D. The Silov boundary 
of 5p is just the Cartesian product of the:circles |p,| = 1 and |p,| = 1. On the 
other hand, since D is a domain of regularity, D, is the full topological boun- 
dary of D (ef. (2, Ch. 5}). 

After further restrictions on X and D, it is possible to give an alternative 
characterization of convexity. 

Proposition 5.5. A locally compact relatively compact subset D of a locally 
compact separable metric space X is convex with respect to 0 if and only if 
D — Dc Dy, provided D — D+ 9. 

If D is A-convex, where 4 = {D,}, and S is a compact subset of D, then 
D,,> 8 for some n. If p €D — D, if U is a neighborhood of p, and if q¢ U — 
— D,, then \g(q)| > sup |g(D,)| = sup |g(S)| for some g in 0. To prove the 
converse we need a Lemma essentially due to BocHnEerR and MarrTIN [2]. 

Lemma 5.6. Let D be as in Proposition 5.5, and let o* be the closure of 0 
in the compact open topology of C(D). Then D — DCD, if and only if there 
is a g in o* which is unbounded at every p in D — D in the sense that there exists 
a sequence {q,} in D such that q,-> p and |\g(q,,)| > 0. 
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The proof is that of [2], p. 84—85, with the following modification of 
condition (iii) p. 85: for each p, let {U%} be a countable base at p, such 
that U > U,,, then (iii) becomes the condition Q, ¢ U™. 

To complete the proof of Proposition 5.5, assume that D — Dc D,, and 
let g in o* be unbounded on D — D. Let D,, be the set of all q in D such that 
\g(q)| Sn, and let A= {D,}. If q¢D,, then |g(q)| >n+ e, where e> 0. 
Now g is the compact open limit of functions in ©. Thus there is an f/ in o 
such that sup,, |f(r) — g(r)| < e/3, where m = |g(q)|, so that |g(r)| — e/3 < 
< |f(r)| < |g(r)| + e/3 for all r in D,,. If r¢éD,, then |g(r)| <n; hence 
sup |/(D,)| Sn+e/3. But |g(qg)|)>n+e, so that |f(g)| >n+2e/3> 
> sup |f(D,)|. Thus D is A-convex. 


A modification of example 5.4 shows that Do, the Silov boundary of 05, 
and the topological boundary of D may all be different. In fact let D be the 
dicylinder of 5.4 with the point (0,0) removed. Then (0,0) ¢ Dj, since an 
analytic function of two complex variables has no isolated singularities. 

Finally we illustrate by another example that in the foregoing o has not 
been assumed generic on X, so that X, though a subspace of 2, need not 
equal 2. Consequently the closures in X and in Q of subsets of X which are 
not relatively compact can be different. 

5.7. In K? let S, be the set of all complex numbers w such that |w| < 1 
and 7/2 < arg w < 2 z, and let S, be the open convex hull of S,. If 7; is the 
tube in K? with basis S;, 7 = 1, 2, (ef. [2, p. 90]), then 7, is an analytic com- 
pletion of 7. Let D; consist of the points (z,, z,) in 7’; such that — 1 < Imz,< 1 
j,k=1,2. Let X=7, UD, UD,, and let o be the subalgebra of C(X) of 
functions which are analytic on 7,. The maximal ideal space (0, D,) of 05, 
is complicated, but it does include the points of D,, since all functions in o 
can be analytically continued into D,. However, D, is not relatively compact 
in X, and its closures in X, in K*, and in (0, D,) are all different. The closure 
of D, in (o, D,) is in fact not simple, since the functions in 0, though continuable 
to D,, need not have continuous boundary values on its boundary in K?. 

6. In the next sections we wish to study the behavior of functions on a 
subalgebra 0p of C(D) at maximal ideals which are not fixed. More explicitly, 
if p is a point of (0, D) — D, there may or may not be functions f in 6p such 
that the value /(p) is already assumed on D: the spectra of f on D and on 
(o, D) may differ. The two extreme possibilities are illustrated by the follow- 
ing examples: 

6.1. Let D be the unit circle |z| = 1 on K', and let E be the open unit 
dise |z| < 1. If o = K[z], then 5p has maximal ideal space Dv E, and the 
maximal ideals corresponding to the points of Z are not fixed. But for each 
such maximal ideal M and some / in M the value /(IM) = 0 was not assumed 
on D. 

6.2. Let D be a bounded domain in K®, and let D be an analytic completion 
of D. If © is the subalgebra of C(D) of functions which are analytic on D, 


then the maximal ideals of 5z corresponding to points of D —D are not 
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fixed, but every value on D — D of an f in Bp is already assumed on D. In 
fact let p ¢.D — D, and let { ¢ 5p. There exists a sequence {/,,} in 0 such that 


fn f uniformly on D. Since D is an analytic completion of D, there exists 
for each n a point p, in D such that /,(p,) = /,,(p). Consequently, if g in D 
is a limit point of {p,}, then /(q) = f(p). More explicitly, let D be the unit 
sphere |z,|?+ |z,|/?= 1 in K? and let B be the open unit ball |z,|?+ |z,|?< 1. 
If o = K [z,, 2], then 5p has maximal ideal space DW B, but f(B)c f(D) for 
each f €0p. We need only observe that B is an analytic completion of each 
annular domain | > |z,|*+ |z,|?> e, and let e > 1. 


A certain purely algebraic relationship between 5p and C(D) is cha- 
racteristic of the phenomenon exhibited in 6.2, and the next section presents 
some general material on certain rings of quotients (cf. [9]) needed to describe 
this relationship. 

7. Let R be a commutative ring with unity, and let o be a subring of R 
with unity. Let G be a subgroup of the group U,, of units of R. We say that o 
is G-quotient-closed in R (or simply G-closed) if w-'¢ 0, whenever ue on G. 
The G-(quotient)-closure [0 : G] of 0 in ® is the intersection of all G-closed 
subrings of N containing 0; evidently [0 : G] is G-closed. Let U, be the group 
of units of 0. Then o is G-closed if and only if @-~oCU,. In fact [o: G] 
equals the set F of all elements uta where a €0 and u¢€G@r\o. For certainly 
[o:G)>F. Further ua — vb = (va — ub) (uv), where va — ub€ o and 
uv €Go\o. Finally, if u-'a € G, then uu-aeé G, so that (u-a)-!= wa-!, where 
a€Gr\o and u €o. 


An ideal rt of 0 has type I1-G if tr -\G + 9; otherwise it has type I1-G, i. e. if 
t/\G= 9. If t has type I-G, then r- [o: G]= [0: @). If r is a proper ideal 
and has type II-G, then r - [0 : @] is a proper ideal in [o : G]. For suppose that 
lér-f[o:G@]; then 1 = Ya,b,u,“°= au for some a in rt and uw in o. Thus 
a €t7\G, which is not so. Furthermore if r and are distinct maximal ideals 
of 0, then r- [o: G] = [o: G]. For if there is a b ins which is not in r, andif 
t-[o: G@]=s- [o: G], then there is a wu in G~\o such that a = ub for somea 
in tr. Consider the ideal F of 0 generated by tr and b. If 1 ¢ F, then 1 = d + ch; 
hence u= ud + uch = ud + ca in t/)\ G, which is impossible. Finally, if t isa 
maximal ideal of type II-G, then r- [o:G@] is maximal in [0:G@]. In fact 
suppose thai r - [o : @]C M; then Mr\o = tr, sincer ismaximal. Ifr- [o: G]+#M 
then there is a c in M such that c¢r-[o:@]. Thus c= au, where a¢o and 
a €t. But cu € Myo, so that a€ tr, which is a contradiction. We have proved 


Proposition 7.1. Let [o:G] be the G-closure of 0 in R. Then the corre- 
spondence t +t - [0 : G] is a one-to-one mapping of the maximal ideals t of 0 
having type II-G into the maximal ideals of [0:G). If t has type 1-G, then 
tr-[o:@]= [o: @). 

The correspondence in the Proposition need not in general be onto. The 
contraction to 0 of a maximal ideal of [o : G] is not properly contained in any 
ideal of type II-G but can be so contained in one of type I-@. 
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Suppose now that & is a normed ring such that ||1|| = 1. Then we have 

Proposition 7.2. If R is a normed ring and if o is a G-closed subring of R, 
then its (topological ) closure 0 in R is also G-closed, provided that 5 -\ GC cl(o -\ @). 

If a u in 0 is such that uc G, ie. if we OG, then u¢ cl(o\G@). Thus 
there exist u,, in 0 \ @ such that u,— u. In this case u!¢ 0, and lim w=! = ut 
in 0. 

Corollary 7.3. If R is a complete normed ring, if G is an open subgroup 
of Ug, and if o is G-closed in R, then 0 is G-closed. 

If R is complete, then Uy, is open in R. Thus, since G is open, if u,—> u 
in G, then all but finitely many u,¢ G, and 6 Gccl(o 7 @). 

The rings of quotients just considered can be described in an ideal theoretic 
way. An ideal r of 0 is semi-prime relative to R provided that for all u and v 
in Uy, if uv €r, then either wer or ver. Let 0, consist of all elements u-a, 
where u and a are in 0 and u¢r. If rt is semi-prime, then 0, is a ring; in fact 
0,= [0 : @], where G is the smallest subgroup of Uz, containing Uy \0 Cr. 
The ideals of 0, are the extensions of ideals $ in 0 such that $\ Uy Cr. It is 
possible that o,= [o : H] for a larger group than G. In fact let H, and H, 
be subgroups of U, such that H,7-\r and H,/\t are empty. If h, ¢ H,, then 
h,h, ¢ t, since t is semi-prime. Thus H,- H,7\t = 9. It follows that there is a 
largest subgroup H of U,, such that Hr = 8. Then H 5G and is the largest 
subgroup of U,, contained in Cr/\ Uy. If 0 is (topologically) closed in R and 
if t is a closed semi-prime ideal in 0, then Cr) Uy is an open set. We have 

Proposition 7.4. If R is a complete normed ring, 0 a closed subring of R, 
and t a closed semi-prime ideal of 0, then 0, is H-closed, where H is the largest 
subgroup of Ux such that H r\t = 8. 

Suppose that w¢ 0, and that u-'¢ H. If u,— u, where u,,¢ 0, and if u¢ 0,, 
then, since Ua, \ Cr is open, we may assume that all u, lie in U,\Cr. If 
there are infinitely many w,, not in H, then u,;! ¢ r, for otherwise H and u,, 
would generate a subgroup of U,/\Cr larger than H. Thus lim uz!= u 
in t, which is impossible since u-'¢ H. Omitting finitely-many u,, we may 
suppose that u,¢ H. Hence u,1<¢ 0,, and lim uz+= u~ in 5,. 

An important special case used in the next section arises when G = Ux, 
or, equivalently, when t = {0}, which is a semiprime ideal. We call [o : U»] the 
rational closure of 0 in R and say that [o : U,] is rationally closed in R. Evi- 
dently a subring 2 of ® is rationally closed if and only if o(a,,..., a) € 2, 
whenever 9 is a rational function of a, in & which belongs to R. If R is com- 
plete, and 2 is rationally closed in R, then so is 2%. We note finally that each 
of the rings o,, for any &, is a subring of the full ring of quotients Q of o, 
in which every element of o which is not a zero-divisor becomes a unit. In Q 
all ideals of o are lost under extension except those consisting entirely of 
zero-divisors. 


8. Now let &% be a uniformly closed subalgebra of C(S) which contains 
sealars and separates points on the compact hausdorff space S, and let # 
be the maximal ideal space of 2. For each / in 2, we denote the sets of values 
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(spectra) of f on S and.@ by a(f) and G(f), respectively, and their complements 
by t(f) and 7(f). Since o(f) and G(f) are compact, t(f) and T(/) are open sub- 
sets of K}, and are consequently locally arc-wise connected. Let A(f) be the 
set of all « in t(f) such that f — « is not a unit of %. 

Proposition 8.1. For each f in U, the set A(f) is open and closed in r(f). 

To prove that A(f) is closed, let «, in A(f) be such that a, a. Each 
f — a, is a non-unit of 2M, and so belongs to some maximal ideal p, in .4. 
If {p,} is a subset of {p,,} converging to some p in M, then f(p) = lim/(p,) = «, 
so that f — « is not a unit. On the other hand, if « ¢-A(f), then there exist 
open sets U and V such that 7c Vcr(f) and a¢U. Let a, belong to U but 
not to A(f), and suppose that a,—> a. If »= inf|f— y|, where 6¢ U and 
y €a(f), then »y > 0. Evidently the sequence {f — «,} converges uniformly to 
f —a. Furthermore |f — «,|-!< »; thus (f — «,)-*> (f — «)-? in &, which 
is a contradiction. 

Corollary 8.2. The set A(f) is a union of connected components of t(f), 
and a(f)= a(f)\U A(f). Consequently, if { assumes on A a value « not in a(f), 
it must assume every value in the component of t(f) containing a. In particular, 
if a(f) is connected and simply-connected, then a(f) = G(/). 

To prove the third statement observe that since a(f) is bounded and 
simply-connected, the set 1(/) is connected and unbounded. If / assumes 
a value « in t(f), it must assume every value in r(f), which is impossible. 

Proposition 8.3. Let o be a subalgebra of C(S). Then a(f)= a(f) for all f 
in ©, the uniform closure of 0 in C(S8), if and only if 0 is rationally closed in C(8). 

If f ¢ 5, then f = lim /, uniformly on S, where /,¢ 0. If / omits the value a, 
then all /,,, m = mo, also omit a. In fact the omitted values of f form an open 
set, so there exists an e > 0 such that / takes no value on the disc |z — «| Se. 
If f/, assumed the value « at p,, then |f(p,) — /,(p,)| > € for all n, and f, 
does not converge to /. Thus « ¢ a(/,) for n = ny. Since o is rationally closed, 
it follows that (f,— «)~'¢ 0, and so lim(f,,— «)-'= (f — «)- in 0. Conversely, 
if © is not rationally closed, there is an / in 0 such that f-'c C(S) but f/-"¢ o. 
Then there is a maximal ideal p in.@ — S such that /(p) = 0. Thus 0 ¢€ a(f} — 
— a(f). 

We introduce a terminology for subalgebras 0 of C(S). If 0 has no maximal 
ideals not associated with points of S (i.e. if all the ideals of o are fixed), 
then o has type II,. Let Ug be the group of units of €. If o has new maximal 
ideals, all of type I-Ug, then o has type J. If 0 has new maximal ideals all 
of type II-Ug, then o has type II,. If o has new maximal ideals of both types, 
then o has type IIT. 

8.4. The algebra C(S) itself has type II,. The circle algebra 6.1 has type I. 
The ‘sphere algebra’ of 6.2 has type II,. It is easy to construct an algebra 
having type III by attaching to the sphere of 6.2 an external circle inter- 
secting that sphere in precisely one point. 

Proposition 8.5. Let 0 be a subalgebra of C(S) containing scalars and sepa- 
rating points on S. If, 0 has type I, then 0 has either type 1 or type II,. If © 
has type I1,, then 0 has type II;, where i = 0 or 1. 
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By Proposition 3.1, all the maximal ideals of 5 have the form f, where r 
is a maximal ideal of 0. If r.~ Ug +9, then T7\Ug+9. If r is associated 
with p in S, then f is also associated with p. Since Ug is open in C(S), if 
t\Ug= 9, then T7\ Ug = 9. Thus f does not equal C(S) and still has type 
IT-Ug. 

We obtain as a Corollary a more general form of Theorem | of [6]. 

Corollary 8.6. Let 2 be a proper closed subalgebra of C(S) which contains 
scalars and separates points. Suppose A contains a subset which separates points 
and which has the property that each of its functions maps S onto a plane set of 
Lebesgue measure zero. Then A is an algebra of type I. 

If % has type II,, then the proof in [6] applies unchanged. If 2 has type III, 
then its rational closure has type II,, and the proof applies to that algebra. 


Corollary 8.7. Let I be a finite network of differentiable arcs or closed curves 
in K". Then the uniform closure on I" of the polynomials in n variables has 
type I, or type I. 

8.8. The example given in 8.4 of an algebra of type IT, can easily be gene- 
ralized, since, in the notation of 6.2, each ideal in D — D is of type II. Let X 
be a domain in K", and let 0 be a generic algebra of holomorphic functions 
in X. Let D be a bounded domain of regularity such that Dc X. Suppose 
that D has the following properties: there exists a sequence {D,} of sub- 
domains of D such that lim D,= D — D (ef. [1, Ch. 6] and [4, Ch. 5]) and 
such that the sequence of maximal analytic completions of the D, tends to D. 
Then dz is a subalgebra of C'(S) of type II,, where S = D — D. 

It is possible to formulate Proposition 8.3 in a more general way. Let the 
notation be that of the first paragraph of this section. Let U, and Ug be the 
groups of units of 2% and C(S), respectively, and let G be a subgroup of Ug 
containing U4. For each f ¢ 2, if Z, is the set of all zeros of f on.@, let Zg=  Z,, 
over all f in (Ug — G) AA. On the other hand, if Wc.M — S, let Gy be the 
subgroup of Ug generated by Uq and all f in Ug A such that Z,- W= 8. 
Then we have 

Proposition 8.9. I/ 2 is G-closed, then f(S\.Z,q)=a(f) for all f in A. 
If {(SU W) = G(f) for all f in A, then A is Gy-closed. 

If «€ a(f) -- o(f), then f — a¢ G, and so Z,_,.”\ S”\Zg +9. On the other 
hand if f € Gy 7) A, then 0 ¢ {(S 7 W); hence 0 ¢ a(f), and so f-' € &. 

Finally we note that the algebras 2 cannot be ‘continued’ beyond .@ so 
as to yield new values. More precisely we prove 

Proposition 8.10. Let & be the maximal ideal space of A, and let X be a 
topological space containing M. There exists a subalgebra B of C(X) isomorphic 
to M under the restriction homomorphism 1: C(X)-—> C(M) if and only if # 
is a retraction of X. The spectra in UA and B are the same. 

Evidently such an algebra G exists if # is a retraction of X. Conversely 
if g<¢ X —M, let AM be the maximal ideal of all 7 in G such that /(g) = 0. 
Since ¢ is an isomorphism, ¢-'(M) = N is a maximal ideal of A, and so N 
consists of all f in % which vanish at some p in.#. Thus /(p) = /(¢) = 0 for 
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all 7 in M, and the algebra GB does not separate p and g. Consequently, :p is 
uniquely determined by q, for if g(q) = g(p’) for all 7¢@, then g(g) = g(p’) 
for all g ¢ 2%, so that p= p’, since 2 separates points on.#. Define a mapping 
0: X +A by o(q) = p, if q « X — A, and o(p) = p, if p ¢.a. To prove that o 
is continuous, let {r,} be a set in X such that r,+r, and let p,= o(r,). For 
all 9 in&, we have g(r,) = 9(p,). Since J is continuous, g(r) = limg(p,) = g(p), 
where p= o(r). Since .@ is compact, the set {p,} has a convergent subset 
{p,}, and g(r) = limg(p,) = g(limp,) for all g in G. Thus limp,= p, since 0 
is single-valued. It follows that p is the only limit point of {p,} and lim o(r,) 
= @(r). 

Corollary 8.11. If X is compact, then 0 is closed. 

9. An integral maximal algebra 2 is a commutative complex semi-simple 
Banech algebra without divisors of zero which is a maximal uniformly closed 
subalgebra of the algebra C(F) of all continuous complex functions on its 
Silov boundary F. We first show that the algebras considered in [5] are 
integral maximal. In fact let S be a compact hausdorff space, and let 2 be a 
maximal subalgebra of C(S) without zero divisors. 


Proposition 9.1. If E is a proper compact subset of S, then the restriction 
of U to E is uniformly dense in C(E£). 

Let U,= C E, and let U, and U, be open sets such that 0, c U, and 0, U,. 
There exist functions g and yp in C(S) such that g= 0 on U, and g= 1 
on E, and such that y= 0 on CU, and w= 1 on U;. Then g- y= 0, 80 
that y ¢ 2% and A[w] is dense in C(S). If f¢C(S), there exist /,, in A [yw] such 
that /,— f uniformly on S, and /, gp > f y. Butsince g = 1 on £, the functions 
f, belong to the restriction of 2 to #, which is therefore dense in C(Z). 

Corollary 9.2. The Silov boundary of A is precisely S. Thus A is an integral 
maximal algebra. 

Since 2 is an algebra of functions on S, its Silov boundary F is a subset 
of S. The restriction of &% to F is isomorphic to % and uniformly closed in 
C(F). Since 2 is without zero divisors its restriction to F must be a proper 
subalgebra of C(F), and so F = S, by the Proposition. 

In [5] it is proved that if a function f/ in an integral maximal algebra % 
vanishes on an open subset of its Silov boundary S, then f is zero identically. 
Let Z, be the set of zeros of f on the maximal ideal space .@ of 2; then Z,~ S 
is nowhere dense on S. If % is the circle algebra 6.1, then Z, is also nowhere 
dense in.# but we.do not know whether this is true for all integral maximal 2. 
However, it is obvious from Theorem 5 of [5] that if f in & is real on , 
then it is constant. 

Now let X and © satisfy the hypotheses of the first paragraph of § 5. 
A relatively compact subset D of X is an integral set with respect to o if 07 
is an integral maximal algebra. — 

Proposition 9.3. If D is an integral subset of X, and if Dy is the set of frontier 
points of D, with respect to 0, then Dy= D. 
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If p< D, let 8’ be a compact subset of D not containing p, let U be a 
neighborhood of p, and take any g in (U7 D) — S’. There is a f in C(D) 
such that f/(¢) = 1 and /(S’) = 0. By Proposition 9.1, the algebra 57 is dense 
on F = {q}\U 8’; thus 0 is dense on F. Hence there exists a g in 0 such that 
sup, |f(r) — g(r)| > 1/4. But then |g (q)} > sup |g(S’)|, and so p € Dp. 

Corollary 9.4. Ij X is a domain in K", if 0 is an algebra of analytic functions 
on X which separates points, and if D is a bounded domain such that Dc X, 
then 07 is not a maximal integral algebra. 

In this situation D,+ D because of the maximum modulus principle for 
analytic functions. 

Further, the integral sets are ‘minimal’ subsets of X in the sense of 

Proposition 9.5. 1f D and D’ are integral sets such that D + D’, then D ¢ D’. 

If Dc D’, then D is a proper compact subset of D’. Then, by Proposition 9.1, 
it follows that 55= C(D). 

In conclusion, we make the following application of § 8: 

Proposition 9.6. Relative to its Silov boundary, an integral maximal alge- 
bra A is not of type IIT. 

If 2 were of type III, then its rational closure would be a proper closed 
subalgebra containing 2. 

We do not know an example of an integral maximal algebra of type II,. 
Example 6.1 has type I, while 6.2 and 8.8 are not maximal. 
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Uber Fortsetzungen von Homologiestrukturen 
Von 
FRIEDRICH WILHELM BAUER in Frankfurt a.M. 


Einleitung 


Die vorliegende Arbeit hat zwei Ziele. Zu einer gegebenen Homologie- 
struktur (zur Definition siehe 1) sollen neue konstruiert werden, die einfachere 
Eigenschaften haben als die vorgegebene, und auBerdem sollen Isomorphie- 
saitze zwischen verschiedenen Homologiestrukturen hergeleitet werden. Ge- 
nauer wollen wir unsere Probleme so formulieren: 

(x) Gibt es zu einer vorgegebenen Homologiestruktur D, die auf einer 
Kategorie A, erklart ist, immer eine Homologiestruktur @, die auf einem 
A 2 A, erklart ist, so daB D in A, mit S zusammenfallt ? Gibt es insbesondere 
zu einem D in A immer ein @, welches projektiv ist, d. h. welches so beschaffen 
ist, daB.sich das Diagramm S 


4 
A+-B-O 


mit exakter Reihe zu einem kommutativen Diagramm 


ce 
A+B+O . 
erganzen laBt ? (Durch die Pfeile sollen hier Homomorphismen der Homologie- 
theorien angedeutet werden.) 
(8) Es soll in A, fiir zwei Homologiestrukturen B und © gelten: 


(1) B=. 


Wann gilt diese Beziehung (1) auch fiir ein vorgegebenes A > A,, fiir welchesD 
und © erklart ist? Das zweite Problem gewinnt besondere Bedeutung, wenn 
wir nicht mehr fordern, daB B und © auf der gleichen Kategorie A, erklirt 
sind, sondern auf zwei ,,isomorphen“ A, und B, (siehe 1.2.). Hierunter fallt 
nimlich die Frage nach den Dualititssitzen vom Alexanderschen Typus fiir 
beliebige Teilmengén des R". Die Kategorie A, ist hier die Gesamtheit aller 
kompakten Teilmengen des R", B, die Gesamtheit aller deren Restmengen, 
B soll die Gechsche Kohomologietheorie, die auf endlichen Uberdeckungen 
basiert, und © die Vietorissche Homologietheorie sein. Ist X,¢ X, in A,, so 
ist R”— X, 2 R"— X, in B;. Da.aber in einer Homologietheorie die indu- 
zierten Abbildungen gerade umgekehrt laufen wie in einer Kohomologietheorie, 
erstere ist ein ko-, letztere ein kontravarianter Funktor, besteht zwischen B, 
und A, sogar ein solcher Isomorphismus, der induzierte Inklusionsabbildungen 
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in © in ebensolche in D iiberfiihrt. In unserem konkreten Beispiel kann man 
also die Frage (8) nach einer Ausweitung der Identitat (1) auf die Kategorie A 
aller Teilmengen des R* auch so fassen: Gibt es Homologietheorien G, und 9,, 
so daB G,=>B in A, und 9,= 9 in B, und so daB in A 


(2) B,= 9, 
ist ? 

Wenn weiterhin B, irgendeine Kohomologietheorie ist, welche auf A, mit G 
zusammenfallt, kann man sie dann dualisieren, d. h. gibt es ein D,, so daB (2) 
fiir beliebige Teilmengen des R* gilt ? 

In dieser Arbeit werden die betrachteten Kategorien V-Kategorien sein, 
d.h. die Objekte der Kategorien bilden einen Verband V, so daB gewisse 
Abbildungen Inklusionsabbildungen sind. Dadurch wird es uns erméglicht, 
Homologie- und Kohomologietheorien formal gleich zu betrachten, denn eine 
Kohomologietheorie ist nichts anderes als eine Homologietheorie iiber der 

- V-Kategorie, der der zu V duale Verband V* zugrunde liegt (bei dem die A - 
und vy -Operationen vertauscht werden). 

Die in der vorliegenden Arbeit verwandte Lésungsmethode stiitzt sich auf 
folgende Uberlegung: 

Wir ersetzen den Raum X ¢ A, durch den Verband X aller seiner Teil- 
riume, sofern diese in A, liegen. Vermége G entspricht X zunichst eine 
Menge von Gruppen H (X,) (fiir eine feste Dimension, die wir aber nicht naher 
bezeichnen) (X,¢ X). Die Menge aller ¢* ¢ H(X,) fiir alle X,¢ X nennen wir 
G(X). Es wird in G(X) eine teilweise Ordnung durch die Forderung ein- 
gefiihrt, daB (*:< ¢** heiBen soll, wenn X, ¢ X, und vermége der Inklusions- 
abbildung i}: (** = i, (4 gilt. Wegen (1) sind die beiden teilweise geordneten 
Mengen 3(X) und D(X) isomorph. K6énnten wir nun zu den Elementen in 
G(X) sog. Atome finden, d. h. Elemente der Art, daB folgende Eigenschaften 
erfillt sind: 

(1) Jedes Element von G(X) enthalt mindestens ein Atom; es ist (**¢%(X) 
eine Klasse von in X, homologen Atomen; 

(2) Ist z ein solches Atom und « €%(X) mit z= «, so gilt z = «; so kénnten 
wir von zu einem G,, welches in A erklart ist, auf folgende Weise kommen: 

Zu einem beliebigen Y ¢€ A betrachten wir die Gesamtheit aller Atome, 
die in Y liegen, d. h. deren Trager in Y liegen. Fiir diese Atome finden wir 
einen Homologiebegriff, der von A, unabhangig ist, d. h. der die Homologie- 
beziehung fiir zwei Atome direkt regelt (wir werden gleich solche Homologie- 
begriffe angeben), und erkliren auf diese Weise U,(Y). Die Idee laBt sich 
also so charakterisieren: A, und A sind beide atomar. Eine Menge von Atomen, 
die in A ein Element Y liefert, liefert insbesondere ein Element X ¢ A,, wenn 
noch zusitzliche Bedingungen zwischen den Atomen gegeben sind. Ist das 
dem X entsprechende U(X) auch atomar, so suche man die entsprechenden 
Bindungen zwischen den Atomen in G(X) festzustellen. Lést man diese Bin- 
dungen in X, G(X) und D(X), so bekommt man, da U(X) und 9(X) atomar 
und isomorph waren, wieder isomorphe B, bzw. D, heraus. 
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Fir die Méglichkeiten, die Homologie in A zu erkliren, sollen zwei Beispiele 
gebracht werden: Man kann sagen, daB z * 0 in Y sein soll, wenn es ein rela- 
tives x in (Y, |z|) (mit |z| wird der Kérper von z bezeichnet) mit 2 x = z gibt, 
wenn z in Y berandet. Da wir in der Definition einer Homologiestruktur die 
Forderung finden werden, daB die Homologiesequenz 


(3) 00:0 a n(X) ig H,,(X, Y) > H,-1(Y) i H,,,(X) > eee 


teilweise exakt ist, also das Produkt je zweier aufeinanderfolgender Homo- 
morphismen Null ist, und da, wie wir noch genauer feststellen werden, eine 
Homologietheorie, in der ,,Beranden“ mit ,,homolog Null“ fir die Atome 
zusammenfallt, exakt ist, folgt, daB obige Erklirung der Homologie der 
schirfste Homologiebegriff ist, den es firD gibt. Das soll besagen, daB, wenn 
ein beliebiger Homologiebegriff ,,~“ gegeben ist, aus z ~ 0 in Y folgt z ~ 0 
in Y. Die Homologietheorie, die aus B in A, in dieser Weise fir A hervor 
geht, werden wir D* nennen. Wir werden sehen, daB U* im oben beschriebenen 
Sinne projektiv ist. Die zweite Methode, zwischen den Atomen in B einen 
Homologiebegriff einzufiihren, besteht darin, daB man zy 0 in Y setzt, 
wenn z~ 0 in jedem X 2 Y, X € A,. Offenbar ist das der schwiichste iiber- 
haupt mégliche Homologiebegriff, wenn naimlich z ~ 0 in Y beziiglich eines 
beliebigen Homologiebegriffs ist, so folgt aus (2), daB zz 0 in Y ist. Alle 
anderen Homologiebegriffe liegen zwischen diesen beiden, so z. B. auch der 
folgende, der als eine Synthese beider bezeichnet werden kann: 

Es soll z ~ 0 in Y sein, wenn es eine absteigende Folge {X,} mit X,¢ X,_,, 
r\X,= Y und X,¢ A, sowie eine Menge x, von relativen Atomen gibt, so daB 
0 2,= zin X, und 2,y 2;,-, in X, ist. Wenden wir diese Erkenntnisse auf das 
Problem der Dualitiétssitze an, so gewinnen wir zwei Dualitatssitze, die fiir 
beliebige Teilmengen des R* gelten und im Falle kompakter Mengen mit dem 
bekannten Alexander-Pontrjaginschen Dualitaétssatz zusammenfallen. 

Der Satz, der aus der Homologietheorie D* entsteht, ist von Srrymkow 
in [7] bewiesen worden, der Satz, der aus der zweiten Homologiestruktur 
entsteht, ist relativ trivial. 

Die Ahnlichkeit zwischen dem oben gekennzeichneten Atombegriff und 
dem Begriff des Zyklus in der simplizialen Homologietheorie ist ins Auge 
fallend. Die simplizialen Zyklen erfiillen gerade die Voraussetzungen, die wir 
an die Atome gestellt haben. Bei allgemeinen’ Homologietheorien, wie z. B. 
bei der Vietorisschen, ist es hingegen so, daB Zyklen und die von uns definierten 
und fiir solche Theorien noch zu konstruierenden Atome nicht zusammen- 
fallen. 

Es soll noch auf den Unterschied zwischen den zwei Begriffen ,,ein Atom z 
liegt in einem Raum X“ und ,,ein Atom z ist kleiner als ein (* ¢ H(X)“ ein- 
gegangen werden. Erstere Aussage bedeutet lediglich, da8 der Trager von z 
in X enthalten ist, wihrend die zweite Aussage bedeutet, dab z ein Homologie- 
element (* von G erzeugt. Wenn z ¢ (* ist, dann liegt z in X, aber nicht um- 
gekehrt. Wir werden sehen, daB die Kohomologietheorie t, von Cxcu, die 
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auf endlichen Uberdeckungen basiert, die gleichen Atome hat, wie die Koho- 
mologietheorie t von Cxcu, die auf unendlichen, sternendlichen Uberdeckungen 
basiert. Der Unterschied zwischen t und 1, besteht darin, daB, in der Sprache 
der Atome, nur gewisse Atome von Tt, eine Klasse in 1, bilden. 

Alle Probleme, die wir uns gestellt haben, erscheinen nun zusammen- 
gedraingt zu der Frage, wann und wie man sich zu einer vorgegebenen Ho- 
mologiestruktur G Atome verschaffen kann. Zu diesem Zwecke werden wir, 
ganz analog wie oben, U(X), jetzt U(A,) betrachteri als die Gesamtheit aller 
Homologieelemente {* ¢ H(X) mit der gleichen Anordnungsbeziehung. Es ist 
G(X) ein Spezialfall von G(A,), wenn wir A,= X setzen, was ja selbst wieder 
eine V-Kategorie ist. se 

In %(A,) werden wir jetzt Idealtheorie betreiben. Um das tun zu kénnen, 
werden wir an Stelle von A, die V-Kategorie A,, die verbandstheoretische 
Vervollstaindigung von A,, betrachten [5]. Jedes [* in%(A,) kann man offen- 
bar mit dem von ihm erzeugten Hauptideal (¢*) in G(A,), d. h. mit der Ge- 
samtheit aller Elemente, die gréBer als (* sind, identifizieren. Eine Vorstufe 
der Atome sind diejenigen Ideale 3 in G(A,), deren Norm {3 (d.h. die zu- 
gehérigen Ideale in A,) Hauptideale in A, sind. Die gleichen Betrachtungen 

‘machen wir dann mit U(A,,), wobei A,, die V-Kategorie ist, deren Elemente 
die Paare (X, Y) (X 2 Y) sind. Diese besonderen Ideale sind aber noch nicht 
die Atome. Zu diesen kommen wir erst, wenn wir bedenken, daB der Rand 
eines Atomes z im allgemeinen kein Atom mehr zu sein braucht. 

Die neuen Atome sind dann die Rander der relativen Atome und deren 
Summen, wobei jetzt, wenn z,< z, war, fiir die neuen Atome das nicht mehr 
zu gelten braucht, weil es keine z,< x, mit @ x,< 0 x, geben muB. 


1. Allgemeine Homologiestrukturen 

1.1. In diesem Abschnitt sollen die Bereiche definiert werden, auf denen 
Homologietheorie betrieben werden soll. Die Begriffe Funktor und Kate- 
gorie [6] werden als bekannt vorausgesetzt. Es erweist sich aber als zweck- 
maBig, diesen beiden Bereichen noch eine weitere Struktur zu unterlegen. 

Definition 1.1: Sei A eine Kategorie, deren Objekte einen Verband V, 
mit Nullelement 0 bilden. Zu je zwei Objekten X, Y mit X < Y soll es eine 
und nur eine Abbildung if : X — Y in A geben, so daB 


(1) iF ig=if (XS Y<Z) 


ist und so da8 i¢ eine Einheit in A ist [6] fiir alle X ¢ A. Es soll fiir irgend- 
eine Aquivalenz / ¢ A if = fi gelten. Sodann nennen wir A eine V-Kategorie. 

Die Gesamtheit aller topologischen Raéume mit dem gewéhnlichen mengen- 
theoretischen Durchschnitt und der mengentheoretischen Vereinigungsbildung 
bilden eine V-Kategorie. Das gleiche gilt von der Gesamtheit aller metrischen 
Raume, aller Teilraume des R" und von der Menge von G-Moduln fiir festes G. 
In letzterem Beispiel hat man die Vereinigungsbildung durch das lineare 
Kompositum zu ersetzen. Fiir uns von Bedeutung ist noch das Beispiel der 
V-Kategorie S aller Simplizialkomplexe. 
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Es kann natiirlich sein, daB es in A Abbildungen f gibt, die keine i$ sind, 
es kann sogar sein, daB es zwischen zwei X,Y mit X¥ < Y auBer i$ noch 
weitere {: X — Y gibt, die dann wegen obiger Eindeutigkeitsforderung keine 
i-Abbildungen sind. 

1.2. Definition 1.2: Seien A und B zwei V-Kategorien, so daB (1) B Unter- 
kategorie von A und (2) V, Unterverband von V , ist, so nennen wir B V-Unter- 
kategorie von A. 

Ist 7’: A B (1) ein Funktor von A nach B und (2) ein Verbandshomo- 
morphismus von V, nach Vz, dann nennen wir 7’ einen V-Funktor. Man 
kann aus einer V-Kategorie A in mannigfacher Weise neue konstruieren. Wir 
gehen z. B. von A zu der Gesamtheit A, aller Paare (X,Y) = ®, X,Y € A, 
Xz Y ier. Wir setzen (X,Y) v (X’, ¥Y’)=(X vy X’, Y vy Y’) und (X,Y) A 

A(X’, ¥’) =(X AX’, YAY’). Sind (X,Y), (X',¥’)€ A, und /:X +X’, 
i: ¥ + Y', so daB fit = i} f,, so nennen wir das Paar (j,/,) = @ eine Ab- 
bildung von (X, Y)->(X’,Y’). Insbesondere erhalten wir die Inklusions- 
abbildungen tt: P = (i}-, i}-). Man sieht sofort, daB A, wieder eine V- 
Kategorie ist. 

Zu A kann man auch eine duale Kategorie A* bilden. Jedem X € A ordnen 
wir ein Symbol X* eineindeutig zu. Es soll X* y Y* = Z* dann und nur 
dann sein, wenn X A Y = Z ist (entsprechend fiir A). Hat V, noch ein 
maximales Element (was bekanntlich keine echte Forderung ist, da man ein 
solches stets hinzudefinieren kann), so kann man (A*), bilden. Die Elemente 
sind die Paare (Y*, X*) mit Y* > X*, also X => Y. Dem Element (X, 0) 
= X in A, entspricht jetzt allerdings das Element (0*, X*) und nicht etwa 
(X*, R*). Bei unserem Bemiihen, Kohomologiestrukturen von unseren Be- 
trachtungen auszuschalten, wird diese Bezeichnung noch von Bedeutung sein. 

1.3. Jetzt kénnen wir Homologiestrukturen definieren : 

Definition 1.2: Sei A eine V-Kategorie, so bezeichnen wir mit DU eine 
Menge {H,} von kovarianten Funktoren (n = 0, 1, 2, . . .) von A, in die Kate- 
gorie © aller G-Moduln (fiir festes G). Diese Zuordnung soll folgenden Axiomen 
geniigen: 

(1) Es gibt einen Homomorphismus @: H,(X,Y)>H,-~,(Y) mit 0f,= f,@ 

fiir alle f, = H(f) f € Ay. 

(2) Die Homologiesequenz 


(2) «++ H,(X,Y) 5 Hy-,(¥) $ Hy—y(X) & Hy—(X,¥)> ++ 


mit z. B. i = H(i: Y + X) ist von der Ordnung 2 [6], d. h. das Produkt 

zweier aufeinanderfolgender Homomorphismen ist der Nullhomomorphis- 

mus. Wir fordern noch, daB H(X, X) = 0 ist. 

Die Definition 1.3 ist so allgemein, daB sogar die Homotopiegruppen 
darunter fallen. : 

Aus der teilweisen Exaktheit wollen wir einige Folgerungen ziehen. Zu- 
nachst betrachten wir zwei Begriffe, die in der simplizialen Homologietheorie 
fiir endliche Simplizialkomplexe zusammenfallen. Der eine ist der Begriff 
Math. Ann. 135 7 
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des Berandens. Ein Element ¢¥ ¢ H,(Y) (die Dimension werden wir im fol- 
genden, wenn keine Mi®verstindnisse auftreten kénnen, weglassen) heibt 
homolog Null in X : ¢¥~ 0 in X, wenn i} C¥ = 0 ist. Es heiBt ¢¥ berandend 
in X, wenn es ein (°¢ H(®) (® = (X, Y)) “mit af° = LY gibt. 

1.4. Aus der teilweisen Exaktheit von (2) folgt, daB, wenn ¢¥ in X berandet, 
¢¥~ 0 in X ist. Wir zeigen dariiber hinaus: 

A. Es ist die Homologiesequenz in dem Abschnitt 
(3) H,,(X, Y)-> n-1(Y)> n-1(X) 


dann und nur dann exakt, wenn aus der Tatsache, daB (¥~ 0 in X ist, folgt, 
da8 t¥ in X berandet. 

Beweis: Ist (3) exakt, so besagt das, daB, wenn i,¥ ¢¥ = 0 ist, ein &(.¥) 
mit 9 &*.¥) = ¢¥ existiert. Gibt es andererseits zu jedem ¢¥ mit i, CY =0 
ein. solches §:¥), so ist das gerade die Forderung der Exaktheit. 

Wie in der Einleitung angedeutet, fiihren wir jetzt die teilweise geordnete 
Menge %(A,) ein. Die Elemente sind die ¢®°(®¢ A,), und es ist (°< £”, 
wenn i,g (° = ¢” ist. 

Man kann das Ergebnis A auch auf den relativen Fall ausdehnen. Dazu 
miissen wir definieren, was es heiBen soll, daB ¢(*-¥) in (Z, 7’) homolog Null ist 
bzw. berandet. Es heiBt, ganz wie oben, (4-¥)~ 0 in (Z,7) dann und nur 
dann, wenn i,{F'7) ((4-¥) = 0 ist. Es heiBt [4.¥) berandend in (Z, 7’), wenn es 
ein eolehes f7.¥) mit A0(7,¥) = 964%." und ein &4:7Y*) gibt mit A&47VM< 
S intr, ¥) CP) — ig, 2) OY). 

Bevor wir daran gehen, e~ A entsprechenden Satz zu beweisen, wollen 
wir uns davon iiberzeugen, daB im Falle Y= 7'= 0 diese allgemeine Defi- 
nition mit der speziellen fiir absolute ¢* zusammenfallt. Es ist dann naémlich 
(7. ¥) = £0, — 0 und es kann (7 * = (* gesetzt werden. Die Forderung nach 
dem &4:7V%). &4,X) mit 9 = (* ist aber gerade die spezielle Form des 
Berandens. AuBerdem ist noch der Fall von Rateutung. daB X = Zund Y = 0 
ist. Es soll ein £7 geben, so daB i,% (* — i,7 [7 = 04.4) = Oist. Betrachten 
wir die Homologiesequenz in dem Stiick 


(4) H,,(T) > H,(X) > H,(X,T), 


so erkennen wir, daB das Zusammenfallen von Beranden und memeing Null 
besagt, daB diese Folge exakt ist, denn aus (* — i,7 (7 = 0 folgt i,% 7), (* = 0 
und (% = §,7 C7. 

Man sieht, daB unsere Definition von Beranden anschaulich ist. Wir 
werden sie benutzen, um mit ihrer Hilfe spiter zwischen den Atomen einer 
Homologiestruktur eine Homologie zu erklaren. 

Nun kommen wir zu der Behauptung: 

B. Es ist die Homologiesequenz exakt dann und nur dann, wenn ,,Be- 
randen und ,,homolog Null‘ zusammenfallen und es zu jedem {(*-¥) mit 
ac(X.¥) = Oein C¥ mit ia pC = C4-¥) gibt. 

Bevor wir in den eigentlichen Beweis eintreten, zeigen wir: 

C. Es gilt stets, daB aus ,,Beranden“ ,,homolog Null folgt 
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(X,Y T.Y ° 
Beweis: Wenn tetx'v 7, y) 6%¥) - ifr, yy OOF ¥) ig tN) 
ist, so ist 


x.¥) ag. TV) 


. Hee 
ia(Z BO = big iff CTY) =O 


und te, = i,%, 2.7) igz 
und darum i,(Z " C%.Y) — 0 gilt. 


ALS 9 ee: TV X) vz a &. Tv) =0 


D. Ist die Homologiesequenz exakt, so fallen ,,Beranden“ und ,,homolog 
Null‘ zusammen. 

Fir den Fall X = Z, Y = 0 haben wir die Behauptung bereits eingesehen. 
Bevor wir den allgemeinen Fall zeigen, gehen wir zu dem Fall Y = 0, X > 7 
iiber. 

E. Aus i indy, T) om 0 folgt, daB (* in (Z, 7’) berandet. 

Beweis: Es ist i,7 nyisz 6* = 0, also gibt es ein (7, so daB i, (* — i,7 (7 
= 0 ist. Das heiBt aber i,* (¢* — i,% (7) = 0 und wegen A gibt es ein £4.) 
mit dé = (*— iat CT, womit alles bewiesen ist. 

Beweis von D.: Aus 

i, 2) ot. 5) nn 0 folgt 0 ig Fp) 6% 7 nf oO 0%, TP on 0, 


und wegen "A gibt es ein C7.¥) mit 0 ¢(7.%) = 9f4.¥), Da die Homologie- 
sequenz in dem Abschnitt 

(5) H,,(X) > H,(X, Y) > Ay-(Y) 

exakt ist fiir beliebiges X => Y € A, gibt es, wenn 0 &4.¥) — 0 ist, immer ein 
cx < é(%, Y). 

Fiir uns heiBt das, daB es ein ((7Y*) mit (°7Y*) < tfF FP y) 6%) - 
— ig Py y) C7 gibt. Es bleibt zu zeigen, daB ¢7’* in Z berandet. Wir 
berechnen : 

igSVE CxVT — i, . Pp tiX¥) — i,(? He t(T,Y) =. 
Das ist aber gerade der pa 2 wo wir bereits ein &(2,7V) und ein ¢ er mit 
aé@,TVX)— (XVT_ ighyx ¢? gefunden haben. Unsere Behauptung ther des 
Beranden wird nun offenbar durch das Paar §@.7Y%), ((7.¥) + i,% y) CF 
erfiillt. 

Die Notwendigkeit der Exaktheit der Homologiesequenz in den Teilen (3) 
und (5) fiir das Zusammenfallen von ,,Beranden‘‘ und ,,homolog Null‘ -wurde 
bereits in A Ln on = (3) bewiesen. Ist sie in dem Teil (4) nicht exakt, so 
gibt es ein (*, i,4) y) [* = 0, so daB es kein C¥ mit i,} C” = (7 gibt, was aber 
gerade besagt, daB ¢* nicht berandet. Damit ist B vollstandig bewiesen. 

15. Zum SchlaB dieses Abschnittes wollen wir in der gewéhnlichen Weise 
iiber einer V-Kategorie A, Kohomologiestrukturen einfihren, allerdings 
werden wir zeigen, daB bei der von uns erreichten Allgemeinheit diese Ein- 
fiihrung tiberfliissig ist. 

Definition 1.5: Sei A eine V-Kategorie, so bezeichnen wir mit R eine 
Menge {H"} von kontravarianten Funktoren (n = —0, —1, —2,...) von A, in 
die Kategorie der G-Moduln (fiir festes G). Diese Zuordnung soll den beiden 


Axiomen geniigen: 
7* 
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(1) Es gibt einen Homomorphismus 6: H"(Y) + H**1(X, Y) mit /*6=46/*. 

(2) Die Kohomologiesequenz 
(6) eee é H* (xX, Y) ar} H"(X) = H*(Y) S. H+1(X, Y) 4 eee 
mit i* = H (i: Y + X) ist von der Ordnung 2. 

Wir behaupten nun, daB eine jede Kohomologietheorie iiber einer V-Kate- 
gorie A, mit maximalem Element R, welches wir als akozyklisch voraus- 
setzen, sich als Homologietheorie tiber der V-Kategorie (A*), darstellen laBt 
(1.2.). Jedem (X, 0) € A, wird jetzt zugeordnet das Element (0*, X*). Wir 
definieren H-"(X*) = H,(X) und H-**1(Y*, X*) = H,(X, Y)(X = Y). Einer 
Abbildung i: X < X’ entspricht die Abbildung i* : H(X*) > H(X’*), wobei 
jetzt allerdings X*> X’* ist. Ist (X,¥)=>(X’,Y’) mit Y’+0, so wird 
i*: H(X'*, Y'*) + H(X*, Y*) durch i* : H(X’, Y’) + H(X, Y) erklart. 

Um auch den Korand zu erkliren, gehen wir zur Homologiesequenz iiber: 


(2) -+++H,(¥) > H, (X) > H,(X, ¥) > Hy4(¥Y)>-°. 


Machen wir obige Ubertragung, so bekommen wir die zur ersten isomorphe 
Sequenz : 
(7) H-" (Y*) an se (X*) Be y-nti (Y*, X*) * Wn (Y*)+--- 

Unsere Aufgabe ist es, die Bedeutung der Abbildungen k, festzustellen. 
Natiirlich ist k,= i*%°, was wir oben erklirt haben. Der Abbildung &, ent- 
spricht in (2) die Abbildung j*, aber wir sehen, daB es in (A*), gar keine In- 
klusionsbeziehung gibt, die dieser Abbildung entspricht, denn es ist X* > 
2 (Y*, X*), wir definieren daher durch k, den Korand. Anders ist es bei k;. 
Ihm entspricht der Randoperator, aber in (7) gilt (Y*, X*) > Y*, also miiBte 
es hier eine Inklusionsabbildung sein. Da durch Inklusionen in (2) diese 
Inklusionsabbildung nicht zu definieren ist, erklaren wir sie durch 0. Damit 
haben wir eine vollstandige Definition aller Abbildungen und Gruppen in (7) 
erreicht. Die Sequenz (7) ist offenbar bei entsprechender Umbenennung der 
Elemente aus (A*), nichts anderes als die Kohomologiesequenz (6). Durch 
die Festsetzungen beziiglich k, und k, haben wir auch die fehlenden, von 
Inklusionsabbildungen induzierten Abbildungen erklart. Ebenso zeigt man 
die umgekehrte Behauptung, bei der man von & zu einer Homologietheorie 
iibergeht. 


2. Konstruktion der Atome 


2.1. In der Einleitung haben wir hervorgehoben, daB unsere Methode, 
aus einer gegebenen Homologiestruktur eine neue zu konstruieren, darin be- 
steht, die Atome der vorgegebenen Struktur zu belassen und nur die Homo- 
logiebeziehung zwischen ihren Atomen abzudndern. Diese Atome sind Ele- 
mente, die formal die gleichen Eigenschaften wie die gewéhnlichen Homologie- 
elemente ¢*¢ H(X) haben, sie besitzen also auch einen Trager, der in der 
verbandstheoretischen Vervollstaéndigung A von A liegen kann. Um die 
notige Freiheit fiir spaétere Anwendungen zu haben, werden wir folgenden all- 
gemeinen Fall betrachten: 





~~ > -— je eel 


ee ee ee ee 


-— 
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Gegeben sei eine teilweise geordnete Menge M = M,, so daB es zu jedem 
Element « € M, ein eindeutig bestimmtes |a| ¢ A gibt, wobei A ein Verband 
ist. Es soll |a| = || sein, wenn « = # ist. Ist |a| = X ¢ A, so gibt es ein 
und nur ein £ = a, |8| = X. Wir erweitern M jetzt zu einem Bereich M, der 
aus den Elementen von I besteht und aus géwissen anderen, die wir Atome 
nennen und die die folgende Eigenschaft haben: 


(1) Zu jedem « € M gibt es ein Atom z < a. 
(1a) Zu jedem X > |z|, X € A, gibt es ein « > z mit |a| = X. 
(2) Ist « € M und z ein Atom mit « < z, so ist «= z. Es ist z,=— z, dann 


und nur dann, wenn fiir jedes (?> z,(i = 1, 2) CP = C2 gilt. 

(3) Ist a< B, (a, B €M), dann ist die Gesamtheit (z), aller Atome mit 
z = @ in (z), enthalten. 

Die Konstruktion dieser Atome in einem vorgegebenen I wird so erfolgen, 
daB8 wir sie in eindeutiger Weise durch gewisse Ideale in I kennzeichnen und 
dabei sogar einen Eindeutigkeitsbeweis fiir sie bekommen. Es ist also unsere 
nachste Aufgabe, in IM Idealtheorie zu betreiben. 

2.2. Definition 2.2: Sei M eine Teilmenge von M, die folgende Eigenschaft 
hat: 


(1) Ist a€ M, BSa, so ist Bc M. 
(2) Ist a, B € M, so gibt es ein y < «, B mit |y| = |a| A | A}. 
(3) Ist a, B € M, |a| = |B|, so ist « = £. 


Sodann soll M ein Ideal in M heifen. 


Unter den Idealen zeichnen sich nicht nur die Hauptideale («) = {8 | B >a} 
aus, sondern auch die sog. Kernideale. Unter einem Kernideal K verstehen 
wir ein solches Ideal, zu dem es ein X ¢ A gibt, so daB « ¢ K, dann und nur 
dann, wenn |a| > X ist. Es ist zwar jedes Hauptideal Kernideal, aber nicht 
umgekehrt. Ein Kernideal hei8t maximal, wenn sich kein Kernideal finden 
1aBt, welches es (im mengentheoretischen Sinne) enthalt. Setzen wir voraus, 
daB B atomar ist, so kénnen wir mit einem vorgegebenen Atom z die Gesamt- 
heit aller « betrachten mit z< «. Diese Menge, die wir (z) nennen, ist ein 
Ideal in M und ein Hauptideal in M. Wegen (2) ist es sogar ein maximales 
Hauptideal. Ist X € |(z)|, so gibt es ein a >z mit |a| = X wegen (la), und 
darum ist in M(z) maximales Kernideal. Im ganzen besagt das also: 

A. Ist M atomar, so lassen sich die Atome durch maximale Kernideale 
beschreiben. 

B. LaBt sich in M zu jedem Hauptideal ein maximales Kernideal finden, 
welches es enthalt, so ist IM atomar. 

Beweis: Da sich in M die Elemente auch durch die von ihnen erzeugten 
Hauptideale beschreiben lassen, besagt unsere Voraussetzung gerade das Er- 
fiilltsein von (1). Man beachte, daB (z) 2 (x) dasselbe besagt wie z< a. Da 
unsere Kernideale maximal sein sollen, so ist auch (2) erfiillt. 

Bevor wir (3) nachweisen, zeigen wir; 











102 FrrepricH WILHELM Baver: 


C. Es ist a,~ a, in X€A (d.h. a, aS a mit ja] < X) dann und nur 
dann, wenn es ein Ideal N mit («,), («,) 2. N und X €\N| (= der Gesamtheit 
aller |x| mit « ¢ N) gibt. 

Beweis: Ist «,~ a, in X, so heiBt das, daB es ein « mit |a| = X und («,), 
(a) 2 (a) gibt. Das Ideal N = (a) erfiillt alle Forderungen an N. Gibt es aber 
ein solches N, so gibt es ein a € N mit |a| = X. Es ist «,, a,< « und daher 
@,~ a, in X. 

_ Aus « = B folgt, daB (x) 2 (8) ist, d. h. daB jedes maximale Kernideal K, 
welches gréBer als («) ist, auch gréBer als (8) ist, womit B gezeigt ist. 

2.3. Wir wollen jetzt voraussetzen, daB alle «, 8 mit X = |a| = || eine 
Gruppe bilden, die wir H(X) nennen. Dabei soll aus ,, 8, € H(X,), a, B2€ 
€ H(X,) mit a,< a und £,< #, folgen «,+ £,< a+ B,. Diese Forderung 
findet ihren Niederschlag bei den Atomen in folgender Weise: 

(4) AuBer den Atomen soll es in M noch solche Elemente a geben (sog. Mole- 
kiile), so daB fiir jedes X € A alle Molekiile mit |«| < X eine Gruppe N(X) 
bilden und so daB aus a,,b,¢ N(X,), ag, 6,.¢ N(X,) und a,< ay, 5,5 d, 
folgt, daB a, + b,< a,+ by ist. 

Fir die Molekiile soll (1), (1a), (3), aber nicht (2) gelten. Wir beweisen 
zunachst : 

D. Sind N, und N, zwei Kernideale und erkliren wir N = N,+ N, 
= {a,+ a} fiir alle a,¢ N, mit |«,| = |a,|, so ist diese Addition stets erklart 
und N ist Kernideal. 

Beweis: Ist «,+ a,¢ N und £ = a+ a, so gibt es ein a und ein a; in |N|, 
so daB aj + ag = B ist. Ist a,+ a, B,+ B,¢ N, so gibt es ein y,S m%, A; 
Ya % Bz mit |y,| = |y| = lol A [Ai] = lool A |B3|. Fir y= y+ yo gilt: 
YS H+ %, B+ By, und da |a,+ a] = |a,| = |a| und |8,+ B,| = |B,| = |B.) 
war, ist |y| = |a,+ | A |8,+ £,|. Sind die Kerne von N,, N, X, bzw. X,, 
so ist der Kern von N X, vy X,. 

Wir kénnen, wie man sofort sieht, die Molekiile durch die Kernideale in M 
beschreiben mit der oben definierten Addition. Man sieht sofort, daB, wenn N, 
und N, maximale Kernideale sind, also in der Bezeichnungsweise von oben, 
Atome, N,+ N, kein maximales Kernideal zu sein braucht. Sind die H(Y) 
(Y € A) G-Moduln, so kann man natiirlich auch N(X) zu einem G-Modul 
machen. Wir kénnen jetzt auch Elemente a mit |a| = X fiir beliebiges X ¢A 
erkléten, die keine Atome und auch keine Summe von Atomen sind: Wir 
meinen beliebige Kernideale in 9, die keine maximalen Kernideale sind. 
Bei der Definition des Randes werden wir diese Elemente sogleich bendtigen. 
Wir werden diese Elemente auch wieder Molekiile nennen und wie gewohnlich 
die Addition und die Beziehung a < b idealtheoretisch erklaren. 

2.4. Wir kommen unserem eigentlichen Ziel noch einen Schritt niher, 
wenn wir jetzt noch einen Randoperator in M zulassen. Wir setzen also 
voraus, daB M = M, mit B= A, ist. Der Operator @ soll die Forderung 
erfiillen, daB aus a < # folgt da <2 8 und daB Ax, + Aa,= O(a,+ a) ist. 
Fiir die Molekiile fordern wir: 
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(5) Zu jedem Molekil a mit |a| = (X, Y) € A, soll es ein eindeutig bestimmtes 
Molekiil 0a mit |@a| = Y geben, so daB aus a,< a, (mit a,€ M) Ia, < Ja, 
folgt und daB da,+ da,= 0(a,+ a,) ist. 


Wegen der Forderung, daB aus a,< a,, 0a,< 0a, folgen soll, muB der 
Randoperator fiir die entsprechenden Kernideale N = {x} durch 9N = {0a} 
erklart werden. Es zeigt sich, daB bei dieser Erklirung N wieder Kernideal ist. 

Zunachst ist @N ein Ideal, denn wenn @a¢€@N und #2 2a ist, mit 
ja| = (X,Y) und |f| = Y,, so setze man Y= (X y Y,, Y,) und man findet 
ein a, mit a,< « und |a,|=Y. Es ist da,= 8. Ist Aa,, a,¢AN mit |a,| 
= (X,, Y,), so gibt es, da N Ideal ist, ein 6 = a, a, mit |a,| A |a,| = 8. Das 
aber besagt, daB 08<@a,,0a, und |0/| = |Aa,| A |da,| ist. Die Ideal- 
bedingung (3) ist ebenfalls erfiillt. 

Ist N Kernideal, so hat es einen Kern K =(X,Y). Wir behaupten, dab 
Y der Kern von @ N ist. SeiZ => Y(Z € A), so gibt es ein D ¢€ |N| mit = (7',Z), 
da es ein @’ =(7", Z’) mit ®’¢ |N| und Z’< Z geben muB. Da O€ N, gibt es 
ein « mit |j«| = ® und es ist |@a| = Z=>Y, womit gezeigt ist, daB @N Kern- 
ideal ist. 

Man iiberzeugt sich, daB bei dieser Definition auch @ mit der Addition 
vertauschbar ist. Im allgemeinen ist der Rand eines Atoms selber kein Atom 
mehr. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der Definition von I bezeichnen 
wir, wenn «,, ®(® >(a,)) gegeben ist, das eindeutig bestimmte « > a, mit 
\ja| = ® durch i,'¥! a. Es ist i, ein Homomorphismus, der im Falle 2.4 
sogar mit 0 vertauschbar ist. 

2.5. Endlich wollen wir uns noch von Axiom 2.1 (1a) freimachen, weil 
wir sonst zu viele Homologietheorien ausschlieBen miiBten, die nicht atomar 
im obigen Sinne sind, d.h., die die Voraussetzung in 2.2 B nicht erfiillen, 
daB jedes Hauptideal in einem maximalen Kernideal enthalten ist. Im 5. Ab- 
schnitt werden wir einsehen, daB die Cechsche Kohomologietheorie, basierend 
auf unendlichen, sternendlichen Uberdeckungen atomar ist. Die Cechsche 
Kohomologietheorie, die auf endlichen Uberdeckungen beruht, ist hingegen 
im obigen Sinne nicht mehr atomar, trotzdem wird sie von Atomen erzeugt, 
allerdings erzeugt nicht jedes Atom eine Homologieklasse, was zur Folge hat, 
daB Axiom (1a) nicht mehr zu gelten braucht. 

Wir wollen, um diesen Mangel zu beheben, zu einem Ideal K einen neuen 
Normbegriff IK| einfiihren. Sei {x,} eine monoton fallende Folge von Elementen 
in K, so betrachten wir das Element a = A|a;|¢A, welches im allgemeinen 

i 


nicht zu |K| gehért. Wir verlangen aber, daB es zu IK| gehéren soll und er- 
klaren K| als die Vereinigung von |K| und allen diesen a. Die Kernideale, die 
wir bisher angetroffen haben, nennen wir von nun an schwache Kernideale 
und Ideale K, die der Bedingung, daB IK] Hauptideal in A ist, geniigen, nennen 
wir Kernideale. Wenn wir in unseren Axiomen nun (la) weglassen, kénnen 
wir die ganzen Betrachtungen von 2.1—-2.4 wértlich belassen und bekommen 
eine Atomtheorie heraus, die diesen Axiomen geniigt, vorausgesetzt, daB die 
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Voraussetzung 2:2 B (jetzt im neuen Sinne zu interpretieren) erfiillt ist. Im 
Falle des obigen Beweises, wo behauptet wurde, daB ¥ der Kern von @N ist, 
gehen wir z. B.-so vor, daB wir zu dem dort benannten Z > Y ein @’ =(7", Z’) 
mit ®’¢ ny und Z’ = Z finden kénnen. Da jetzt ® ¢€ [M, gibt es zwar kein « 
mit |a| = ®, aber eine Folge {«,} mit A |a,| = ® und es ist jetzt A |Ja,| = Z. 

Unter diesen Umstanden kann es allerdings vorkommen, daB auch die 
Null in A Trager eines Atoms wird, welches allerdings auf der Null selber 
keine Homologieklasse erzeugt. Wenn wir von der vorgegebenen, in diesem 
Sinne atomaren, Homologiestruktur dann zu derjenigen iibergehen, in der 
alle Atome bereits auf ihrem Trager und auf jedem Element, das diesen Trager 
enthalt, Homologieklassen erzeugen, dann ist das im Sinne unserer Definition 
nur dann eine Homologiestruktur, wenn dieser Fall nicht eintritt. 


3. Konstruktion der Atome (Fortsetzung) 


3.1. Die Tatsache, daB es vorkommen kann, daB der Rand eines Atoms 
kein Atom ist, hat duBerst weittragende Konsequenzen. Im ersten Abschnitt 
haben wir némlich erkannt, daB ,,Beranden“ und ,,homolog Null‘ zusammen- 
fallen, wenn die Homologiestruktur B exakt ist. Es kann nun aber durchaus 
vorkommen, da8 zwar U(A,) exakt ist, die aus U(A,) hervorgehende Homo- 
logiestruktur G(4,) hingegen nicht, wobei O(A,) fiir ® ¢ A, durch die Kern- 
ideale in G(A,) erklart wird. Im folgenden soll, was nicht selbstverstandlich 
ist, vorausgesetzt werden, daB auch %(A,) die Axiome in Definition 1.3. 
erfiillt. 

Daran andert sich auch dann nichts, wenn man einfach verlangt, daB ein 
Atom z in einem neuen Sinne in einem Element X ¢€ A homolog Null ist, 
némlich dann, wenn es berandet. Da es vorkommen kann, daB der Rand 
eines Atoms x kein Atom mehr ist, gibt es also in diesem Falle ein Atom 
z,< 0 x, welches aber im neuen Sinne nicht kleiner als 0 x ist, weil es kein 2, 
mit 0 z,= z, und z,< z gibt. Die Atome dieser neuen Struktur, in der ,,Be- 
randen“ mit ,,homolog Null“ gleichgesetzt wird, sind also andere als die der 
alten Theorie, und zwar ist jedes Atom von %(A) auch ein neues Atom, aber 
nicht umgekehrt. Es kann Kernideale in G(A) geben, die keine maximalen 
Kernideale sind, wohl aber Atome in der neuen Struktur. Woilte man ver- 
suchen, diese Schwierigkeit dadurch zu iiberbriicken, daS man neue relative 
Atome durch Paare (z, z) einfiihrt, wobei @ x => z und z ein Atom ist, so kénnte 
es passieren, daB zwei Atome den gleichen Rand haben, ihre Differenz aber 
nicht gréBer als ein Zyklus ist, mit anderen Worten, es ware fiir die neue zu 
konstruierende Homologiestruktur die Homologiesequenz in dem Stiick 


H(X) > H(X,¥)—> H(¥) 


nicht exakt. 

3.2. Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen kommen wir jetzt zur 
Konstruktion einer Homologiestruktur *(A,), die exakt ist. Dabei setzen 
wir zur Erleichterung unserer Betrachtungen voraus, daB G(A,) exakt sein 
soll. Man kann eine beliebige Teilkategorie A,< A zugrunde legen, auf der D 
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exakt ist. Auch kann man ein beliebiges G in dem Stiick 1.4.5 dadurch 
exakt machen, da8 man zu H(X) alle (4-¥) mit 9 ¢ = 0 hinzunimmt und in 
naheliegender Weise eine Aquivalenz und Addition erklirt. Unter einem er- 
zeugenden ,,starken Atom“ (kurz s-Atom) verstehen wir den Rand eines ge- 
wohnlichen Atoms. Zwei Elemente 4,, 3, mit 2 z,= 4,,92,= 3, werden also 
auch dann als verschieden gerechnet, wenn es ein Atom z < 4,, §, gibt. Man 
kann natiirlich auch ein 4 durch die Gesamtheit aller 2 ¢O(A,) mit 0x = 4 
beschreiben. Unter 4,+ 4,= a wird die Gesamtheit aller der z,+ 2, mit 
z,€ 4, verstanden. Wir nennen a,< a,, wenn fiir jedes z,€ a,, 2,= i, 2%, mit 
2, € a, ist. 

A. Sei OF = {4.10 & = O}, so ist fiir beliebiges Y O°'< OF. 

Beweis: Aus der Exaktheit von B(A,) folgt, daB ein (* mit = i, y) ¢* 
und (, <¢, fiir &, < &, existiert, was die Behauptung ist. 

B. Jedes Kernideal von oben beschriebenen a’s ist in einem maximalen 
Kernideal enthalten. 

Beweis: Ein Ideal a ist maximales Kernideal, wenn es ein z¢a gibt, 
welches Atom ist, denn dann kann es kein a’ < a mehr geben. 

Die Gesamtheit aller dieser maximalen Kernideale bildet den Bereich der 
s-Atome. Der Traiger |a| eines Atoms ist der Kern des entsprechenden Ideals. 
Durch B kommen wir zu neuen s-Atomen, die in den Elementen vom Typ 
ti + 42 enthalten sind. 

Fir die relativen Homologieelemente fiihren wir auch erzeugende s-Atome 
ein: ein Atom z® soll auf dem Rand @¢ eines Atoms ¢ liegen, wenn es ein z 
gibt mit t = z — x (Differenz im Sinne der Idealaddition gebildet) und wenn 
sich jedes r,< Ot in z,— x, mit z,<z, z,< x zerlegen l4Bt. Ein erzeugendes 
relatives s-Atom nennen wir jetzt die Gesamtheit aller t, wobei z auf 0t = 4 
liegt, fiir ein festes s-Atom 3. Die Addition von zwei erzeugenden s-Atomen f,, 
rt, erklaren wir wie oben als die Summe ¢, + ¢, aller ¢,¢ x,, entsprechend er- 
klaren wir die Relation a,< a,. Die Bedingung, da8 z auf dem Rand von ¢t 
im Sinne der oben eingefiihrten Terminologie liegen soll, hat die Aufgabe, 
die Behauptung B auch fiir den relativen Fall zu liefern, denn andernfalls 
kénnte man z = x und ¢ = 0 setzen, man kénnte nicht mehr so argumentieren, 
daB a maximales Kernideal ist, wenn es ein Atom t¢ ¢ a gibt, weil t = 0 Atom 
ist und in jedem a vorkommt. Ist jedoch unter unserer Voraussetzung ¢ € a 
Atom, so kann es kein a,< a geben. 

Durch diese Betrachtungen haben wir alle s-Atome im relativen und ab- 
soluten Fall als die maximalen Kernideale beziiglich der. obigen Inklusions- 
beziehung, denen Summen von erzeugenden s-Atomen zugrunde liegen, de- 
finiert. 

Wir sagen jetzt, daB 4 in X homolog Null ist, wenn es ein ¢ mit Or = 4 
gibt. Ebenso sagen wir im relativen Fall, daB ein s-Atom r in (Z, 7’) homolog 
Null ist, wenn es berandet, also wenn es ein absolutes s-Atom a und ein b mit 
db = dr mit a < r — 6 gibt. Diese Homologietheorie nennen wir D*. 

C. Es ist B*(A,) exakt. 
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Beweis: Da ,,Beranden‘‘ und ,,homolog Null‘‘ zusammenfallen, brauchen 
wir nur noch fiir das Stiick: 


H,,(X) > H,(X, Y) > H,-,(Y) 


die Exaktheit nachzuweisen. Jedes (4; ") wird aber erzeugt durch ein x mit 
|x| =(X, Y). Da jetzt aber der Rand eines Atoms ein Atom ist, wegen der 
Exaktheit von U(A,), die Null aber nur den Trager Null hat, muB x ein ab- 
solutes Atom sein, w.z.b.w. 


4. Die grundlegenden Satze 

4.1. Im Abschnitt 2 haben wir gesehen, daB8 man zu jeder Homologie- 
struktur U(A), die der Forderung 

(A,), jedes Hauptideal in (A) ist in einem maximalen Kernideal enthalten, 
geniigt, eine Atomstruktur finden kann. Im folgenden wollen wir auBerdem 
annehmen, daB es nicht ,,zuviele“’ Ateme gibt, d. h. 

Zu jedem Atom z, welches auf einem Element @ 2 |z| keine Homologie- 

klasse C$ erzeugt, gibt es eine Folge {®,} (O,> ®,,,), so daB ® = \ M, und 
so daB z auf jedem ®, ein C$' erzeugt. 
Dies entspricht ganz der Situation, die wir am Ende von Abschnitt 2 be- 
sprochen hatten. Dabei wollén wir wieder die Atome und Molekiile, die ent- 
stehen, wenn man I, = %(A) setzt, schwache Atome und schwache Molekiile 
nennen. Durch die Forderungen (1)—(5) fiir die Atome bzw. Molekiile in 2 
wird weder %(A) noch G*(A) eindeutig bestimmt, aber da man immer eine 
Atomstruktur 3(A),, bzw. G*(A),, finden kann, deren Elemente alle maxi- 
malen Kernideale sind, und da andererseits alle Elemente einer beliebigen 
Atomstruktur sich durch maximale Kernideale beschreiben lassen, haben wir 
den folgenden Satz bewiesen: 

Satz 4.1: In jedem G(A) (bzw. B(A,)), welches der Forderung (A,) geniigt, 
gibt es eine den Axiomen (1)—(5) geniigende schwache und eine starke Atom- 
struktur. Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte maximale Atomstruktur 
DB(A,) m bzw. B*(A,) n- 

Wenn wir im folgenden von einer Atomstruktur sprechen, dann werden 
wir immer diese eindeutig bestimmte maximale Struktur meinen. Es sei noch 
erwahnt, da8 man die Konstruktion von %* natiirlich auch dann vornehmen 
kann, wenn % selber nicht atomar ist, denn jedes G hat in den maximalen 
Kernidealen Atome, die allerdings nicht mehr den Forderungen (1)—(5) aus 
Abschnitt 2 zu geniigen brauchen. Dabei kann es durchaus vorkommen, dab 
Q* die triviale Homologiestruktur ist. 

4.2. Um Homologiestrukturen vergleichen zu kénnen, brauchen wir den 
Begriff des Homomorphismus : 

Definition 4.2.: Seien G und B zwei Homologiestrukturen und sei @ eine 
Menge von Abbildungen go(®<¢ A), so daB gg: He(M) > Hy(P) (fiir alle 
Dimensionen) und so, da8 die folgende Bedingung erfiillt ist: 


(1) 9 Yo = God; aus CP: < CPs folgt wo, CPE < po, Ss - 
Dann nennen wir g einen Homomorphismus von © in 3. 





 . in—_in , 
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Jeder Homomorphismus erzeugt einen Homomorphismus @ der Kern- 
ideale von @(A) in die Kernideale von G(A). Allerdings brauchen maximale 
Kernideale nicht in maximale Kernideale tiberzugehen. 

Man kann jeden Homomorphismus 9g, der sich auf die schwachen Atome 
fortsetzen 1éBt, auch zu einem Homomorphismus @ der starken Atome er- 
weitern, da y mit 0 vertauschbar ist. 

Dieser Homomorphismenbegriff ist uns aber zu weitgehend. Es ist bei 
ihm nicht ausgeschlossen, daB etwa die Homologiegruppen von © Tensor- 
produkt von Hy(®) und einem beliebigen G-Modul G sind. Diese und ahn- 
liche rein algebraische Manipulationen treffen nicht den Sinn dessen, was wir 
unter einem geometrisch bedeutsamen Homomorphismus verstehen wollen. 
Daher definieren wir: 

Definition 4.2.1: Sei go: G-»>B ein Homomorphismus, der sich so auf 
©*(A) fortsetzen laBt, daB dabei auf den s-Atomen @ eineindeutig ist, so 
nennen wir g atomar. Diese auf den ersten Blick etwas kiinstliche Defi- 
nition werden wir sogleich anders fassen: 

A. Es ist » atomar dann und nur dann, wenn folgende Bedingung fiir den 
fortgesetzten Homomorphismus @ erfiillt ist : 

(*) Zu jedem Paar-a,+ a, in @*(A,) mit G(a,) = G(a,) gibt es ein Paar 
aj < a, in S*(A,) (i = 1, 2), 80 daB G(aj) + P(aj) ist. 

Beweis: Ist y atomar, so gibt es, wenn a, + a, ist, mindestens zwei s-Atome 
je @; Mit 4, Jo, 80 daB H(4,) + P(sq) ist. Sei jetzt (*) erfiillt, so kann es 
kein Paar von s-Atomen 4,+ 4:, mit (j,) = %(j:) geben, denn es miiBte 
sonst ein Paar 4; < 4; mit p(4;) + 7 (45) geben, was aber, da die 4; s-Atome 
sein sollten, auf 3; = 3, und (4,) + @(4,) fiihrt. 

4.3. In 4.1. haben wir B* definiert und wollen jetzt folgendes dariiber 
beweisen : 

B. Notwendig und hinreichend dafiir, daB 3 homomorphes Bild von B* ist, 
ist das Erfilltsein der folgenden Bedingung: 

(**) Schwache Kernideale und Kernideale fallen zusammen. 

Beweis: Ist © homomorphes Bild von B* unter der natiirlichen Abbildung 
gy :B*+, so erzeugt jedes s-Atom mit |3| < ® ¢ A, fiir vorgegebene @ ein 
schwaches Atom von %, und es gilt fiir die schwachen Atome von DG 2.1 (1a), 
d. h. aber, daB jedes schwache Kernideal ein Kernideal ist. Ist andererseits (**) 
erfiillt, so erzeugt jedes s-Atom 4 ein schwaches Atom von %, welches auch 
auf jedem ® > |g| wirklich eine Homologieklasse definiert. Der Homomor- 
phismus ¢, der so definiert wird, daB man jedem 4 das durch ihn bestimmte 
eindeutige schwache z zuordnet, ist natiirlich atomar, denn die s-Atome von 
G* sind die s-Atome von %, weil fiir G* s-Atome und Atome zusammenfallen. 
Unter diesem Gesichtspunkt kann man auch davon sprechen, da8 ein s-Atom 4 
ein schwaches Atom z oder eine Homologieklasse von U erzeugt, und findet, 
daB folgende Bedingung zu (**) aquivalent ist: 

(***) Jedes s-Atom 4 mit |;|< ®¢ A, erzeugt in einem vorgegebenen ® 
eine Homologieklasse C$. 
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Aus formalen Griinden erweist sich als praktisch, zu den atomaren Homo- 
morphismen g noch den Homomorphismus DB — 0, der B in die triviale Homo- 
logiestruktur abbildet, hinzuzunehmen. 

4.4. Die Homologiestruktur G* hat nun die folgende, fiir uns sehr wichtige, 
Eigenschaft : 

Satz 4.4: Sei das Diagramm 
(1) B* 


, 
A+B+O 
mit exakter Zeile gegeben, wobei die Pfeile atomare Homomorphismen andeuten 
sollen, so kann man (1) zu einem kommutativen Diagramm 
Be 
a’. ; 0 
vervollstindigen. ees 

Man kann unter Benutzung einer bekannten Terminologie B* also auch 
projektiv nennen. 

Beweis von Satz 4.4: Da jedes starke Atom von %* als starkes Atom 
von S und % aufgefaBt werden kann, kann man jedem Atom in %* ein ein- 
deutig bestimmtes Atom in 2% zuordnen. Wenn 2 =,0 in Y ist, so ist auch 
z =@ in Y, da nach 1.4 ,,Beranden“ starker ist als ,,homolog Null“. In 
dieser Weise kann man also einen Homomorphismus von %* nach 2% defi- 
nieren. 

4.5. Die Frage, die uns am meisten interessiert, lautet so: 


Frage: Gegeben seien eine V-Kategorie A, und zwei Homologiestrukturen 
DB und 9 mit 


(1) B(A,,) = 9(A,,). 

Gibt es Homologiestrukturen © und &, so daB fiir eine V-Kategorie A > A, 
(2a) B(A,,) = S(A,,) 

(2b) ©(A,,) = €(A,,) 

und 

(3) S(A,) = €A,)? 


Man kann die Frage auch abschwachen, wenn man alles nur fiir A,, A anstatt 
fiir A,,,A, verlangt. Unsere Theorie liefert uns nun mannigfache Méglich- 
keiten, um auf systematischem Wege von einem B,D zu G, € zu gelangen. 
Natiirlich wird unser Hauptargument immer in dem Paar O* = © und O* = € 
bestehen. Trotzdem miissen wir noch etwas iiber die zugrunde liegende V- 
Kategorie A sagen. Wir brauchen nicht mehr zu verlangen, daB A,> A ist. 
Die Atome setzen uns in die Lage, fiir beliebiges A > A, ein O* folgender- 
maBen zu erkliren: Sei (X,Y) ¢ A,, so soll ein s-Atom 4 in (X, Y) liegen, 
wenn |j| < (X, Y) ist. Es soll 4 ~ 0 in X sein, wenn es ein ¢ in (X, |g}) gibt, 
so daB @ r = 4 ist. Entsprechend im relativen Fall. Man erklart die Addition 
und die Homologiegruppen nun in naheliegender Weise. 
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Wir sprechen so von %3*(A,). Als erste Antwort auf unsere Frage haben 
wir bewiesen : 

Satz 4.5: SindD und D atomar, so erfiillen die Homologiestrukturen B* (A,) 
= © und 9*(A,) = € alle Anforderungen, die an © und € gestellt waren. 

Der Beweis von Satz 4.5 ist selbstverstandlich. Selbst dann, wenn G 
und damit 9 nicht atomar sind, kann man %* erklaren; allerdings gelten 
dann nicht mehr (2a) und (2b). Es kann auch passieren, daB dann B* trivial 
wird. Im Abschnitt 5 werden wir entsprechende Beispiele kennen lernen. 

4.6. Unsere Methode, aus einer Homologiestruktur D eine exakte D* her- 
zustellen, hat noch folgende Eigenschaft : 

Satz 4.6.1: Ist G fiir eine Kategorie E oder fiir einen bestimmten Koeffi- 
zientenbereich G bereits exakt und Bedingung (**) erfiillt, so fallt hier DB mit B* 
zusammen. 

Beweis: Untersuchen wir noch einmal die Methode, mit der aus den 
schwachen die starken Atome gewonnen werden: Wenn der Rand eines jeden 
schwachen Atoms é wieder ein schwaches Atom ist, dann liefert unsere Methode 
nichts Neues und die schwachen Atome sind gleich den starken Atomen. 
Wenn wir zeigen kénnen, daB aus der Exaktheit von D folgt, daB starke 
Atome gleich den schwachen sind, oder daB der Rand eines schwachen Atoms 
wieder ein Atom ist, sind wir fertig wegen 1.4 B. Es sei also & ein schwaches 
Atom und (=@6€ sein Rand. Sei (,<¢ und |é| = (X,Y)=@, |g| = Y,. 
Wegen der Exaktheit gibt es ein 1 = \&,| = (X, ¥,), so daB Ob = ¢, ist, 
denn es gilt ¢,~ 0 in X. Sei nun iff vy Fa § so bilden od ioe y) &,— é, 
und wegen der Exaktheit gibt es ein 9* mit i,%, ry o* = is(t' }) &,— &. Bilden 
wir §, = — ted ¥,) o* + &,, so gilt 0F,= 06, und é iff ¥) a= &. Im ganzen be- 
sagt das also, daB ¢,= ¢ und Y = Y, sein muB, wenn é ein Atom war. Dieser 
Satz hat insofern Bedeutung, als man mit ihm leicht Isomorphiesitze ab- 
leiten kann, wie wir im 5. Teil zeigen werden. 

Wir wollen in diesem Abschnitt noch folgende Bemerkung machen: Ist 
es méglich, fiir zwei Homologietheorien S und W eine eindeutige und natiir- 
liche, d. h. mit ¢ und 0 vertauschbare, Zuordnung zwischen den Atomen von D 
und einer Teilmenge von Homologieelementen in % zu finden, so kann man 
eine Homologietheorie By, in der Weise konstruieren, daB zyz~ 0 in X sein 
soll, wenn 9 zy m4 0 in X ist. 

Wenn & und WY exakt waren, so muB allerdings B,, nicht mehr exakt sein. 
Im nachsten Abschnitt werden wir Beispiele kennenlernen. 

Satz 4.6.2. Seien A eine V-Kategorie und © und D zwei atomare Homo- 
logiestrukturen auf A, wobei @ exakt sein soll, sei ferner g ein (nicht not- 
wendig atomarer) Epimorphismus von © auf G,. Sodann kann man @ zu 
einem Epimorphismus g* von © auf B* fortsetzen. 

Beweis: Wir beschrinken uns auf den absoluten Fall. Sei C¢ ein beliebiges 
Homologieelement beziiglich ©. Wir bilden die Menge {&¢} aller der &¢ mit 
d& = Ce und entsprechend die Menge {&y,} aller fy, mit 0fy,= (fe). Es 
ist natiirlich {E¢,} 2 {y(&e)}. In der bekannten Weise kénnen wir jetzt die 
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Elemente ag = {&,¢} + {&¢} konstruieren und entsprechend in B,. Mit (ag) 
bezeichnen wir die Menge {&,¢,} + {€¢,}. Es kann nun vorkommen, daB ein 
s-Atom ag so beschaffen ist, daB (ag) kein s-Atom mehr ist. Wir nennen J" 
die Gesamtheit aller dieser s-Atome ag und deren Summen. Es kann niemals 
vorkommen, daB fiir ein a,¢, a,¢€/" p(a,¢)+ (a6) eim s-Atom wird, denn 
wenn 6,< y(a,;¢) war, so ist b, + b.< p(a,¢) + plage). Es sollag~O0 in 
heiBen, wenn es homolog Null in G* ist. Wir kénnen also die Homologie- 
struktur @*//" bilden, die aber nicht mehr exakt sein muB. 

Jetzt bilden wir alle s-Atome ag ¢J" in das s-Atom (ag) ab und ganz 
in das Nullatom. Wegen der eben angestellten Betrachtungen ist diese Ab- 
bildung ein Epimorphismus von 6*// auf G*. Da nun G*= @ ist, haben 
wir damit auch einen Epimorphismus g* von © auf D* gefunden. 

Man sieht leicht, da8 wir im Grunde etwas mehr bewiesen haben, namlich 
den Satz: 

Satz 4.6.3. Sind @ und D zwei atomare Homologiestrukturen und ist 
ein Epimorphismus von ©, auf G,, dann 1a8t sich dieser zu einem Epimor- 
phismus g* von @* auf D* fortsetzen. 

Dieser Satz liefert anschaulich gesprochen das Ergebnis, daB unter allen 
exakten Homologietheorien G* die kleinste ist, wihrend sie im Sinne der 
atomaren Homomorphismen die gréBte war. 


5. Anwendungen 


Wir wollen jetzt aus den gewonnenen Ergebnissen einige Folgerungen 
ziehen. Fiir bekannte Homologiestrukturen sollen die dazugehérigen Atom- 
strukturen berechnet werden. Bei den hierbei auftretenden geometrischen 
Konstruktionen werden wir uns etwas kiirzer fassen, da die Anwendungen 
in einer besonderen Arbeit behandelt werden sollen. 

5.1. Zunachst betrachten wir als einfachstes Beispiel die V-Kategorie S 
(siehe 1.1) aller endlichen Simplizialkomplexe K, wobei unter K, \ K, der 
Simplizialkomplex verstanden wird, dessen Ecken aus denen von K,/ K, 
bestehen, und es sollen p + 1 Ecken dann und nur dann ein p-Simplex bilden, 
wenn sie das sowohl in K, als auch in K, tun. Entsprechend erklirt man 
K, v K,. Die betrachtete Homologiestruktur $ soll die simpliziale sein, die 
bekanntlich unsere Axiome erfiillt. Als Abbildungen treten nur die simpli- 
zialen Inklusionen auf. Jedes ¢* wird erzeugt von einem simplizialen Zyklus 
z*’(K'< K). Andererseits gibt es zu einem Zyklus keinen kleineren, auf seinem 
Trager zu ihm homologen. Im relativen Fall. argumentiert man genauso. 
Es ist also %(S) atomar, und zwar fallen hier starke und schwache Atome 
zusammen, weil jedes Atom bereits in S eine Homologieklasse darstellt und T 
exakt ist. 


5.2. Die Vietorissche Homologietheorie B setzen wir als bekannt voraus [1 ]. 
Wir betrachten sie auf der V-Kategorie A aller Teilmengen des R". Ent- 
sprechend definieren wir G(A,). Unser Ziel ist es zu zeigen, daB auch U(A,) 
atomar ist. Wir behaupten zundachst: 
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A. Sei {®,} eine beliebige fallende (d. h. ®,< ®,_,) Folge von Paaren von 
Kompakten im R", so daB es dazu eine fallende Folge von Homologieklassen 
{¢} gibt. Sodann gibt es in ® = / @, einen Vietorisschen Zyklus, der alle 
diese £* erzeugt. 

Bevor wir dem Beweis von A niahertreten, wollen wir uns iiberlegen, daB 
aus A folgt, daB G(A,) atomar ist, mit anderen Worten also, daB jedes Haupt- 
ideal in G(A,) in einem maximalen Kernideal enthalten ist. Jedes £° mit 
® ¢ A, wird von einem z” (¥ ¢ ®) erzeugt. Wir nehmen nun eine solche Folge 
{P;} mit ¥,= Y und ¥,¢ ¥,_,, so daB es eine entsprechende Folge von 
Vietorisschen Homologieklassen ¢¥ mit z2¥= (¥ und (¥'< C¥— gibt und dab 
es kein (Y << ¢¥ fiir alle y, gibt. Wegen A gibt esin Q= ( y, ein z®, welches 
fc’ und daher auch ¢® erzeugt und das wegen unserer Voraussetzung kein 
<leineres z® mehr enthiilt. 

Beweis von A: Man kann einmal feststellen, daB A ein sehr enger Spezial- 
fall der Stetigkeit im Sinne von [6] ist. Wir wollen es hingegen direkt be- 
weisen. Jedes £* wird von einem z*'= {z}} erzeugt, wobei es eine weitere 
Folge x} mit @ 2} = 2j,,— 2} geben mu8. AuBerdem soll 2% ~ z%*! in Q,; 
gelten, d. h. es muB eine Folge von e,-Ketten [1] mit e,> 0 und dy} = 2 — 2)* 
geben. Wir nennen den Zyklus {z/} = c, wobei die Homologie zwischen z/ +} 
und z} durch die Kette 2j— yi,,=¢; erzeugt wird. Offenbar bilden fir 
passendes e, die c,, z} eine Folge von e,-Ketten mit e,-> 0. Es liegt c auf einem 
Kompaktum, dessen siémtliche echten Hiaufungspunkte (d.h. die Punkte, 
die Haufungspunkte von Folgen {a,} von Ecken von z, mit lauter verschie- 
denen i sind) auf @ liegen. Es wire A bewiesen, wenn wir folgendes wiiBten: 

B. Sei z®= {z,} ein Vietorisscher Zyklus und yo@® die Menge aller 
echten Haufungspunkte von ®, so kann man auf y einen Zyklus z’< z® 
finden. 

Beweis: Zu jedem Eckpunkt «, von z; nehmen wir ein «; in ¥Y, welches 
von «, einen minimalen Abstand hat. Entsprechend gehen wir bei 2, vor. 
So erhalten wir Ketten 2; und zj, so daB die x; auf V liegen, @ x; = z; — zj_, 
gilt und so daB es eine Folge e,; gibt, derart, daB alle x; e,-Ketten mit e,— 0 sind. 

Damit ist B, A und die Atomitaét von G(A,) bewiesen. 

5.3. Weniger bekannt als die Vietorissche Theorie U ist die Sitnikow- 
sche © [7]. Ein Sitnikowscher relativer Zyklus ist ein Folgenpaar {z,, z;}, 
wobei z, ein relativer e,-Zyklus, also eine Kette in X ist, deren Rand 0 z, aus 
Punkten von ¥Y ¢ X besteht. Es soll fiir z, 0 2;= z,,,— z, mod Y, also @ z, 
~ 0 2:4,— 2+ y, mit einer ¢,-Kette y,; in Y gelten und auch 2, eine ¢,-Kette 
sein. Fir Y = 0 kommen wir zu dem Begriff des absoluten Sitnikowschen 
Zyklus {z,, 2,;} mit 0z,= 0 und 0 2,= z,— z,,. In © sollen ,,Beranden“ und 
homolog Null‘ zusammenfallen. Man iiberlegt sich leicht, daB die Differenz 
von zwei Sitnikowschen Ketten, die den gleichen Rand haben, ein Sitnikow- 
scher Zyklus ist. Es ist also exakt. Es gibt einen Epimorphismus g von © 
auf UG: p({z,, x;}) = {z,}. Auf alien ,,hinreichend glatten‘’ Raumen, insbe- 
sondere auf der V-Kategorie O, aller offenen Teilmengen des R", fallen © 
und 3, wie eine einfache geometrische Betrachtung zeigt, zusammen. 
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5.4. Sei A die V-Kategorie beliebiger Teilmengen des R" und P die V- 
Kategorie, die als Elemente endliche, gradlinige Polyeder enthalt. Auch in A 
induziert die gewohnliche simpliziale Homologietheorie § Atome und s-Atome. 
Wir behaupten nun: 

C. Es ist (F*(P,))=S. 

Beweis: Ein Atom 4 in (§*(P,)) laBt sich beschreiben durch die Gesamtheit 
aller Polyeder P,, die gréBer sind als der Trager dieses Atoms, und durch 
eine feste Homologieklasse in jedem dieser Polyeder. Sei nun z, der Repriisen- 
tant von ¢?', so muB, da ¢,< ¢;, ist fiir i <j, eine Kette x, mit 2 2, = z;— 2,4, 
vorhanden sein. Unter {P,} wird jetzt ein monoton fallendes Erzeugenden- 
system des Ideals (P) verstanden Der Trager dieses Atoms ist die Limes- 
menge aller dieser Z,. Nun haben die Folgen {Z,} und {Z;} die gleiche Limes- 
menge, wenn man unter Z; die Menge aller Eckpunkte aller Simplexe von z; 
versteht, wobei vorausgesetzt wird, daB die Masche von x, gegen 0 geht, was 
durch hinreichende Unterteilung zu erreichen ist. Da (%*(P,)) exakt ist, 
heiBt ein solches Atom homolog Null in X’, wenn es berandet, wenn es also 
zu jedem Pj; ein y; gibt, so daB 0 y,;= z,;, und wenn fiir die von y; in (Pj, P,) 
erzeugte Klasse &, gilt: §;< &,,,. Letzteres aber heiBt, daB in Pj y, zu y;,, 
homolog ist, was wiederum bedeutet, daB es ein u,; mit 0u,;= y,.,— ¥;— 2; 
gibt. Das ist aber offenbar genau die Konstruktionsvorschrift fir @. C gilt 
auch, wenn man P durch P,, die V-Kategorie aller endlichen offenen Polyeder 
(Restmengen endlicher Polyeder) ersetzt. 

Aus C folgt leicht: 

D. Es gilt O*=©@ in A; der Homomorphismus g:G—@, der durch 
y ({z;, 2;}) = {z,} erklart wird, ist atomar. 

Beweis: Wenn wir mit einem zy die Gesamtheit aller {ry} mit 0 ry= zy 
betrachten, so kommen wir, wenn es in {ry} = zy- ein Atom gibt, zu einem 
Atom von §*, d.h., wir kénnen zeigen, daB (* (P,)) = G* ist. Mit C zu- 
sammen liefert das den ersten Teil von D, Der zweite Teil ist nur eine Folgerung 
des ersten. 

Wir wollen ein Beispiel fir eine Homologiestruktur N bringen, die nicht 
atomar ist. Wir errechnen die Homologiegruppe beziiglich N fiir einen be- 
liebigen Teilraum X des S" (= n-Sphire) so, daB wir seine abgeschlossene 
Hiille bilden und fiir dieses Kompaktum beziiglich S die Homologiegruppen 
ausrechnen. Ein Vietorisscher Zyklus z, der eine Homologieklasse von N 
erzeugt, braucht jetzt nicht mehr in X, sondern nur noch in X zu liegen. 
Natiirlich ist N* = S. 

5.5. Von den Homologietheorien gehen wir jetzt zu den Kohomologie- 
theorien iiber. Fiir die simpliziale Kohomologietheorie fiir endliche Poly- 
eder Q wollen wir die Atome berechnen. Die Tatsache, daB Q atomar ist, 
folgt daraus, daB es zu § auf dem Bereich aller offenen Polyeder auf Grund 
des Alexanderschen Dualitatssatzes isomorph ist, denn § war als atomar er- 
kannt worden. Eigentlich interessieren uns nicht explizit die Atome, sondern 
nur Q* fiir beliebige Teilmengen des R". Sei P ein Polyeder und {P,} eine 
solche unendliche aufsteigende Folge von Polyedern, so daB es in jedem P; 
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einen polyedralen Kozyklus z, gibt, wobei z, aus z, ,, durch den zur Inklusions- 
abbildung entgegengesetzt laufenden und von dieser induzierten Homomor- 
phismus hervorgeht. Es unterscheidet sich P; von P;,, dadurch, daB letztes, 
auBer den Simplexen -von P,, noch zusitzlich weitere Simplexe enthilt. Die 
Trager der Atome von O* sind natiirlich die Restmengen der Atome von 6, 
d. h. offene Mengen des R*. Betrachten wir die Homologietheorie N’, deren 
Gruppen der direkte Limes aller offenen Polyeder ist, die den Raum X ent- 
halten, wobei man abzaéhlbar unendliche Ketten betrachtet. Auf den unend- 
lichen offenen Polyedern, insbesondere auf den Trigern der Atome von Q* 
fallen Q* und Q’ zusammen. Es gibt also einen Homomorphismus g von Q* 
auf Q’, und wenn wir den Homomorphismus ¢g* aus Satz 4.6.2, den man hier 
konstruieren kann, hinzunimmt, stellt sich wegen der Exaktheit von Q’ 
heraus, daB g* » = p g* = 1 ist. Darum ist ¢ ein Isomorphismus. 

Nun ist aber Q’ isomorph zur Cechschen Kohomologietheorie, die auf 
sternendlichen Uberdeckungen basiert, wie eine einfache geometrische Be- 
trachtung lehrt (siehe z. B. [7]), und somit haben wir bewiesen: 

E. Es ist Q* isomorph zur Cechschen Kohomologietheorie mit sternend- 
lichen Uberdeckungen. 


5.6. Bei der Untersuchung von Dualitatsbeziehungen, denen wir uns jetzt 
zuwenden wollen, spielt vor allen Dingen die Frage der sog. Dualisierbarkeit 
eine Rolle. Eine Homologiestruktur G soll dualisierbar heiBen, wenn sie auf 
der Kategorie A, erklairt ist und wenn sie dort Gegenstand eines Dualitits- 
satzes sein kann. Aus Satz 4.5 folgt nun mit obigen Beziehungen: 


He (X) = Hh.(R" — X) (p+q=n-—1), 


da © = §* ist und fir F auf P, und Q auf P ein entsprechender Satz galt. 
Diesen Satz findet man in [7]. Hier folgt die Dualisierbarkeit von G und Q,, 
d. h. die topologische Invarianz von Q, und © leicht aus deren Konstruktions- 
vorschrift. 

In unseren bisherigen Betrachtungen spielten die Aquivalenzen der vor- 
gegebenen V-Kategorie keine groBe Rolle, sofern sie nicht in den Inklusionen 
enthalten waren. Bei der allgemeinen Frage der Dualisierbarkeit hingegen 
ist es anders. Zwar kann man zu jeder Homologiestruktur U auf der Ge- 
samtheit A aller Teilmengen des R" eine duale I auf der Gesamtheit B aller 
deren Restmengen konstruieren, aber man kann nicht ohne weiteres sagen, 
ob dieses YB topologisch invariant ist. Zum Beispiel bewies ALEXANDROFF 
in [3] und [4], daB die Cechsche Homologietheorie basierend auf endlichen 
Uberdeckungen nicht dualisierbar ist. Wir wollen die systematische Behand- 
lung dieser Frage hier nicht weiter verfolgen und nur in 5.7 noch auf einen 
weiteren Dualitatssatz hinweisen, der die Dualisierbarkeit der Vietorisschen 
Homologiestruktur feststellt. 

5.7. Aus dem Dualititssatz 5.6. kann man nun leicht weitere herleiten. 
Sei z. B. Y die folgende Homologiestruktur, die auf beliebigen metrischen 
Raumen erklart ist, wir hingegen benétigen sie nur auf Teilmengen des R*. 
Math. Ann. 135 8 
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Ein Zyklus z ist eine Folge {z,} von e,-Zyklen z; mit e,>0. ,,Homolog Null“ 
soll gleich ,,Beranden“ gesetzt werden. Durch genau die gleichen Uber- 
legungen, wie wir sie in 5.2. anstellten, findet man, daB auch QW atomar ist, 
und das gleiche Argument wie im Beweis von 5.4.C beweist hier, daB man 
einen Zyklus z in X auch durch eine Folge von Polyedern {P} erklaren kann, 
auf denen jedesmal ein polyedraler Zyklus z, liegt, wobei die Masche der z; 
gegen Null geht. Man kann zeigen, dafS %® dualisierbar ist, weil namlich 
jedes Homologieelement ¢ in YW als Folge von Homologieelementen ¢; in ge- 
wissen Polyedern P;2 |¢| aufgefaBt werden kann. Da jeder Zyklus von Srrnt- 
Kow als ein Zyklus in W aufgefaBt werden kann, haben wir die Situation 
von 4.6., und da Gy, = B ist, haben wir einen neuen Dualititssatz : 


H(A) = HE(B)p+q=n—1, B= R—A, 


wobei Q = (Q*)z und W die W entsprechende Kohomologietheorie fiir alle 
Komplementarmengen von A ist. 

Da fiir kompakte Koeffizientenbereiche die ‘Theorie von Cox exakt ist 
und da fiir Kompakten Cecu und Vieroris tthereinstimmen, folgt, daB G =~ B 
fiir diesen Fall ist. Weiterhin aber ist Hg(X) fiir einen beliebigen Raum X 
der direkte Limes aller Hg(Y) fiir alle kompakten Teilréume Y von X, und 
daher haben wir wegen Satz 4.6. den Satz: 

E.1) Es ist fir kompakte Koeffizientenbereiche 


S6=8. 
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Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorraiume*) 
Von 


HELMvT SCHAEFER in Mainz 


Einleitung 

Wiahrend das Studium linearer Verbinde Gegenstand zahlreicher Unter- 
suchungen gewesen ist, hat der (umfassendere) Begriff des halbgeordneten 
linearen Raumes bisher weniger Beachtung erfahren'). Wir erwahnen hier 
vor allem die Arbeiten von BonsaLi [2—6] sowie von Krery und seinen 
Schiilern [15—17]*). Sie befassen sich vorzugsweise mit positiven linearen 
Transformationen in halbgeordneten linearen Raumen, die zumeist die topo- 
logische Struktur eines Banachschen oder allgemeiner normierten Raumes 
tragen. Dabei stehen wiederum die Spektraleigenschaften gewisser Klassen 
positiver Transformationen im Vordergrund. In halbgeordneten Raumen mit 
einer allgemeineren, namlich lokalkonvexen topologischen Struktur sind 
positive Transformationen erstmals vom Verfasser [20] untersucht worden. 

Bei vielen zur Erzeugung linearer Riume benutzten Prozessen, die in 
der Theorie linearer Raume bedeutsam sind, besitzt der neugebildete Raum 
eine in natiirlicher Weise durch die Ordnungsstrukturen — wenn vorhanden — 
der gegebenen Raume erzeugte Halbordnung (vgl. den folgenden Abschnitt). 
So sind das topologische Produkt, die direkte Summe halbgeordneter linearer 
Raume wieder halbgeordnet; ebenso ein linearer Teilraum und ein Quotienten- 
raum, vor allem aber der zu einem halbgeordneten topologischen Vektorraum 
duale Raum, d.h. der Raum stetiger Linearformen. Daher ist es nicht ver- 
wunderlich, daB die meisten in den Anwendungen auftretenden topologischen 
Vektorraume in natiirlicher Weise halbgeordnet sind; denn sie sind fast durch- 
weg mit Hilfe der reellen oder komplexen Zahlen gebildet. Fir die Rolle, 
die die Halbordnung in solchen Raumen spielt, ist nun sehr wesentlich, in 
welchem Verhiltnis sie zur Topologie steht; anders ausgedriickt: welche topo- 
logischen Eigenschaften der Kegel der fiir diese Halbordnung positiven Ele- 
mente besitzt. 


*) Ich danke an dieser Stelle besonders der Deutschen Forschungsgemeinschaft, 
durch deren Unterstiitzung mir die Anfertigung dieser Arbeit erleichtert wurde. 

1) Fir die in der Einleitung verwendeten Begriffe vergleiche den folgenden Abschnitt. 

2) Nach Vollendung des Manuskriptes erhielt der Verfasser Kenntnis der Arbeit von 
I. Namioxa [19]. An den wenigen Stellen, wo die Ergebnisse beider Arbeiten in enger 
Parallele stehen — dies betrifft vorzugsweise Teile des 4. Abschnittes der vorliegenden 
Arbeit — ist der Zugang zu ihnen doch so verschieden, daB ein Vergleich der genauen 
Untersuchung bedarf und einige weitere Ergebnisse bringen diirfte. Wir verschieben dies 
auf die beabsichtigte Fortsetzung dieser’ Arbeit. 
R* 
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Die vorliegende Arbeit stellt einen Versuch dar, den Zusammenhang 
zwischen Halbordnung und Topologie in linearen Raumen systematisch zu 
studieren. Da hierbei die Theorie der Dualitaét wesentlich benutzt wird, 
beschranken wir uns von vornherein auf lokalkonvexe Topologien, und um 
viele Komplikationen (die grundsatzlich ohne Belang sind) zu vermeiden, 
auf die reellen Zahlen als Skalarkérper. Im Laufe der Untersuchung stellte 
sich heraus, daB es im wesentlichen zwei Begriffe sind, die eine entscheidende 
Rolle spielen: Der Begriff des normalen und der des BZ-Kegels*). Diese Be- 
griffe sind unabhangig voneinander von Kretn [15] bzw. Bonsa.t [4] fir 
Kegel in normierten Raumen aufgestellt worden. Sie werden im folgenden 
in einer fiir alle lokalkonvexen Raume giiltigen Weise definiert und sind iiber 
die Dualitat sehr eng miteinander verknipft: In reflexiven Raumen ist der 
zu einem normalen Kegel konjugierte stets BZ-Kegel und umgekehrt. Die 
wichtigsten Eigenschaften und das gegenseitige Verhaltnis von normalen und 
BZ-Kegeln werden in den beiden ersten Abschnitten betrachtet. In den 
iibrigen drei Abschnitten werden dann die gewonnenen Ergebnisse auf ver- 
schiedenartige Fragestellungen angewandt. Ihnen ist gemeinsam, daB sie sich 
auf die innere Struktur halbgeordneter lokalkonvexer Raume beziehen, also 
sozusagen geometrischer Natur sind, wihrend von der Betrachtung linearer 
Transformationen (mit Ausnahme der Linearformen) abgesehen wird. Diese 
sollen einer spiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. Wir geben im fol- 
genden (unter der entsprechenden Ziffer) eimen kurzen Uberblick iiber die 
Ergebnisse der einzelnen Abschnitte. 

1. Wir geben dieDefinition eines normalen Kegels in einem lokalkonvexen 
Raum £ und in (1.1) ihr analytisches Aquivalent. Die Eigenschaft der Nor- 
malitaét tibertragt sich unmittelbar auf Teilraume und topologische Produkte 
(1.2). Das Hauptergebnis dieses Abschnittes ist das Zerlegungstheorem (1.3): 
Jede auf E£ stetige Linearform ist Differenz zweier auf K positiver*), ebenfalls 
stetiger Linearformen, wenn K ein normaler Kegel ist. (1.5) gibt mit Hilfe 
der ,,6-Kegel“ eine duale Kennzeichnung normaler Kegel, aus der zusammen 
mit (1.3) sich eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir ergibt, daB 
jede stetige Linearform Differenz zweier positiver (stetiger) Linearformen ist 
(1.6). Um — besonders im 4. Abschnitt — eine inhaltsreiche Theorie zu er- 
halten, erweist es sich als notwendig, den (allgemeinsten) Begriff des halb- 
geordneten linearen Raumes etwas einzuengen. Wir definieren regulare 
Ordnungsstrukturen auf linearen Raumen mit Hilfe des Aquivalenzsatzes (1.7), 
wobei sich der Begriff des normalen Kegels wieder als grundlegend erweist. 
(1.8) zeigt, daB die Forderung der Regularitat eine verniinftige Beschrankung 
darstellt. Der Abschnitt schlieBt mit zwei wichtigen Satzen der MaBtheorie, 
die als Anwendung von (1.3) bewiesen werden. 

2. Der zweite Abschnitt schlieBt mit der Definition des BZ-Kegels, des 
wichtigsten Spezialfalles der G-Kegel, unmittelbar an (1.5) an. (2.1) gibt ein 


8) Definitionen im 1. bzw. 2. Abschnitt. 
*) Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, verwenden wir die Worter ,,positiv“ 
und ,,nichtnegativ“ in gleicher Bedeutung. 
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Kriterium fiir die BZ-Eigenschaft, (2.2) einen Einblick in den dualen Charakter 
der normalen und BZ-Kegel. (2.3) gibt eine duale Charakterisierung der BZ- 
Kegel mit Hilfe der starken Topologie im dualen Raum, die sich (2.4) fiir 
tonnelierte Raume umkehren laéBt. Eine Konsequenz der BZ-Eigenschaft im 
Dual tonnelierter Raume ist (2.5); die Frage nach der BZ-Eigenschaft im 
Fall E = K — K muBte leider — mit Ausnahme von Banachraumen (2.6) — 
offenbleiben. (2.7) ist eine Folge der vorangehenden Ergebnisse fiir reflexive 
Raume und 148t den dualen Charakter der beiden Typen von Kegeln voll in 
Erscheinung treten. (2.8) zeigt den Einflu8 der BZ-Eigenschaft auf die 
Stetigkeit positiver Linearformen und bildet, wie die nachfolgenden Beispiele 
zeigen, eine Erganzung eines bekannten Kriteriums hierfiir (BourBaki1 [7], 
p. 75). Die Beispiele zeigen auBerdem das Zusammentreffen von Normalitat 
und BZ-Eigenschaft fiir die positiven Kegel der gelaufigsten klassischen 
B-Raume. 

3. Eine Verallgemeinerung der in Rieszschen Raumen gelaufigen relativen 
Beschranktheit von Linearformen (BourBak1 [9], p. 34) ist die hier gegebene 
Definition ordnungsbeschrankter Linearformen in beliebigen halbgeordneten 
linearen Raumen. Ist der positive Kegel K im Rieszschen lokalkonvexen 
Raum £ normal, so ist jede stetige Linearform relativ beschrinkt (3.2). Die 
Umkehrung dieser Aussage ist fiir BZ-Kegel nur unter wesentlich engeren 
Voraussetzungen richtig (3.3). (3.4) gibt ein Kriterium fiir das Zusammen- 
fallen beider Klassen von Linearformen, das im reflexiven Fall eine besonders 
einfache Form annimmt. 

4. Durch (3.2) und (3.3) wird die Vermutung nahegelegt, daB die Klassen 
ordnungsbeschrankter und stetiger Linearformen auf einem halbgeordneten 
linearen Raum £ nur fir eine geniigend feine Topologie tibereinstimmen 
werden. Der vorliegende Abschnitt beantwortet die Frage nach der Existenz 
dieser Topologie positiv. Dies geschieht zunachst fiir den Fall, daB Z eine 
Ordnungseinheit besitzt (4.1). Die Ordnungstopologie ist dann normiert 
und die feinste, fiir welche der positive Kegel K normal ist. Ist Z[&) ein 
B-Raum mit Ordnungseinheit und K normal, so ist £ die Ordnungstopologie 
(4.2). Im allgemeinen Fall (4.4) ist die Ordnungstopologie &, induktiver 
Limes normierter und (4.5) tonnelierter Raume und {py feiner als jede lokal- 
konvexe Topologie, fiir die K normal ist. Die Topologie fT, dirfte ein neu- 
artiges allgemeines Beispiel fir den Begriff des induktiven Limes bilden. Um 
sicherzugehen, daB {, eine Hausdorffsche Topologie ist, mu8 die Ordnungs- 
struktur als regular (vgl. Definition 3, Abschnitt 1) vorausgesetzt werden. 
(4.6) und (4.7) sind das erwartete Ergebnis: &, ist die feinste lokalkonvexe 
Topologie, fiir die der duale Raum aus allen ordnungsbeschrankten Linear- 
formen besteht. Ob der positive Kegel eines regular halbgeordneten Raumes 
fiir die Ordnungstopologie stets normal ist, ist eine offene Frage. Wohl aber 
existiert auf jedem solchen Raum eine feinste lokalkonvexe Topologie £y, 
fiir die K normal ist (4.8), und die Regularitéat der Ordnungsstruktur ist hierfiir 
auch notwendig. (4.9) gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Uberein- 
stimmung von fy und fy. Die Ubereinstimmung von fy mit einer 
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vorgegebenen lokalkonvexen Topologie ¢ 14Bt sich in vielen Fallen mit Hilfe 
von (4.10) feststellen; so in den nachfolgenden Beispielen, bei denen auch 
Cy mit fp zusammenfallt. 

5. Wir zeigen zunachst (5.1), (5.2), daB die beiden bekannten Darstellungs- 
sitze fiir beliebige lokalkonvexe und fiir separable Banachsche Raume als 
Raume stetiger Funktionen sich auch auf die Ordnungsstruktur erstrecken, 
sofern die Raume halbgeordnet sind mit normalem Kegel. — Der Rest des 
Abschnitts beschaftigt sich mit dem Basisproblem und gibt in (5.3) und (5.4) 
mit Hilfe der Normalitat und BZ-Eigenschaft hinreichende Bedingungen 
dafir an, daB ein abzihlbares System in einem tonnelierten (separablen) 
Raum eine Basis bzw. eine absolute Basis ist. Nebenbei ergibt sich (5.5), 
daB nicht jeder totale Kegel eines separablen B-Raumes die BZ-Eigenschaft 
besitzt. (5.6) bezieht sich auf reflexive B-Raume und weist die Aquivalenz 
zwischen der Normalitat (oder BZ-Eigenschaft) der von einem maximalen 
Biorthogonalsystem [z,, y;,] aufgespannten Kegel K [z,,] bzw. K [y;,] und der 
Eigenschaft nach, daB {zx,,} bzw. {y;,} absolute Basen in E bzw. E’ sind. 


Ubersicht iiber die verwendeten Hilfsmittel 

Wir geben in diesem Abschnitt eine kurze Ubersicht iiber die verwendeten 
Hilfsmittel. Nach einigen Hinweisen, die fiir die gesamte Arbeit von Belang 
sind, unterteilen wir die Angaben nach den Abschnitten, auf die sie besonderen 
Bezug haben. Die einzelnen Abschnitte der Arbeit sind insofern nicht un- 
abhangig voneinander, als in spateren haufig auf friiher bewiesene Behaup- 
tungen und Satze zuriickgegriffen wird. 

Wir setzen den Begriff des lokalkonvexen Vektorraumes (BouRBAKI [7], 
K6rueE [14]) und seine einfachsten Eigenschaften als bekannt voraus. Jedoch 
wird ein lokalkonvexer linearer Raum stets als separiert (d. h. seine Topologie 
als Hausdorffsch) angenommen. Die Topologie £ von £ wird, wenn Ver- 
wechslungen nicht ausgeschlossen sind, durch den Zusatz EF [£] gekennzeichnet. 
Die abgeschlossene Hiille einer Menge Mc E bezeichnen wir, nétigenfalls 
unter Angabe der gemeinten Topologie, mit M. Wir betrachten ausschlieBlich 
lineare Raume iiber dem Korper R der reellen Zahlen. 

Ein linearer Raum £ heiBt halbgeordnet, wenn auf einer (nichtleeren) 
Menge {(z,y)} CZ x E eine Relation zx < y erklirt ist, die den Bedingungen 
genigt: 

1°. Es ist stets x < x (Reflexivitat). 

2°. Aus x y, y Sz folgt x < z (Transitivitat). 

3°. zs y, ys x bedingt x = y (eigentliche Halbordnung). 

4°. Ausxsyfolgtxr+zsy+2zfiirallez¢ E. 

5°. Aus x> 0 folgt Ax = 0 fiirA= 0. 


4°. und 5°. verkniipfen die Ordnungsstruktur mit den linearen Relationen 
in EZ. Ist E[{&] lokalkonvex, so fordern wir keine generelle Vertraglichkeits- 
bedingung zwischen Ordnungsstruktur und Topologie. (Die Forderung, da 
die Menge K der ,,positiven“ Elemente f-abgeschlossen sei, vg]. BourBaKI [9], 
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p. 26, ist haufig durch AbschlieBung von K leicht zu verwirklichen; aber die 
Abgeschlossenheit von K ist fiir viele unserer Betrachtungen nicht wesentlich.) 
Ein halbgeordneter linearer Raum heiBt fast-archimedisch, wenn seine Ord- 
nungsstruktur der Bedingung geniigt : 

6° Aus —Eysuséy fiir alle & > 0 folgt x=0. 

Wir nennen die Elemente z= 0 in £ positiv. Ihre durch die Ordnungs- 
struktur wohlbestimmte Gesamtheit K ist ein konvexer Kegel in EZ mit dem 
Scheitel 0, der stets zu K gehért. AuBerdem ist K echt, d.h. K enthalt 
(wegen 3°, 4° und 5°) keine Gerade durch 0. Umgekehrt definiert ein konvexer 
echter Kegel K mit dem Scheitel 0 durch x< y fir y—2x€K stets eine 
Ordnungsstruktur, die den Axiomen 1° bis 5° geniigt. Wir verstehen im fol- 
genden unter einem Kegel (schlechthin) stets einen konvexen Kegel, der 
seinen Scheitel 0 enthalt. Wenn im selben Zusammenhang von einer Halb- 
ordnung und einem Kegel K die Rede ist, so ist K stets die Menge der beziiglich 
dieser Halbordnung positiven Elemente. 

Sind £,, £, zwei lineare halbgeordnete Raume mit den Ordnungskegeln K,, 
K,, so heiBt jede lineare Abbildung A von Z, in HZ, mit A (K,) c K, Ordnungs- 
homomorphismus. Ist die Abbildung eineindeutig von HZ, auf Z, und A(K,) 
= K,, so sprechen wir von einem (linearen) Ordnungsisomorphismus. 

Ist Z ein halbgeordneter linearer topologischer Raum mit positivem Kegel K, 
so ist ein linearer Teilraum Lc £ durch den Kegel L > K, ein Quotientenraum 
E/H durch K halbgeordnet, K das Bild von K beim kanonischen Homo- 
morphismus £ -» Z/H. Seien E£, halbgeordnete lineare Raume, K, der Ord- 
nungskegel in £,. Das Produkt I E, ist durch K Il K,, die direkte Summe 


® E, durch K = ® K, halbgeordnet. 


1. Ein Dualsystem ¢F, G@) ist ein Paar von linearen Raumen, auf deren 
Produkt F x G eine Bilinearform (x,y) mit folgender Eigenschaft erklart ist: 
Aus (x,y) = 0 fiir alle y ¢ @ folgt z= 0; aus (x, y,) = 0 fiir alle x ¢ F folgt 
Yo= 0. Mit o(F, @) wird die Topologie der einfachen (punktweisen) Kon- 
vergenz auf F bezeichnet; hierbei werden die y ¢ G als lineare Abbildungen 
von F in R vermége x <z,y) aufgefaBt. Entsprechend definiert man 
o(G,F). o(F, G) heiBt (die) schwache Topologie auf F (beziiglich (PF, @)). 
Das wichtigste Beispiel eines Dualsystems ist (2, E’), wo E[&] ein lokal- 
konvexer Raum, 2’ der Raum aller {-stetigen Linearformen auf £ ist. <x, x’) 
ist der Wert von x’ ¢ EZ’ im Punkte 2 ¢ Z. Fir MCF heiBt 


M°= {y €G: (x,y) <1 fiir alle x € M} 


die zu M polare Menge. M®® ist die o(F,G)-abgeschlossene konvexe Hiille 
von M {0}. (Bipolarensatz.) Eine F iiberdeckende Klasse © von Teilmengen 
heiBt gesattigt, wenn sie mit S jede Teilmenge von S, alle positiven Viel- 
fachen 9 S urd mit endlich vielen Mehgen die absolutkonvexe schwach- 
abgeschlossene Hiille ihrer Vereinigung enthalt; dabei hei®t M absolut- 
konvex, wenn es konvex und symmetrisch ist. Eine lokalkonvexe Topologie = 
heiBt zulassig auf F fiir das Dualsystem (F, G), wenn F[Z)'= G ist. Jede 
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zulassige Topologie ist eine @-Topologie (d. h. Topologie der gleichmaBigen 
Konvergenz auf den Mengen von ©), wobei © eine gesattigte Klasse relativ 
schwach kompakter Teilmengen von G ist. Die feinste ©-Topologie 8(F,@), 
GS die Klasse aller schwachbeschrankten (s. u.) Teilmengen von G, ist im all- 
gemeinen nicht mehr zulassig. {(F, G) bezeichnet man als starke Topologie, 
die feinste zulassige Topologie, t(F', @), als Mackeysche Topologie auf F. 

2. Eine Menge Bc E[Z] heiBt F-beschrankt, wenn BcoU fiir jede 
Nullumgebung U und geeignetes 9 = 09(U)>0. Ein System {B,} heiBt 
Fundamentalsystem beschrankter Mengen, wenn Bc B, fiir jede beschrankte 
Menge bei geeignetem Index «. Ist <(F, @) ein Dualsystem, so sind die be- 
schrinkten Mengen fiir alle zulassigen Topologien dieselben (Mackry). E [TZ] 
heiBt tonneliert, wenn & die starke Topologie §(H, Z’) ist. Im dualen 
Raum £’ eines tonnelierten Raumes ist jede o(Z’, Z)-beschrankte Menge auch 
f(E’, E)-beschrankt (denn jede schwachbeschrinkte Menge ist {-gleich- 
stetig). H heiBt halbreflexiv, wenn sein Bidual HZ” aus lauter o(Z’, £)- 
stetigen Linearformen besteht, also (algebraisch) isomorph zu £ ist, reflexiv, 
wenn £” in der starken Topologie §(Z”, Z’) isomorph zu E[&] ist. Jeder 
reflexive Raum ist tonneliert. SchlieBlich nennt man Z[Z] bornologisch, 
wenn jede absolutkonvexe Menge M mit BCo M fir jedes beschrankte B 
(bei passendem g > 0) eine Nullumgebung ist. Jeder folgenvollstandige bor- 
nologische Raum ist tonneliert. 

3. Alle fir den dritten Abschnitt wesentlichen Begriffe sind dort erklart. 
Fir weitere Information siehe BourBaki [9], chap. II. 

4. Ist EZ ein linearer halbgeordneter Raum mit positivem Kegel K, so 
heiBt a ¢ K eine Ordnungseinheit, wenn es zu jedem b € E ein 4 > 0 gibt 
mit 6 < Aa (d. h, wenn a alle Elemente von EF umfaBt im Sinne der Defi- 
nition 5, Abschnitt 4). Fir einen Ream mit Ordnungseinheit gilt stets 
E = K — K;; indessen besitzt ein halbgeordneter Raum im allgemeinen keine 
Ordnungseinheit. Es sei ,[(&,] eine Klasse lokalkonvexer Raume, FZ > U £,. 


Als Hillentopologie auf # bezeichnet man die feinste lokalkonvexe Topo- 
logie £, fiir die simtliche Einbettungen J, von Z, in £ stetig sind (falls £ 
separiert ist). Ist tiberdies die Indexmenge {a} gerichtet®), ZH, HE, fir a < f, 
sind ferner die Einbettungen 12 von £,[&,] in E,[Z,] stetig, so heiBt EZ be- 
ziiglich der Hiillentopologie £ induktiver Limes der #,[(¢,]: Z(ZL 
= lim E,(&,). Der induktive Limes einer Menge bornologischer Raume ist 
bornologisch, einer Menge tonnelierter Raume tonneliert. Jeder induktive 
Limes lim £,{£,] ist isomorph einem Quotientenraum der lokalkonvexen 


direkten Summe @ £,[{,] nach einem geeignet gewahlten linearen Teilraum. 
a 

Wir bemerken noch, da8 lim £,[£,] = lim £,,(&,-] ist, wenn {«’} eine zum 

gerichteten System {a} konfinale Teilmenge bedeutet. Weiteres iiber induktive 

Limites siehe bei Kérue [14]. i 


5) Eirie halbgeordnete Menge A = {a} heiBt gerichtet, wenn zu a,f stets y€ A 
existiert mit « < y, 8 < y». 
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1. Konjugierte Kegel in dualen Riumen 

Es sei (F, G) ein Dualsystem. Fiir x € F, x’ € G bezeichnen wir mit <z, x’) 

den Wert der kanonischen Bilinearform auf F x G. Ist K ein Kegel in F, so ist 
K'= {2 €G: 2,2’) >0 fir x € K} 
wieder ein Kegel, den wir den zu K konjugierten Kegel in G nennen. 

Offenbar ist K’= — K°, K® die (beziiglich der Dualitat zwischen F und @) 
zu K polare Menge. Hieraus folgt, daB K’a(@, F)-abgeschlossen ist. Aus dem 
Bipolarensatz (BourBakI [8], p. 52, prop. 3) ergibt sich K°°= K” = K, wenn 
(und nur wenn) K abgeschlossen ist fir o(F,@). Ist dies der Fall, so ist K 
auch abgeschlossen fiir jede zulissige Topologie auf F. Ist K abgeschlossen 
in F, so ist die durch K auf F erzeugte Halbordnung archimedisch. Denn 
aus. x < & y fiir alle & > 0 folgt x < lim Ey = 0. 

£0 

Wir fahren eine Eigenschaft konvexer Kegel ein, die fiir Banachriume 
bekannt und zuerst wohl von Kretn [15] formuliert worden ist. 

Definition 1. Hin Kegel K*) in einem lokalkonvexen Raum E[&) heife 
norma! fiir £, wenn es eine aus absolutkonvexen Mengen bestehende -Null- 
umgebungsbusis U = {U} mit der Eigenschaft gibt: Fiir jedes U © U und jede 
Menge M < K mit leerem M -\ U ist (M + K)\U ebenfalls leer. 

(1.1) Hin Kegel K in E[&].ist dann und nur dann normal, wenn es ein & 
erzeugendes System {p,} von Halbnormen gibt, die auf K monoton sind: 


(*) P,(2 + y) => Pp, (x) fir x, y¢ K. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Ist um- 
gekehrt ein © erzeugendes System {p,} von Halbnormen gegeben, das (*) 
geniigt, so bilden die V,=— {x ¢ E: p,(x) < 1} eine Nullumgebungssubbasis 
fiir &. Man sieht nun leicht, daB fiir die Distanzfunktionen der Durchschnitte 

MN V,, je endlich vieler V, ebenfalls (*) gilt. Die positiven Vielfachen dieser 
i=1 
Durchschnitte bilden aber eine £-Nullumgebungsbasis, und damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Wir stellen noch-einige Folgerungen von (1.1) zusammen. 

Corollar. Ein Kegel K in E[&] ist dann und nur dann T-normal, wenn es 
eine F-Nullumgebungsbasis U gibt, so daB aus x€ U und OS yo (fiir die 
durch K erzeugte Halbordnung) y € U folgt fiir jedes U € U. 

Corollar. Sei {z,} c K eine beliebige £-beschriinkte Menge. Dann ist, wenn K 
normal ist fiir S, die Menge M = U {z:0< 2 < z,} beschriinkt. 


Beweis. Sei {p,}-ein f-erzeugendes System von Halbnormen, das (*) geniigt. 
Ware M nicht beschrankt, so gabe es eine Teilmenge {z,}c M mit p,(z,) > x 
fiir wenigstens ein «. Sei etwa z,< z,,. Dann ware nach (*) p,(z,,) > p,(Z,) > ©, 
entgegen der Beschranktheit von {z,}. 

Corollar. Gibt es zu einer Folge {x,}C K, die nicht £-Nullfolge ist, eine 
Nullfolge {z,} mit x,,< z,, 80 ist K nicht normal fiir &. 

*) Wir erinnern daran, daB wir unter einem ,,Kegel‘ stets einen konvexen Kegel 
mit dem Scheitel 0 verstehen. 
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Beweis. Ware K normal, so gabe es ein { erzeugendes System von Halb- 
normen {p,}, das (*) geniigt. Da {z,} keine Nullfolge ist, gibt es eine Teil- 
folge (z,} und ein « mit p,(z,-) > @ > 0. Hieraus wiirde nach (*) folgen 
P,, (Zn) S Py (Xp) > &9 im Widerspruch zur Voraussetzung. 

(1.2) Jeder normale Kegel ist echt. Ist H ein linearer Teilraum von E[T}, 
K ein £-normaler Kegel in E, so ist K -\H ein &-normaler Kegel in H. Damit 
ein Kegel K normal sei im topologischen Produkt E = [] E,{f,}, ist not- 
wendig und hinreichend, daB K,= pr K £,-normal sei fiir jedes a, und das 

a 
gleiche gilt fiir die lokalkonvexe direkte Summe E = © E,,(&,). 

Beweis. Es sei € K~\(—K), d.h. x€K, —x€K. Aus (1.1) folgt 
0 = p,(x — x) => p, (x) >} 0, daher p,(x) = 0 fiir jedes «. Hieraus folgt z = 0, 
d.h. K ist echt. Die Normalitét von K-\H in H folgt unmittelbar daraus, 
daB die Einschrankungen eines { erzeugenden Systems von Halbnormen auf H 


die von & auf H induzierte Topologie erzeugen. Zum Beweis der dritten 
Behauptung bemerken wir, daB die Halbnormen p3: 


pi (x) = p(x.) , 


wo x = (x,) und {pz} ein {, erzeugendes System von Halbnormen auf Z£, ist, 
die Produkttopologie auf HZ erzeugen. Sind daher die K,= pr K normal in 


E,[&,), so folgt fiir x,y ¢ K: 


ph (ax + y)= Pp(%_+ Ya) = Pp(Xq) - p(x) ? 


d.h. K ist normal. Die Umkehrung folgt analog oder auch daraus, daB ZF, 
einem linearen Teilraum von £ algebraisch, topologisch und ordnungsiso- 
morph ist. 

Die Notwendigkeit der letzten Behauptung ist kiar. Sei umgekehrt K, 
normal in £,[&,], dann gibt es nach (1.1), 1. Corollar, eine [,-Nullumgebungs- 
basis {U,}, so daB aus O< y,< 7, ¢ U, folgt y,¢ U,. Nun wird eine Null- 
umgebungsbasis in © Z,[&,] durch die absolutkonvexen Hiillen U = J, U, 


gegeben, U, beliebiges Element einer £,-Nullumgebungsbasis. Ist jetzt 
Osys2xcU, so ist r= ZTE, xz, z,¢U, und Z\f,;)< 1, und y=Z y,. 
Wegen K=@K, folgt aus r—y¢ K Os y,<é,2,, also y,¢ &,U, und 
y ¢ LU, w.z.b.w. 


Die Ordnungshomomorphismen eines halbgeordneten linearen Raumes FE 
in R sind nichts anderes als die auf dem Ordnungskegel K positiven Linear- 
formen. Ist E ein linearer topologischer, insbesondere lokalkonvexer Raum, 
so ist von besonderem Interesse, wie sich die Gesamtheit aller auf E stetigen 
Linearformen zur Gesamtheit aller positiven Linearformen verhalt. Wir 
kommen auf diese Frage in den Abschnitten 3 und 4 zuriick (vgl. auch (2.8)) 
und untersuchen jetzt, unter welchen Umstianden jede stetige Linearform 
auf E Differenz zweier ebenfalls stetiger positiver Linearformen ist. Man 
iiberlegt sich leicht, daB in einem Dualsystem (F, G@) die Echtheit von K c F 
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stets die Totalitét von K’ zur Folge hat, d. h. K’— K’ o(G, F)-dicht ist in G; 
umgekehrt folgt aus K’— K’= @ die Echtheit von K. 

Die Bedeutung der normalen Kegel beruht nun wesentlich auf dem fol- 
genden, fiir B-Raume von Krein-GrosBere [16] bewiesenen Zerlegungs- 
theorem: 

(1.3) Sei E ein lokalkonvexer Raum, K ein normaler Kegel in E. Dann ist 
E' = K'— K’, d.h. jede auf E stetige Linearform ist Differenz zweier auf K 
nichtnegativer, ebenfalls stetiger Linearformen. 

Beweis. Sei U ein beliebiges Element einer Nullumgebungsbasis in £, 
welche die in der Definition des normalen Kegels geforderte Eigenschaft 
besitzt. Wir. bezeichnen mit p die vermége U = {x € EZ: p(x) < 1} zu U ge- 
hérige Halbnorm, mit B= U® die zu U polare Menge in EZ’. Ferner sei H 
der Nullraum von U: H = p'(0), L’= UnB der von B aufgespannte Teil- 


n=1 
raum von £’. 


Es sei E = E/H, K das kanonische Bild von K beim Homomorphismus 
E-E/H. B ist durch \#| = p(x) far (irgendein) x ¢ # normiert. Man sieht 
leicht, daB die auf B in der Normtopologie stetigen Linearformen eineindeutig 
den auf U beschrankten Linearformen entsprechen. Denn letztere geniigen 
einer Beziehung |g(x)| < C p(x), woraus my = 0 auf H folgt, also ist y > g 
mit o(%)= g(x) und |g(#)| <C |\@| far beliebiges x ¢ # Umgekehrt de- 
finiert jedes p € EF’ eindeutig ein stetiges y(x) = y(#) fiir x ¢ #. Sei weiter g 
eine nichtnegative Linearform auf Z, d.h. g(x) > 0 fir «¢ K. Ist p auf U 
beschrankt, so gilt fiir das Bild @ offenbar p (#) => 0 fiir ¢ ¢ K, denn K besteht 
aus allen Restklassen mod H, die ein x ¢ K enthalten. Andererseits entspricht 
jedem » ¢ R’ ein py € K’. 

Wir haben bisher gezeigt, daB L’ = EF’, und die Isomorphie sich auf die 
algebraische und Ordnungsstruktur beider Raume bezieht. Wir zeigen noch, 
daB K normal ist in 2. Wegen der Normalitét von K folgt aus (1.1) nach 
Definition der Norm in E: 

|@+ yl =p(z + y) = plz) = | 
fiir alle #, y ¢ K, wenn x ¢ #, y € y zwei Elemente aus K sind. Nach Krety- 
Grossere [16] gilt Z’— K’— RK’. Sei daher g <L’ und ¢ das ¢ in BE’ ent- 
sprechende Element; wir haben g = 9,— 9, und q,, g,¢ RK’. Entsprechen 
umgekehrt ,, gy, diesen Elementen, so gilt also y = y,— g,. Da U' beliebig 
war und jedes @ ¢ E’ auf einem U beschrankt ist, ist die Behauptung bewiesen. 

Corollar. Ist (F, G) ein Dualsystem, K ein beziiglich irgendeiner zulissigen 
Topologie auf F normaler Kegel, so gilt G = K’— K’. 

Es ist naheliegend, nach der Umkehrung zu fragen. Es sei (F, @) ein 
Dualsystem, F = K — K. Fiir welche Topologien auf G ist K’ normal? Wir 


werden sehen, daB dies jedenfalls fiir die schwache Topologie o(G, F) stets zu- 
trifft. 
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Sei S = {S} eine gesattigte Klasse beschrankter Teilmengen von F. Wir 
bilden die gesattigte Hiille ©, der Klasse aller Mengen KS, S€@. Man 
iiberlegt sich leicht, daB G, CG, also die G,-Topologie gréber ist als die G- 
Topologie auf G. 

Definition 2. Sei <F,@) ein Dualsystem. Der Kegel KCF heife ein 
S-Kegel, wenn S, = © ist. 

Wir sagen, {S,} sei ein Fundamentalsystem von @-Mengen, kurz G- 
Fundamentalsystem, wenn jedes S ¢ © in einem S, enthalten ist. Wir erhalten 

(1.4) Damit K ein G-Kegel in F sei, ist notwendig und hinreichend: Es gibt 
ein ©-Fundamentalsystem {S,}, fiir das die absolutkonvexen abgeschlossenen 
Hiillen T(S, 7B) wieder ein S-Fundamentalsystem bilden. 

Beweis. Es sei K @-Kegel. Gegeben sei ein ©,-Fundamentalsystem {8°}, 
dessen Elemente wir uns in der Gestalt S°)= 7(K7\8,) gegeben denken 
kénnen. Hierbei kénnen wir die Mengen S,¢ ©, da © gesittigt ist, als absolut- 
konvex und abgeschlossen annehmen. (Denn die absolutkonvexen abge- 
schlossenen Hiillen der K ~\ 7S, bilden dann offenbar wieder ein S,-Funda- 
mentalsystem.) 

Wir haben zu zeigen, daB {S,} ein G-Fundamentalsystem ist. Sei S ¢ ©. 
Da © gesattigt ist, ist auch 2S ¢G und wegen @,=G 2ScT(KAS,) fir 
ein geeignetes «. Nun ist 

I'(K 1 8,)C 8,—8,= 84+ 8,C2 8,, 
daher 2 Sc 28,=28,=2 8, und SC S,, w.z.b.w. Ist umgekehrt {7(K 7 S,)} 
S-Fundamentalsystem, so ist seine gesittigte Hille SG, = ©, also K S-Kegel. 

Wir nennen einen @-Kegel strikt, wenn bereits die ['(K S,) ein G- 
Fundamentalsystem bilden (bei geeigneter Wahl von {S,}). 

(1.5) Set (FP, G) ein Dualsystem. Damit der Kegel K CF normal sei fiir die 
S-Topologie, ist hinreichend und fiir jede zulissige S-Topologie auch notwendig, 
dap K' ©-Kegel sei in G. 

Beweis. Es sei K’ ein @-Kegel in G, {S,} ein ©-Fundamentalsystem in G, 
das (1.4) geniigt. Dann bilden die polaren Mengen T(S,7\K)° eine Null- 
umgebungsbasis fiir die G-Topologie in F, und die Halbnormen 


P,()= sup |<x,2’)| 
K’ 


ESA 


erzeugen die ©-Topologie auf F. Nun gilt fiir x,y « K 


pP,(c+y)= sup {x+y,2)> sup (2, 2')=p,(z), 
ESA RK’ ESA kK’ 


daher ist nach (1.1) K normal fiir die G-Topologie. 

Sei umgekehrt K normal fiir eine zulissige @-Topologie. Die polaren 
Mengen S,= U% einer Nullumgebungsbasis bilden. ein @-Fundamentalsystem. 
Wie im Beweis von (1.3) erhalten wir fiir jedes m ¢ S, eine Zerlegung y = y, — 
— Pq, WO Y,, P2€ K’ und auf U, beschrankt sind, also g,, p,< nS, mit einer 
(scheinbar) von g abhangenden natiirlichen Zahl n. Nun ist nach dem Beweis 
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von (1.3) L’= Uns, ein B-Raum mit der Norm | g|| = sup |g(z)|. Setzen wir 
=] 2éU 


a 
M,={p¢L':| gil \gal Sm |p), 90 ist M, abgeschlossen und L/= M,, 


daher nach dem Satz von Barre L'= M, fir einn. Nennen wir dieses n = n,, 
so gilt also S,c (nS, K’)—(n, 8,0 K’)c I'(2n, 8,7 K’). Da {2n, S,} eben- 
falls $-Fundamentalsystem ist, folgt nach (1.4), daB K’ (sogar strikter)S-Kegel 
ist in G@. 

Corollar. Sei F = K — K. Dann ist K' normal fiir o(G, F). 

Corollar. Sei E[&] lokalkonvex, K ein &-normaler Kegel. Dann ist K 
normal fiir die schwache Topologie a(E, EB’). 

Denn aus (1.3) folgt Z’= K’— K’. Da <E, E’) ein Dualsystem ist, folgt 
aus dem vorangehenden Corollar die Behauptung. 

Aus (1.3) und dem ersten Corollar von (1.5) erhalten wir nun eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8 der zu einem Kegel K c E[£] 
in EZ’ konjugierte Kegel K’ den dualen Raum £’ erzeugt: 


(1.6) Hs sei K ein Kegel im lokalkonvexen Raum E[&). Damit E[(T]’ 
= K'— K’ gelte, ist notwendig und hinreichend, daB K normal sei fiir die schwache 
Topologie a(E, E’). 

Ist (F, G@) ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so ist K’ total in G, wenn 
(und nur wenn) die schwach abgeschlossene Hiille K von K ein echter Kegel 
ist. Ist insbesondere G = F*, dem zu F algebraisch dualen Raum, so ist also 
fiir die Totalitat des algebraisch konjugierten Kegels K* in F* notwendig 
und hinreichend, da8 K echt sei fiir die feinste lokalkonvexe Topologie auf F. 
Wir geben einige hierzu aquivalente Eigenschaften eines Kegels K in einem 
linearen Raum F. 

(1.7) Sei K ein Kegel in einem linearen Raum F. Folgende Higenschaften 
sind dquivalent: 

1° Es gibt eine lokalkonvexe Topologie auf F, fiir welche die abgeschlossene 

Hiille R von K ein echter Kegel ist. 

2° R ist echt fiir die feinste lokalkonvexe Topologie £¥ auf F. 

3° K* ist total (d. h. K*— K* ist o(F*, F)-dicht) in F*. 

4° Es.gibt eine lokalkonvexe Topologie auf F, fiir die K normal ist. 


Beweis: 

1°-+ 2°: Die £-abgeschlossene Hiille von K ist Teilmenge der T-abge- 
schlossenen Hiille X fiir jede andere lokalkonvexe Topologie £ auf F. 

2° .. 3°: Folgt aus der obigen Bemerkung, da F [f'’)’ = F* ist. j 

3° 4°: Da H* = K*— K* o(F*, F)-dicht ist in F*, ist (F, H*) ein Dual- 
system, also nach (1.5), erstes Corollar K normal fiir o(F, H*). 

4°. 1°: Wenn K normal ist fiir eine lokalkonvexe Topologie £, ist nach 
(1.1) auch die f-abgeschlossene Hiille K normal fiir £, daher nach (1.2) echt. 

Wenn in einem halbgeordneten linearen Raum der positive Kegel eine 
(folglich alle vier) der in (1.7) aufgezihlten Eigenschaften besitzt, werden wir 
den Raum als regular halbgeordnet bezeichnen. Als wichtige Eigenschaft 
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regular halbgeordneter Raume wird sich in (4.4) die Separiertheit der Ordnungs- 
topologie ergeben. 

Definition 3. Hine Ordnungsstruktur auf dem linearen Raum F heift 
regular (oder F regular halbgeordnet), wenn der positive Kegel K eine (folglich 
alle) der in (1.7) genannten Higenschaften besitz. 

Es ist leicht, Ordnungsstrukturen anzugeben, die nicht regular sind. Sei F 
ein linearer Raum, f eine Linearform auf F. Die durch den Kegel K = {0} U {zx € 
€ E: f(x) > 0} erzeugte Ordnungsstruktur erfiillt die Axiome 1° bis 5° (vgl. den 
0. Abschnitt), ist aber nicht regular. Denn ist £ eine beliebige lokalkonvexe 
Topologie auf F, so enthalt K den linearen Raum {z : /(x) = 0}, ist also nicht 
echt. 

Wir stellen einige Eigenschaften regular halbgeordneter Raume zusammen. 

(1.8) Jeder regulir halbgeordnete lineare Raum ist fastarchimedisch. Ist F 
regulir halbgeordnet, so ist jeder lineare Teilraum HCF (fiir die induzierte 
Ordnungsstruktur ) regulir halbgeordnet. Ferner sind das Produkt J] F, und die 


direkte Summe © -F , beliebig vieler regulér halbgeordneter Riume wieder regulir 


halbgeordnet. 

Beweis. Ist F regular halbgeordnet, so ist nach (1.7) K echt fiir die feinste 
lokalkonvexe Topologie £¥ auf F. Gilt nun —fy<2< fy fir alle §>0 
(und ein y € K), so ist wegen +2=lim(éyt+z) —x¢K und e¢ Kk. Da KF 

f—+0 


echt ist, folgt z = 0. 

Sind F bzw. F , regular halbgeordnet, so existieren nach (1.7) lokalkonvexe 
Topologien £ bzw. ©,, fiir welche die positiven Kegel K bzw. K, normal sind. 
Da nach (1.2) H-\K in H[S), J] K, bzw. @ K, in J] F,[&,] bzw. © F,[F,] 


a a a a 
normal sind, sind nach (1.7) auch H und J7 F,, bzw. @ F, regular halbgeordnet. 


Wir bemerken noch, daB ein Quotientenraum eines regular halbgeordneten 
Raumes (fiir die durch das kanonische Bild des positiven Kegels erzeugte 
Ordnungsstruktur) keineswegs regular halbgeordnet zu sein braucht. 

In einem Dualsystem ¢F, G) sind beide Raume fiir die durch K bzw. K’ 
erzeugten Ordnungsstrukturen regulér halbgeordnet, wenn (und nur wenn) 
dies fiir einen der Raume gilt und der zugehérige Kegel total ist. 

Wir betrachten zwei Anwendungen von (1.3), die die Tragweite des Satzes 
und den Charakter normaler Kegel illustrieren. 

1. Es sei T ein lokalkompakter Raum, £ der lineare Raum aller stetigen 
und reellen Funktionen mit kompaktem Trager auf T. Ein Radonsches MaB 
auf T heiBt jede stetige Linearform yu(/) auf Z[f], wenn EZ mit der feinsten 
lokalkonvexen Topologie € versehen wird, fiir welche die Einbettungen 
E,— E stetig sind; hierbei ist EZ, der Banachraum aller stetigen Funktionen 
auf T, deren Trage: in der (festen) kompakten Menge C liegt, mit der Topologie 
gleichmaBiger Konvergenz auf C. E[&] ist also induktiver Limes der EZ, 
(beziiglich des durch Inklusion gerichteten Systems aller kompakten Teil- 
mengen CCT); folglich ist eine €-Nullumgebungsbasis in EZ durch die 
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absolutkonvexen Hiillen U = I” Uy gegeben, Uy beliebiges Element ‘einer 
Nullumgebungsbasis in Ey. 

Die Teilmenge K = {f € HZ: f(t) = 0, t € T} bildet einen echten Kegel in Z. 
Wir zeigen, daB K normal ist; hierzu ist nach (1.1), erstes Corollar hinreichend: 
Aus /¢U und O0sg<f folgtg¢U. Es sei also OS ga f¢U=I'U¢, dh. 


n 
f=) &,f, mit 2 || < 1 und f,¢ Ug,. Wenn wir /,> 0 und &,> 0 annehmen, 
v=] 


so wird die Voraussetzung hiervon nicht berihrt’). Wir denken uns weiter die C, 
wachsend: ©, C--- CC,. Wir definieren nun 9, = inf {&, f,,9}, Gn-1 
= inf {En—1 fn-w ion Gn}; A= inf {E:f, 9—-G-**"— 92}. Wir erhalten 
0<9,<6,/,is»am) und g=)' 9, auf C,. Da der Trager von g in C, 


v=l 


liegt, gilt die letzte Beziehung iiberall auf 7. Daher liegt g in U = I’ Up, 
w.z.b.w. Aus (1.3) folgt nun (BourBak [9], p. 54 th. 2): 

Jedes Radonsche MaB auf einem lokalkompakten Raum ist Differenz zweier 
positiver Mafe. 

Nach Definition des induktiven Limes ist eine Linearform auf EF [T] dann 
und nur dann stetig, wenn ihre Einschrankungen auf alle Z, stetig sind. Aus 
dem Corollar zu (2.8) folgt, wenn wir — um das Beispiel nicht wiederholen 
zu miissen — vorausgreifen, daB jede auf Z positive Linearform stetig ist. 
Daher (BoursBaki [9], p. 54 th. 1): 

Jede positive Linearform auf E[S] ist ein (positives) Radonsches Maf. 

2. Wir betrachten den Raum 7 beliebig oft differenzierbarer Funktionen 
mit kompaktem Trager auf R*" (in der Schwartzschen Topologie, vgl. 
L. Scuwartz [22]). @ ist der Raum der Distributionen. K = {f «2: f = 0} 
ist ein echter, abgeschlossener Kegel in 9. Die positiven stetigen Linearformen 
auf 9 sind die positiven MaBe auf R". Aber nicht jede Distribution ist ein 
MaB, also auch nicht Differenz zweier positiver Linearformen. Daher folgt 
aus (1.3): Der positive Kegel K in D ist nicht normal. 

Man kann dies auch direkt einsehen. Seien C, bzw. C,., ,, die abgeschlossenen 
Kugeln um den Punkt 0 ¢ R" mit den Radien r bzw. r+ 2e. Ferner sei 
Yn= 0 eine Folge aus Zo, mit sup y= A, 0, aber keine Nullfolge fiir die 
Topologie von @. },(t) bezeichne die Funktion, die = /,, auf C,,,, sonst 
aber 0 ist, 


Wn(2) = f 0, (x -_ é) fn(€) d&= o.* | 
R" 


die Regularisierte von /, (lL. Soxwar7z, 1. c. p. 22). Offenbar ist y,< 9 und 
Yn 0 fiir die Topologie von &, ferner y,< y, tiberall. Aus 0< 9,5 y,> 0 
ergibt sich nach dem dritten Corollar von (1.1), daB der positive Kegel K 
in 9 nicht normal ist. 


7) Denn sind die U, Kugeln in Eo, so kénnen wir ¢,/, = |é,| ¢,/,(¢,= + 1) setzen und 
&yf,= Gv— h, schreiben ; om sup(é,f,, 0), k= sup(— vty, 0). Dann ist \|g>I| Ss fell. 


\\hyl| S |lf-l| und OS gs E \&,| 9 € I’ Uo. 
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‘2. Beschrinkte Zerlegbarkeit halbgeordneter Riume 


Wir fahren im folgenden eine Eigenschaft konvexer Kegel ein, die ein 
Spezialfall der in der Definition der @-Kegel gegebenen ist und in halb- 
geordneten normierten Raumen mit einem von Bonsai [4], p. 146 stammen- 
den Begriff zusammenfallt. 

Definition 2’. Sei E[&] ein lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E. 
K heiBe ein BZ-Kegel (bzw. strikter BZ-Kegel) in E, wenn K ein ©-Kegel 
(bzw. strikter S-Kegel ) fiir die Klasse © aller beschriinkten Teilmengen von E ist*). 

Aus (1.4) folgt unmittelbar 

(2.1) Damit K ein BZ-Kegel (bzw. strikter BZ-Kegel) in E[&] sei, ist not- 
wendig und hinreichend: Es gibt ein Fundamentalsystem {B,} beschriinkter 
Mengen, so daB die absolutkonvexen abgeschlossenen Hiillen T(B,7 KR) (bzw. 
die absolutkonvexen Hiillen I'(B,-\ K)) ebenfalls ein Fundamentalsystem be- 
schrinkter Mengen bilden. 

Corollar. Ist K strikter BZ-Kegel in E, so gilt E = K — K®). 

(2.2) Ist K ein BZ-Kegel in E, so ist K’ normal fiir die starke Topologie 
B(E’, £). Ist umgekehrt K f-normal und E (& | tonneliert, soist K' BZ-Kegelin E’. 

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar, wenn man (1.5) auf das 
Dualsystem (Z, E’) anwendet; die zweite ebenfalls, weil £ die starke Topologie 
B(E, E’), diese also fiir das Dualsystem (EZ, 2’) zulassig ist. 

Ist (F, G) ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so bezeichnen wir mit fx 
die Topologie (auf @) der gleichmaBigen Konvergenz auf allen beschrinkten 
Teilmengen von K. G[& x] ist dann und nur dann separiert, wenn K total ist. 
Damit erhalten wir folgende duale Charakterisierung der BZ-Kegel: 

(2.3) Sei E[Z] lokalkonvex. Auf E’ gilt T,= B(E’, E) genau dann, wenn K 
ein BZ-Kegel ist in E. 

Beweis. Die Topologie £, ist zugleich die Topologie der gleichmaBigen 
Konvergenz auf den absolutkonvexen abgeschlossenen Hiillen C,= 7(K7 B,), 
{B,} ein Fundamentalsystem beschrinkter Mengen in EH. Da aber 
die C, wieder ein solches System bilden, falls K ein BZ-Kegel ist, gilt €, 
= B(H’, Z). Umgekehrt ist in diesem Falle C, ein Fundamentalsystem be- 
schrankter Mengen. 

(2.4) Sei E[Z) tonneliert. Auf EF gilt 5 = Ty, genau wenn K’ BZ-Kegel ist. 
Nach den vorangehenden Uberlegungen kénnen wir den Beweis dem Leser 
iiberlassen. 

Wir haben in (1.3) ein Kriterium erhalten, wann fiir einen halbgeordneten 
lokalkonvexen Raum £ die Relation E’= K’— K’ gilt. Umgekehrt kénnte 
von einem abgeschlossenen BZ-Kegel erwartet werden, daB stets H = K — K 
gilt. Jedoch ist dies nicht fiir beliebige Raume richtig. 

(2.5) Sei E der Dual eines tonnelierten Raumes ; K ein schwach abgeschlossener 
BZ-Kegel in E. K ist strikter BZ-Kegel in E, daher E = K — K. 
~ 4) Wir sagen auch, E besitze beziiglich K die beschrankte Zerlegungseigenschaft 
(bzw. strikte BZ-Eigenschaft). 

*) Dies gilt allgemeiner fur jeden strikten S-Kegel. 
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Beweis. Sei {B,} ein geeignetes Fundamentalsystem abgeschlossener be- 
schrankter Mengen in F, {U,} eine Nullumgebungsbasis. Nach Voraussetzung 
ist C_= I'(B, 7 K) wieder ein Fundamentalsystem beschriankter Mengen. Sei 
z€ E beliebig. Es gibt ein C,,32, und in jeder U,(z,) ein Element z,— y, 
mit x,y,¢€ B,,\K. Fir das gerichtete System z,— x,— yz, gilt z,> z. Aus 
der Beschranktheit und der schwachen Kompaktheit von B,, folgt, daB {z,} einen 
Berithrpunkt x, besitzt. Da K abgeschlossen ist, ist z,¢ KX. Fir ein zu {f} 
konfinales Teilsystem {f’} gilt daher z,-—> 2», folglich yg > yp= %— %. Daher 
ist z= %— Yo EB, OK, yo BAK. Folglich ist C,c (B,~.K) — 
— (B, 7K), also K strikter BZ-Kegel und nach (2.1) Corollar 2 = K — K. 

Corollar. Jeder abgeschlossene BZ-Kegel in einem halbreflexiven Raum E 
ist strikter BZ-Kegel. 

Denn der Dual eines halbreflexiven Raumes ist tonneliert fiir die starke 
Topologie. 

(2.6) Ist H = K — K ein Banachraum, so ist K BZ-Kegel in E. 

Beweis. Das System {S,,} der Kugeln um 0 ¢ Z mit dem Radius n = 1, 2, ... 
ist ein Fundamentalsystem beschrankter Mengen in Z. Mit C,— 7(S5, 7K) 


ist C,= n C, und wegen E = K — K ist U C, = 2, also besitzt C, 0 als inneren 
n=l 

Punkt. Daher ist {C,} wieder Fundamentalsystem beschrankter Mengen in £Z, 

also K BZ-Kegel. 

Wir bemerken noch, daB diese SchluBweise nicht auf allgemeinere Riume 
iibertragbar ist. Denn sie stiitzt sich wesentlich darauf, daB Z ein Bairescher 
Raum mit abzaihlbarem Fundamentalsystem beschrinkter Mengen ist. 
Hieraus folgt sofort, daB in E eine beschrinkte (konvexe) Nullumgebung 
existiert, also Z nach einem Satz von KoLmMoGcororrF normierbar ist. 

Wir erhalten aus den bisherigen Resultaten das Aquivalenztheorem 

(2.7) Sei E ein reflexiver Raum, K ein abgeschlossener Kegel in E. Folgende 
Eigenschaften sind dquivalent : 

1° K ist BZ-Kegel in E. 

2° K ist strikter BZ-Kegel in E. 

3° K’ ist normal fiir 8 (E’, EB). 

4° S$, = 6(E’, EB). 

Beweis. 1° und 2° sind aquivalent nach (2.5), Corollar. 1° und 3° folgen 
auseinander nach (2.2), 1° und 4° sind gleichwertig nach (2.3). 

Corollar. In reflexiver Réiuwmen entsprechen normale und BZ-Kege/l 
einander dual. : 

Corollar. In reflexiven B-Réiumen sind 1° bis 4° dquivalent zu E = K — K 

Ist E[Z] ein beliebiger lokalkonvexer Raum, K ein echter Kegel in E 
so ist jede auf K positive Linearform stetig, sobald K einen inneren Punkt 
besitzt (BourBAKI [7], p. 75). Wir bemerken, daB jeder innere Punkt von K 
eine Ordnungseinheit fiir die durch K erzeugte Halbordnung ist. Wir geben 
folgendes, in manchen Fallen weiterreichende Kriterium fiir die Stetigkeit 
positiver Linearformen: 
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(2.8) Es sei E ein folgenvolistiindiger bornologischer Raum, K ein abge- 
schlossener strikter BZ-Kegel in BE. Jede auf K positive Linearform ist stetig. 

Beweis. Ware / > 0 auf K und / nicht stetig, so gabe es wegen der strikten 
BZ-Eigenschaft von K eine beschrinkte Teilmenge von K, auf der f nicht 
besehrankt wire. Es gabe also auch eine beschrankte Folge {x,}c K, fiir die 


n 


f (2) > n galte. Wir setzen z,= 3)’ 1/»* x,. {z,} ist Cauchyfolge in EZ, daher 
v=1 


konvergent und wegen der Abgeschlossenheit von K ist z = limz,¢ K. Nun 
nate man 0<z,< 2 fir alle », daher /(z,) < f(z), andererseits aber {(z,) 


-5 1/v? f(z,) > z 1/y, was offensichtlich einen Widerspruch darstellt. 


Genelies. Set ‘en lim £,[£,) induktiver Limes von B-Riiumen, K ein 
Kegel in E, so dap K,= pay (\ E,, abgeschlossener strikter BZ-Kegel in jedem 
E,(&,] ist. Dann ist fede auf K positive Linearform stetig auf E. 

Dies ergibt sich sofort daraus, daB die Einschrankung jeder positiven 
Linearform auf Z, nach (2.8) fiir £, stetig ist. 

Wir betrachten einige Beispiele. 

1. Die aus gewissen Klassen von Abbildungen des R" (bzw. der Menge N 
natiirlicher Zahlen) in die Menge der reellen Zahlen gebildeten klassischen 
Banachraume 

a) L” (bzw. 1”) aller zur p-ten Potenz, 1 < p < oo, absolut summierbaren 
Funktionen (Folgen), 

b) [* (bzw. I") aller zur ersten Potenz absolut summierbaren Funktionen 
(Folgen), 

c) C (bzw. c) aller beschrankten, stetigen Funktionen (konvergenten Folgen), 

d) Cy (bzw. cy) aller auf einer festen Menge verschwindenden, stetigen 
beschrankten Funktionen (gegen 0 konvergenten Folgen), 

e) M (bzw. m) aller meBbaren beschrankten Funktionen (beschrankten 
Folgen) f 
besitzen sdimtlich einen positiven Kegel K (namlich die Abbildungen mit 
nichtnegativen Werten), der eine natiirliche Halbordnung erzeugt. Wir be- 
merken: In jedem der Réiume a) bis e) ist K ein abgeschlossener, normaler, 
strikter BZ-Kegel. Die Normalitét von K folgt sofort aus der Monotonie 
der Norm auf K. Die starke BZ-Eigenschaft verifiziert man unmittelbar. 
Nur in den Raumen c) und e) besitzt K innere Punkte. Aus (2.8) folgt: 

Jede auf einem der Réiume a) bis e) positive Linearform ist stetig. 

Hieraus folgt insbesondere, daf fiir den algebraisch dualen Raum E* nicht 
E* — K*— K* gilt. Aus (1.3) ergibt sich Z’= K’— K’ fiir jeden der obigen 
Raume; nach (2.6) ist also K’ jedesmal BZ-Kegel in Z’. Daher hat man 
nach (2.4): 

Auf jedem der Raéume a) bis e) ist die Normtopologie gleich der Topologie 
gleichmaBiger Konvergenz auf den beschrinkten Teilmengen von K’'. 

Bildet man in E” die o(#’’, E’)-abgeschlossene Hiille K’’ von K, so folgt 
aus (2.2) und (1.3) wieder E’’= K’— K”’. In ahnlicher Weise erschlieBt man 
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fiir den n-fach dualen Raum E™ — K® — K), falls E einer der Raume b) 
bis e) ist. Bekanntlich sind fiir diese Raume die Z™ alle voneinander ver- 
schieden. 

2. Wir haben im Beispiel 2, Abschnitt 1 gesehen, daB im Schwartzschen 
Raum @ der positive Kegel K nicht normal ist. Mit der Methode der Regu- 
larisierten zeigt man ohne Miihe, da8 K ein abges -hlossener strikter BZ-Kegel 
ist in Z. Also nach (2.8): 

Jede auf K C 2 positive Linearform ist ein Maf. 

Da K CQ BZ-Kegel ist, folgt aus (2.2) oder wegen der Reflexivitat von 2 
aus (2.7): 

Der Kegel K’ der positiven Masse ist normal in 9’. 


3. Normale und BZ-Kegel in Rieszschen Réiumen 

Es sei E ein halbgeordneter linearer Raum. £ heiBt Rieszscher Raum 
(BourBak! [9], p. 17), wenn zu je zwei Elementen z, y € E eine obere, sup(z, y), 
und eine untere, inf(x, y), Grenze existiert. Man iiberzeugt sich leicht, daB es 
geniigt, H = K — K und die Existenz der oberen (oder unteren) Grenze in K 
vorauszusetzen. Fir beliebiges x ¢ E setzt man z* = sup(z, 0), z~ = sup(—z,0) 
und |z| = 2*+ a2-. Man findet auch leicht 2 = x*— zx. 

Ein Rieszscher Raum hei®Bt beschrankt (ordnungs-)vollstandig, wenn zu 
jeder majorisierten Menge, d. h. jeder Menge H mit 2 < a fiir ein a und alle 
x € H, die obere Grenze sup H existiert. 

Die Klasse der Rieszschen Raume (oder Vektorverbande) ist wesentlich 
enger als die der halbgeordneten Raume. So ist ein linearer Teilraum eines 
Rieszschen Raumes, selbst wenn er noch nichttrivial halbgeordnet ist, im 
allgemeinen kein Rieszscher Raum mehr. Wir studieren in diesem Abschnitt 
den Zusammenhang der bisher aufgestellten Begriffe und Resultate mit 
Rieszschen Raumen. Dazu fiihren wir zuniachst eine Definition ein, die auch 
im nachsten Abschnitt eine Rolle spielen wird. 

Definition 4. Eine Linearform f auf einem halbgeordneten linearen Raum E 
mit positivem Kegel K heiBe ordnungsbeschrinkt, wenn f auf jeder Menge 
der Gestalt 

M,={y¢E:—-xsysu,xé K} 
beschrankt ist. 

Nach Bovursaki [9], p. 34 heiBt eine Linearform / auf einem Rieszschen 
Raum £ relativ beschrankt, wenn / auf jeder Menge der Gestalt 
beschrankt ist. Ne= ty €H:08 |yl 5 2} 

(3.1) Ist E ein Rieszscher Raum, so ist jede ordnungsbeschrinkte Linearform 
auf E relativ beschrénkt und umgekehrt 

Beweis. Ist |y| = y++.y-< x, soist—ar7sy'—ys2zdh.—xsysz, 
daher N,C M,, also jede ordnungsbeschrinkte Menge relativ beschrankt. 
Andererseits folgt aus — x < y < x wegenz¢ K y*< 2,y~S 2, also |y| = y* + 
+ ys 22, d.h. M,C N,,. Daher ist jede relativ beschrinkte Menge auch 
ordnungsbeschrankt, w.z.b.w. 


9* 
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(3.2) Sei E(Z] Rieszscher Raum mit positivem Kegel K und K normal in 
E[S). Jede stetige Linearform auf E ist relativ beschrinkt. 

Beweis. Nach (3.1) geniigt es zu zeigen, daB jede stetige Linearform 
ordnungsbeschrankt ist. Ware dies nicht der Fall, so gabe es ein stetiges / 
mit |f(y,)| > + co bei— x < y,< x. Dann miiBte aber etwa |f(y,*)| > « gelten 
und wegen der Stetigkeit von f kénnte {y,} nicht topologisch beschrankt sein. 
Dies widerspricht aber wegen y,;* < x ¢ K nach dem zweiten Corollar von (1.1) 
der vorausgesetzten Normalitaét von K. 

Umgekehrt gilt 

(3.3) Set E[Z] ein Rieszscher und folgenvolistindiger bornologischer Raum, 
K ein abgeschlossener strikter BZ-Kegel in E. Dann ist jede auf E relativ be- 
schrinkte Linearform stetig. 

Aus (2.8) folgt die Stetigkeit jeder positiven Linearform auf Z. Nach 
BovursBaki [9], p. 35, th. 1 ist aber jede relativ beschrankte Linearform Differenz 
zweier positiver Linearformen. 

Wie (3.2) und (3.3) vermuten lassen, ist die Klasse der relativ beschrankten 
(oder nach (3.1) ordnungsbeschrankten) Linearformen auf einem Rieszschen 
topologischen Raum im allgemeinen wesentlich umfassender als die der stetigen. 
Dies riihrt daher, daB die Ordnungsbeschranktheit mit der Stetigkeit nur fiir 
eine geniigend feine Topologie zusammenfallt. Diese ,,Ordnungstopologie“, 
die wir im nachsten Abschnitt betrachten, ist iibrigens feiner als jede lokal- 
konvexe Topologie, fiir die der Ordnungskegel K normal ist [vgl. (4.4) bis 
(4.6)]. Fiir Banachraume erhalten wir 

(3.4) Sei E[] ein Rieszscher und Banachscher Raum, K ein abgeschlossener 
strikter BZ-Kegelin E. Dann sind die Klassen der stetigen und relativ beschrinkten 
Linearformen identisch ; insbesondere ist E’ beschraénkt ordnungsvollstindig. 

Beweis. Aus (3.3) folgt, daB jede relativ beschrankte Linearform auf EZ 
stetig ist. Wenn wir zeigen, daB K normal ist, so folgt aus (3.2) auch die 
Umkehrung; die letzte Behauptung ergibt sich dann aus Boursaki [9], 
p. 35, th. 1. 

Da jede relativ beschrankte Linearform stetig ist, gilt Z’ = K’— K’. Nach 
(2.6) ist K’ BZ-Kegel in Z£’. Also ist K’’ c BE” nach (2.2) normal, woraus sich 
die Normalitaét von K mit Hilfe von (1.2) sofort ergibt. 

Corollar. Ist E ein Rieszscher und reflexiver Banachscher Raum mit ab- 
geschlossenem Kegel K, so gilt die Aussage von (3.4). 

Denn es ist ZH = K — K, also K nach (2.6) BZ-Kegel und nach (2.5), 
Corollar strikter BZ-Kegel. 

Beispiele sind: Zu (3.2) der Raum der Distributionen, der Raum # (T)- 
stetiger Funktionen mit kompaktem Trager (Abschnitt 1); zu (3.3) der Raum 
H (T); zu (3.4) die Raume a) bis e) der Beispiele in Abschnitt 2. 


4. Erzeugung lokalkonvexer Topologien durch Ordnungsstrukturen 
Wir haben bisher den Zusammenhang zwischen Ordnungsstrukturen, oder 
den durch sie eineindeutig bestimmten positiven Kegeln, und gegebenen lokal- 
konvexen Topologien auf einem linearen Raum £ untersucht. Man kann 
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umgekehrt fragen, ob eine gegebene Ordnungsstruktur stets in natiirlicher 
Weise eine lokalkonvexe Topologie erzeugt. Diese Frage l4Bt sich positiv 
beantworten. Die Antwort kann man leicht finden, wenn der halbgeordnete 
lineare Raum £ eine Ordnungseinheit besitzt. Das Beispiel des Raumes R 
der reellen Zahlen, oder allgemeiner des R", in natiirlicher Ordnung gehért zu 
diesem Fall; hier wird die Topologie offenbar durch die Mengen 


{x €R":—Aaszxsia} 


erzeugt, ‘die eine Nullumgebungsbasis bilden, wenn A alle positiven Zahlen 
(oder auch nur eine Nullfolge) durchléuft. a kann dabei eine beliebige Ord- 
nungseinheit, d.h. ein Vektor mit durchweg positiven Koordinaten, sein. 
Die zugehdérige uniforme Struktur ist durch die Forderung der Translations- 
invarianz eindeutig bestimmt. Wir beschaftigen uns daher zundchst mit dem 
Fall, daB Z eine Ordnungseinheit besitzt. 

(4.1) Sei E ein fastarchimedisch halbgeordneter linearer Raum mit Ordnungs- 

einheit a. Die durch 

p(x) =inf{A:—Aaszsia} 
definierte Normtopologie ist die feinste auf E erklirbare lokalkonvexe Topologie, 
fiir die der positive Kegel K normal ist. 

Beweis. Zunachst ist p(x) =>0 und aus p(x) = 0 folgt = 0, da Z fast- 
archimedisch ist. Man bestatigt unmittelbar p(a x) = |a| p(x), ebenso 
p(x + y) S p(x) + p(y); daher ist p eine Norm auf Z. Weiter ist fiir x = 0, 
y20 

p(x + y)=inf{A: 2+ ysAa}2inf{A: 2s ia} =—p(z), 

also nach (1.1) K normal. Es sei £ eine Topologie auf Z, fiir welche K normal 
ist. Dann folgt aus p(x,) > 0 aber z,-—> 0 fiir £, denn es gilt x, = +4 (A,a + 
+ %_) —4 (Aq @,—2%,) = 2 — 22 und z!,2® sind ¢ K. Da p(z,)+0 4,>+0 
bedeutet, folgt p(z‘,) > 0 (i = 1, 2). Ware nun {z,} nicht Nullfolge fiir £, so 
gilte das gleiche von z‘ fiir wenigstens ein i. Ist nun q eine beliebige T-stetige 
Halbnorm mit qg(z-+ y) > (2) fir 2, y € K, so wiirde aus q(z‘) > e folgen 
q(A,@) > e fir A,> 0. Aber es ist offenbar 4,a + 0 fir. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

Ist a’ eine weitere Ordnungseinheit von EZ, so sind die von a bzw. a’ er- 
zeugten Topologien £, bzw. &,- identisch. Denn es gibt dann zwei Zahlen 
A> 0, 2’ > 0, so daB a’< Aa und as ij‘a’ gilt. Daraus folgt unmittelbar 
fiir die zugehérigen Normen p bzw. p’: 

p' (xz) SA p(z) SAN p'(z), 
d.h. die beiden Normen auf £ sind aquivalent. Wir bemerken noch: Jede 
Ordnungseinheit von £ ist innerer Punkt von K fiir die Topologie £,. 

Fir die Ubereinstimmung der Ordnungstopologie £, mit einer gegebenen T 
ist jedenfalls notwendig, daB Z fiir £ normierbar ist. Fir Banachriume gilt 

(4.2) Sei E[S] ein halbgeordneter B-Raum mit Ordnungseinheit. Damit 
gleich der Ordnungstopologie sei, ist die Normalitdt des positiven Kegels notwendig 
und hinreichend. 
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus (4.1). Ist um- 
gekehrt K normal fiir £, so ist £ grdber als die Ordnungstopologie £, nach 
(4.1). Die identische Abbildung J von E[{,] in E[T] ist offenbar stetig. Ihre 
Erweiterung 7 auf die vollstandige Hiille E[€,] ist nach einem Satz von 
Banacu ein Homomorphismus. Daher besitzt der Nullraum N (I) ein topo- 
logisches Komplement F, BE.) = N(d) @ F und es ist F = H; da aber EZ 
dicht ist in Z, folgt E = F und & =,, w.z.b.w. 

Um den allgemeinen Fall, in dem keine Ordnungseinheit existiert, behandeln 
zu kénnen, stellen wir zunadchst einen Hilfsbegriff auf. Wir bezeichnen mit K 
wieder den positiven Kegel eines halbgeordneten linearen Raumes E. 

Definition 5. Seia¢ H,b«¢K. Wir sagen, b umfapt a, wenn ein 4 > 0 
existiert mita<Ab. HCK erschépft eine Menge MC E, wenn jedes Element 
aus M von wenigstens einem Element aus H umfaBt wird. H heiBt minimal 
wohlgeordnet, wenn kein Element aus H ein spiiteres umfapt. 

Hiernach ist a eine Ordnungseinheit, wenn a alle Elemente von £ umfaBt. 
Zwei Ordnungseinheiten umfassen sich stets gegenseitig. Dariiber hinaus gilt: 

(4.3) Besitzt der halbgeordnete lineare Raum E keine Ordnungseinheit, so ist 
der Ordnungstypus jeder minimal wohlgeordneten, E erschépfenden Menge H 
eine Limeszahl. 

Beweis. H sei minimal wohlgeordnet und erschépfe EZ. Sei b letztes Ele- 
ment von H. Streicht man aus H noch alle Elemente a + b, die von b umfaBt 
werden, so erschépft die entstehende Menge. H, offenbar wieder Z. Wir be- 
haupten, daB H,= {6}, also b Ordnungseinheit in EZ ist. Andernfalls gabe es 
ein a € Ho, das von 6 nicht umfaBt wird. Nun wird aber a + 6 €¢ K von einem 
ce € H, umfaBt, das verschieden von 6 ist und daher in H, vor 6 steht, was der 
minimalen Wohlordnung von H widerspricht. 

Es ist klar, daB jede Menge HC K ihrerseits eine minimal wohlgeordnete 
Teilmenge H’ enthalt. Wir erhalten nun fiir beliebige regulér halbgeordnete 
Raume in Verallgemeinerung von (4.1) den Satz: 


(4.4) Sei E ein lincarer regulir halbgeordneter Raum. Jede den positiven 
Kegel K in E erschépfende Menge HC K erzeugt auf E eine (von der Wahl von H 
unabhiingige) Topologie So, beziiglich deren E induktiver Limes normierter 
Réume, .also bornologisch ist. Diese Ordnungstopologie Z, ist feiner als jede 
lokalkonvexe Topologie, fiir welche K normal ist*®). 

Vor dem Beweis notieren wir noch das 

Corollar. Besitzt E eine Ordnungseinheit, so fallt Z, mit der in (4.1) de- 
finierten Normtcpologie zusammen. 


Beweis. Wir denken uns die Menge H indiziert, etwa H = {a,},ca. Die 
Indexmenge A ist durch die Relation ,,a, umfaBt a,“ gerichtet, wir schreiben 
a~< f. Denn sind a, 8 gegeben, so gibt es nach Definitionwon H ein a,<¢ H, 
das a,+ a,¢ K, speziell also a, und a, umfaBt: « < y, 8 < y. 


1%) Die Satze (4.4) bis (4.6) bleiben fiir beliebige halbgeordnete Raume giiltig, wenn 
man auf die Separiertheit der Ordnungstopologie £, verzichtet. 





, oa 


a 
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Wir nennen M, die Menge {x ¢ H:—a,< x<a,}, L, den von M, auf- 
gespannten linearen Teilraum von Z. M, ist absolutkonvex, es gilt L, = UnM - 


n=1 
Ferner versehen wir L, mit der Normtopologie £, aus (4.1)"). Man hat dann 
fir die L,: Es gilt L,c L, genau wenn « < #, denn es ist dann wegen a,< 
SAa,(A > 0) M,CA Mz; daher ist auch ©, feiner als die von L, auf L, in- 
duzierte Topologie. Mit anderen Worten: Die Einbettungen J* von L, in L, 
(fiir « < f) sind simtlich stetig. Ferner gilt, da H K erschépft, K — K = U L,,. 
aca 
Bezeichnen wir mit £, die feinste lokalkonvexe Topologie, fiir ‘athe die 


Einbettungen J, von L, in Z simtlich stetig sind, so ist Z in dieser Hillen- 
topologie nach dem eben Gezeigten induktiver Limes der L,[£,]: Z[To) 
= lim L,[£,]. Wir haben noch zu zeigen, daB £p feiner ist als jede (lokal- 
konvexe) Topologie, fiir die K normal ist. Ist £ eine solche Topologie, so ist 
nach (1.2) K,= K 7 L, auch fir die von £ auf L, induzierte Topologie normal, 
also nach (4.1) gréber als {,. Daher sind die Einbettungen J, stetig fir ¢, 
folglich £, feiner als fT. 

Um die Separiertheit von £, zu beweisen, geniigt es nach der voran- 
gehenden Bemerkung, eine separierte lokalkonvexe Topologie auf Z anzu- 
geben, fiir die K normal ist. Aber da EZ regulir halbgeordnet ist, existiert 
nach (1.7) eine solche Topologie, z. B. o(#, K* — K*). 

Wir haben noch zu zeigen, daB {, von der speziellen Wahl der Menge H 
unabhangig ist. Dazu geniigt es zu wissen, daB zwei K erschépfende Mengen H 
beziiglich der (auf der Vereinigung beider Indexmengen erklarten) Relation 
a < f stets konfinal sind. Denn der induktive Limes der L, ist unempfindlich 
gegen den Ubergang zu konfinalen Teilsystemen L,,.. 

Beweis des Corollars. Besitzt EZ eine Ordnungseinheit a, so enthalt auch H 
eine Ordnungseinheit a, Es ist dann E=L,, und die Topologie £,, ist 
offenbar gleich £5. Da dies fiir jedes H gilt und die Topologie auf Z nicht von 
der Wahl der Ordnungseinheit abhangt, ist die Behauptung bewiesen. 

(4.5) Jeder halbgeordnete lineare Raum E ist fiir die Ordnungstopologie F,, 
tonneliert. 

Da E = lim L,[£,] ist, geniigt es zu beweisen, daB L, fiir £, tonneliert 
ist. Wir haben zu zeigen, daB B® eine £,-Nullumgebung in L, ist, B eine 
beliebige schwachbeschrinkte Menge in Li. Wir haben also |(z, z’)| < M, 
fiir alle z’¢ B. Da Lj, folgenvollstandig ist, ist B auch stark beschrankt, d. h 
es gilt sup jz’ < C. Nun ist (K, ist normal in L,) nach (1.3) L, = K,— K}, 

eB . 

also nach (2.6) K;, BZ-Kegel in L,. Daher gibt es fir alle x’ ¢ B eine Zerlegung 
x’ = x — x mit xj, 7 ¢ Ki, und |zj|, |23| < C,. Ist a,¢ K, eine Ordnungs- 
einheit in L,, so gilt fiir die Elemente der £,-Nullumgebung M, und 2’ ¢ B 

<x, 2")| = |€x, 21) — <x, 23)| S Cag, Zi) + (Ay 2) S20, Ja.) = wo. 
Hieraus folgt » M,C B®, d. h. B® ist [,-Nullumgebung, w.z.b.w. 
Fir den zu E[{_] dualen Raum gilt 
") Da E regular halbgeordnet ist, ist nach (1.8) die Ordnungsstruktur fastarchimedisch . 











136 Hewtmut ScHAEFER: 


(4.6) Jede £,-stetige Linearform ist ordnungsbeschrinkt und umgekehrt. 

Dies folgt unmittelbar daraus, daB eine Linearform auf EF dann, und nur 
dann £,-stetig ist, wenn ihre Einschrinkung auf L, ¢,-stetig ist; die auf 
allen L, £,-stetigen Linearformen sind aber genau die ordnungsbeschrankten. 

Damit ergibt sich folgende duale Charakterisierung der Ordnungs- 
topologie : 

(4.7) Die Ordnungstopologie £, auf einem regulir halbgeordneten linearen 
Raum E ist die feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die der duale Raum E’ aus 
allen ordnungsbeschrinkten Linearformen besteht. 

Beweis. Nach (4.6) ist der zu Z[&,_] duale Raum £’ der Raum aller ord- 
nungsbeschrankten Linearformen. Da H[&,] nach (4.4) separiert und nach 
(4.5) tonneliert ist, stimmt £, mit der Mackeyschen Topologie t(Z, Z’) tiberein. 

Wir nennen eine Halbnorm p auf einem halbgeordneten linearen Raum £ 
monoton, wenn sie auf dem positiven Kegel K in E monoton ist. 

(4.8) Damit auf dem halbgeordneten linearen Raum E eine feinste (separierte ) 
lokalkonvexe Topologie x existiert, fiir die K normal ist, ist notwendig und 
hinreichend, daB E regulir halbgeordnet ist. & wird dann von der Gesamtheit 
aller auf E monotonen Halbnormen erzeugt. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist nach (1.7) unmittelbar klar. 
Ist. umgekehrt EZ regular halbgeordnet, so ist nach (1.1) und (1.7) die Menge 
aller monotonen Halbnormen nicht leer (denn- es existiert éine separierte 
Topologie € auf EZ, fiir die K normal ist), und die von diesen Halbnormen 
erzeugte Topologie £, ist separiert, da sie feiner als £ ist, und offenbar die 
feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die K normal ist. 

Nach (4.4) ist auf einem regular halbgeordneten linearen Raum £y gréber 
als die Ordnungstopologie £5. Fiir die Ubereinstimmung beider Topologien ist 
offenbar notwendig und hinreichend, da8 der positive Kegel K normal ist 
fiir €5. Es ist eine offene Frage, ob dies in jedem regulir halbgeordneten 
Raum zutrifft. Wir geben ein hinreichendes Kriterium mit Hilfe der Eigenschaft 


(Z) AusOS yS2x,+ 2%; 2, 22€ K folgt y= y,+ y, mit y,, yg6 K, ys %, 
¥2S 7 - 


(4.9) Besitzt der regulir halbgeordnete lineare Raum E die BRigenschaft (Z), 

8o ist der positive Kegel K normal fiir die Ordnungstopologie Zo, folglich £ y= Tp. 
_ Beweis). Wegen E[T_] = lim L,[£,] wird eine T,-Nullumgebungsbasis 
durch diejenigen absolutkonvexen und absorbanten Mengen U gegeben, 
deren Durchschnitt V= U -\(K — K) mit dem linearen Teilraum K — K die 
Form V= I, 0, M, hat, wobei {9,} alle Abbildungen der Indexmenge A in die 
Menge der positiven reellen Zahlen zu durchlaufen hat. Wenn wir zeigen, 
daB fir jedes solche U gilt: Aus O0< yx x¢ U folgt y ¢ U, dann sind die 
zu den U gehérigen Halbnormen monoton auf K, daher K £,-normal nach (1.1). 
Sei nun 0s ys ze U, dan ist x ¢€V, also x= 2 &,z, mit Lf, < 1 und 
z,€0,M,, d.h. z,<0,a,. Folglich ist auch 0< y< 2 /E,) 0,a,¢ I, 0, M,. 


12) Man vergleiche hierzu den ersten Teil des Beweises von (4.4). 
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Nach (Z) ist nun y = 2 |€,| y, mit 0< y,< 0,4,, daher y ¢ Ie, M,=VCU, 
w.z.b.w. 

Wir geben schlieBlich eine Bedingung dafiir, daB auf einem (notwendig 
regular halbgeordneten) lokalkonvexen Raum E[&] & mit der Topologie £y 
iibereinstimmt. 

(4.10) Hs sei E[&) ein halbgeordneter tonnelierter Raum mit [-normalem 
Kegel K. Ist jede auf K positive Linearform &-stetig, so ist f.=— Fx. 

Beweis. Da K {-normal ist, ist nach (1.7) Z regular halbgeordnet und nach 
(4.8) fy feiner als&. Daher ist jede {-stetige Linearform ¢ y-stetig. Nach (1.3) 
ist jede £,-stetige Linearform Differenz zweier auf K positiver Linearformen, 
daher nach Voraussetzung ¢-stetig; H[&] und H[fy]} haben denselben dualen 
Raum. Da £ fiir £ tonneliert ist, ist £ feiner als fy, d. h. es ist € = Ty. 

Aus (4.10) ergeben sich speziellere Kriterien mit Hilfe von (2.8). Auch 
wenn XK einen inneren Punkt fiir £ besitzt, ist jede auf K positive Linearform 
f-stetig. 

Corollar. Ist E[&] ein die Voraussetzungen von (4.10) erfiillender Rieszscher 
Raum, so ist F = Fy = Fp. 

Denn £ besitzt in diesem Fall (BourBaki [9], p. 19, lemme de décompo- 
sition) die Eigenschaft-(Z), daher ist nach (4.9) K normal fiir£, und folglich 
Fy= Fp. 

Wir betrachten wieder einige Beispiele. 

1. Auf den Réiumen der Klassen a) bis e) im Beispiel 1, 2. Abschnitt fallen 
die Normtopologie £, die Topologie Fy und die Ordnungstopologie [,, zusammen. 
Das folgt aus dem Corollar zu (4.10), da es sich in allen Fallen um Rieszsche 
Raume handelt, auf denen nach der zweiten in dem Beispiel kursiv gedruckten 
Aussage (die eine Folge von (2.8) ist) jede positive Linearform {-stetig ist. 

Wir bemerken noch, da8 E[S,) im allgemeinen nicht strikter induktiver 
Limes der L,[&,] ist. Dazu sei im Raum L’[0, 1] a, die Funktion a,(t) = 1 
fir 0 <¢ < 1, ag(t) Sj 1 eine in [0, 1] wesentlich nicht beschrinkte, summier- 
bare Funktion. Es gilt dann L, c L, und L,[&,] ist der Raum aller auf [0, 1) 
beschrinkten meBbaren Funktionen mit der Topologie gleichmaBiger Kon- 
vergenz. Offenbar ist die von L,(,] auf L, induzierte Topologie gréber: 
f,—> 0 (fiir £,) einer Folge {/,} C L, bedeutet nur |f,,(¢)| < c,a,(t) mit c,— 0. 

2. Die Schwartzsche Topologie auf 7 ist von der Ordnungstopologie ver- 
schieden. Beispiel. eines nicht metrisierbaren Raumes, auf dem I mit der 
Ordnungstopologie iibereinstimmt, ist der im Beispiel 1 des 1. Abschnittes 
betrachtete Raum der auf einem lokalkompakten Raum stetigen Funktionen 
mit kompaktem: Trager. , 


5. Anwendungen auf die Darstellbarkeit halbgeordneter lokalkonvexer Riume 
als Funktionenriiume und auf das Basisproblem in B-Riumen 


Wir beschaftigen uns in diesem Abschnitt zunichst mit der Darstellung 
(reeller) lokalkonvexer halbgeordneter Raume als Raume reeller Funktionen, 
wobei den fiir die Halbordnung positiven Elementen natiirlich Funktionen 
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mit nichtnegativen Werten entsprechen sollen. Wir weisen ausdriicklich 
darauf hin, daB im folgenden lediglich von einer Halbordnung in Z die Rede 
ist (fiir die Darstellung von Vektorverbinden vgl. THoma [23]). Es zeigt 
sich in den beiden folgenden Theoremen, da8 auch hier der Begriff des nor- 
malen Kegels eine fundamentale Rolle spielt. — Als weitere-Anwendung der 
bisherigen Untersuchungen beweisen wir einige Satze iiber den Zusammen- 
hang von normalen und BZ-Kegeln mit dem klassischen Basisproblem in 
separablen Raumen, die Banachréume oder wenigstens tonneliert sind. 

Wir bezeichnen mit @(T) den Raum stetiger (reeller) Funktionen auf 
einem geeignet gewahlten lokalkompakten Raum T mit der Topologie der 
kompakten Konvergenz. @ (0,1) sei dieser Raum fiir T= [0,1]. 

(5.1) Hs sei E[Z] ein halbgeordneter lokalkonvexer Raum. Damit E [Z| 
algebraisch, topologisch und ordnungsisomorph sei einem linearen Teilraum von 
@ (T), ist notwendig und hinreichend, daB der positive Kegel K in E normal sei. 

Beweis. Wir erinnern zundchst an den Beweis des entsprechenden be- 
kannten Satzes, der auf Ordnungsstrukturen keinen Bezug nimmt. Man be- 
trachtet fiir ein System {p,} von & erzeugenden Halbnormen die Quotienten- 
raume E,— E/N, nach den Nullraumen NV,= p}(0). Die EZ, sind normiert 
durch ||z,|| = p,(z) fir «> 2Z,¢ #,. Sodann ist E[Z] topologisch und al- 
gebraisch isomorph einem Teilraum Ec ]] £,. Setzt man nun T=U 8}, 8; 
die Einheitskugel im B-Raum £4, so liBt sich jedes x ¢ E als reelle (fiir eine 
geeignete lokalkompakte Topologie) stetige Funktion auf T auffassen. Die 
Topologie der kompakten Konvergenz auf T ist alsdann durch die Halbnormen 


q(z)= sup ||z,,\|, 
isisn 


wo (a%,..-, 4) alle endlichen Teilmengen der Indexmenge {a} durchlauft, 
gegeben. Sie stimmt mit der auf B von der Produkttopologie indcuzierten 
Topologie iiberein. x ->(Z,) ist eine eineindeutige lineare Beziehung. 

Sei nun der positive Kegel K in Z normal. Es gibt dann nach (1.1) ein © 
erzeugendes System von Halbnormen {p,} mit p,(x + y) => p,(x) fiir z,y ¢ K. 
Wenden wir auf diese p, das obige Verfahren an, so ist das Bild K, von K 
beim kanonischen Homomorphismus EZ > E, offenbar ein normaler Kegel 
in Z,. Daher ist nach (2.2) K), BZ-Kegel in #3, und nach (2.4) ist die Topologie 
von H#, durch die Norm 


|Fel| = sup |X» 2>| 
z€S,.0 Ky 


gegeben. Wir kénnen fiir T also auch U(S,7\ Ki) wahlen; T ist in nahe- 


liegender Definition ein lokalkompakter Raum, und bei der Abbildung x —(z ,) 
entsprechen den x ¢ K genau die auf T nichtnegativen Funktionen / = (z,) < BE. 
Damit ist die Hinlinglichkeit der Bedingung bewiesen. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort daraus, daB die Menge der 
positiven Funktionen in @(T) offensichtlich einen normalen Kegel K bildet. 
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Fiir separable normierte Raume erhalten wir entsprechend einem klassi- 
schen Resultat von Banacu [1], p. 185 das scharfere Ergebnis: 

(5.2) Sei BE ein Raligeordneter normierter separabler Raum. Damit E alge- 
braisch, topologisch und ordnung ph sei einem Teilraum von © (0,1) ist 
notwendig und hinreichend, daB der positive Kegel K in E normal sei. 

Wahrend die Notwendigkeit der Bedingung evident ist, geniigt es zum 
Beweis der Hinlanglichkeit, im Banachschen Gedankengang (I. c. p. 185/186) 
die Einheitskugel S’ in Z’ durch S’ -\ K’ zu ersetzen. Hierdurch erreicht man 
wieder, daB Elemente x ¢ K in Funktionen / = 0 iibergehen, wahrend die 
Topologie gleichmaBiger Konvergenz auf S’-\ K’ wegen der BZ-Eigenschaft 
von K’, die eine Folge der Normalitaét von K ist, mit der Normtopologie auf 
tibereinstimiat. 

Es sei E[{] ein tonnelierter Raum, der separabel ist. Eine Menge {z,} 
heiBt Basis von EZ (vgl. Banacu [1], Drzuponné [12]), wenn sich jedes x ¢ 2 
in eindeutiger Weise als 





>. 
r= Ver 


ae “ey 
v=1 


im Sinne der &-Konvergenz darstellen laBt. {2z,} ist notwendigerweise ein 
maximales topologisches freies System; es gilt c= <x, yj,) und [z,, y;,] ist ein 
(maximales) Biorthogonalsystem, d.h. es gilt ¢z,, y,) = 6,, (6,, das Kron- 
eckersymbol). Wir bezeichnen mit K[z,] den von {z,} aufgespannten ab- 
geschlossenen Kegel, d.h. die abgeschlossene Hiille aller endlichen Linear- 
kombinationen der xz, mit positiven Koeffizienten, mit K’ (wie immer) den 
zu K konjugierten Kegel in 2’. 

(5.3) E[Z] sei tonneliert, {x,,} ein maximales topologisch freies System in E. 
Wenn K [z,,] fiir E und K’ fiir o(E’, BE) normal sind, so ist {x,} eine Basis von E. 

Beweis. Es sei [z,, y},] das zu {z,} gehérige Biorthogonalsystem. Da {x } 
maximal ist, sind die endlichen Summen 2 «,z, dicht in E[f]. Sei y'« K’. 
Fir «= 2 «, 2, gilt 


(x,y) = =n <tpy') = Xa,B,= Z B,<x,.yr) = <x, ZB, yr) - 
wen p,=90 folgt 2 ) Bayil2) < y'(x) fiir alle / und x¢€ K. Hieraus folgt 
0< ¥ Byis y' im Sinne der durch K’ in E£’ induzierten Halbordnung. Da K’ 
nach ‘Vassussetiinh normal ist, sind nach dem 2. Corollar von (1.1) die Partial- 


! 
summen ‘' /,y;, beschrinkt in 2’. Nach (1.3) ist aber Z’= K’— K’, daher 
i=1 " 

sind fiir jedes z’ ¢ £’ die Partialsummen 


st tu 2) y) 


i 
beschriankt in #’> also nach buiwoeiint [12], p.9 prop. 5 2 = y Re yi) 2, 
w.z.b.w. r 

Wir nennen mit Karin [13] eine Basis {2,} von # absolut, wenn 
» (2, y,> &» konvergent ist fiir jede Teilmenge {m} der natiirlichen Zahlen. 


mn 
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Es gilt 

(5.4) Sei E (ZX) tonneliert, {x,} ein maximales topologisch freies System in E. 
Ist K[x,] ein normaler BZ-Kegel, so ist {x,} eine absolute Basis in E. 

Beweis. Nach (2.2) ist K’ normal'*), nach (5.3) also {z,} eine Basis in Z. 
Wir haben zu zeigen, daB dies eine absolute Basis ist. Nun existieren wegen 
der BZ-Eigenschaft von K fiir jedes x ¢ E zwei beschrankte Folgen 


Tr Tr 
a =F ox, 2 = 5 of” 2, 

v=1 vy=1 
mit 2("’— 2” x. Hierbei kénnen wir annehmen, daB stets inf(g9, o”) = 0 
ist. Setzen wir c,= <x, y;) ([z,,y;,] das zu {x,} gehdrige Biorthogonalsystem) 
und c,=A,—y, mit inf(d,,u,)=0, so gilt offenbar fir n— o o”-+A,, 
o> u,. Es mégen nun {x("}, {2} der beschrinkten Menge B angehéren; 
dann gehéren wegen der Normalitét von K auch alle z¢ K mit O<z< a 
fir alle » und i = 1, 2 einer beschrankten Menge B, an, die wir als abge- 
schlossen voraussetzen diirfen. Ist nun k < r,, fest, so gilt also 


k k 
2d of” z,, L'a x, € B,. 
Daher gilt auch an Tee > 

n= 24, %, > t= 2 My x, € B, 


fiir jedes k. Ist {m} eine beliebige Teilmenge der natiirlichen Zahlen, so sind 
also auch die Partialsummen von »’ A;,2,,, 5 mm in B,. Daher ist fiir jedes 
2reE (m) (m) 

a (Am — fm) Im =>’ <x, Ym) Xm 

(m) (m) 


eine Reihe mit beschrankten Partialsummen, die fiir alle x einer in Z(T] 
dichten Menge konvergiert. Folglich sind diese Partialsummen als Abbildungen 
von £ in sich gleichstetig, also fiir alle x ¢ E konvergent und die Basis {z,} ist 
absolut, w.z.b.w. 

Karin [13] hat gezeigt, daB es separable B-Raume gibt, in denen keine 
absolute Basis existiert; er zeigt dies fiir den Raum @ (0,1). Aus (5.4) folgt, 
daB in einem solchen Raum kein K [z,] zugleich normal und BZ-Kegel sein 
kann. Nun ist aber jeder Kegel K[z,], wo {x,} ein maximales topologisch 
freies System ist, notwendig total in Z. Betrachten wir den von der Schauder- 
schen Basis in @ (ScHaupeEr [21]) erzeugten Kegel K, so liefert dieser ein 
Beispiel fiir 

(5.5) Im Raum @ (0,1) gibt es einen normalen totalen Kegel K, der kein 
BZ-Kegel ist. 

Damit ist eine von Bonsat [4], p. 146 aufgeworfene Frage negativ 
beantwortet"*). 

Wir beschlieBen die Anwendungen auf Basen in tonnelierten Raumen mit 
dem folgenden Aquivalenztheorem fiir reflexive Banachraume: 


3) Fir 8(2’, £). Mit dieser Voraussetzung bleibt der Beweis von (5.3) in Kraft. 
4) Ein weiteres, einfacheres Beispiel wurde mir von Herrn Bonsatt brieflich mit- 
eteilt. 
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(5.6) Es sei E ein reflexiver B-Raum; {x,} ein maximales topologisch freies 
System, [2%_, Ym] das zugehdrige Biorthogonalsystem; K = K{x,). Folgende 
Eigenschaften sind dquivalent : 

1° K bzw. K’ sind normal in E bzw. E’. 

2° K bzw. K' sind BZ-Kegel in E bzw. E’. 

3° {x,} bzw. {y},} sind absolute Basen in E bzw. E’. 

Ferner ist K (x,,)'= K[y;,], wenn eine der Bedingungen erfiillt ist. 

Beweis. 1°- 2°: Folgt aus (2.7). 2° 3°: Sind K und K’ beide BZ-Kegel, 
so sind nach (2.7) beide normal (und sogar strikte BZ-Kegel). Aus (5.4) folgt 
dann, daB {z,} und wegen der Reflexivitaét von FZ auch {y},} absolute Basen 
sind. 3°-— 1°: Ist {z,} absolute Basis in 2, so ist offenbar 2 = K — K; 
hieraus folgt nach (2.6), daB K BZ-Kegel ist. Das gleiche gilt fiir K’= K[y;,]; 
aus (2.7) ergibt sich dann, daB K bzw. K’ normal sind in Z bzw. E’. Die letzte 
Behauptung folgt so: Es sei z’¢€ K’. Da {yj,} Basis in EZ’ ist, hat man 


x’ = J p,y;, mit B= <x,, xz") >0. Daher ist 2’ ¢ K[y;,]. 


u=l 
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Ordoid, Halbverband und ordoide Semigruppe 
Von 


Fritz KLEIN-BARMEN in Wuppertal 


Einleitung 


Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist ein neuerdings mehrfach 
behandeltes Problem aus dem verbandstheoretischen Ideenkreis, nimlich das 
Problem, die Fundamentalbegriffe Halbverband und Verband") so zu verall- 
gemeinern, daB weitere reprasentative Algebren erfaBt werden, wobei méglichst 
viele dem Halbverband und Verband eigentiimliche Eigenschaften erhalten 
bleiben sollen. 

So ist der Begriff des Halbverbandes in doppelter Weise weiterentwickelt 
worden, und zwar einerseits zum Schiefhalbverband*), andererseits — allerdings 
mit einer Einschrankung — zum Holoid*). Die Einschrinkung besteht darin, 
daB unter den Begriff des Holoids zwar sehr viele, aber doch nicht alle Halb- 
verbande fallen, sondern nur diejenigen, die genau eit untere Spitze besitzen. 
Trotz dieses Schénheitsfehlers ist der Holoidbegriff nicht ohne Nutzen oder 
gar iiberfliissig; derselbe umschlieBt nimlich eine Reihe weiterer wichtiger 
Operative, darunter eine bedeutsame Klasse von Semigruppen. 

Ebenfalls ist der urspriingliche Verbandsbegriff nach zwei Richtungen hin 
ausgebaut worden, so zum Schief- oder Schragverband*), sodann zum Pseudo- 
verband®). Dabei ist zu beachten, daf der Schiefverband in bezug auf jede 
der beiden Elementverkniipfungen ein Schiefhalbverband ist, wihrend Pseudo- 
verband und Holoid nichts miteinander zu tun haben. 

Der Arbeit liegt der folgende Plan zugrunde. Im ersten Teil (§ 1—5) wird 
der durch die zu enge Fassung des Holoidbegriffs bedingte MiBstand be- 
seitigt, und zwar dadurch, da8 auf axiomatischem Weg eine Algebra kon- 
struiert wird, die sowohl das Holoid als auch samtliche Halbverbande umfaBt. 
Die Algebra, die das leistet, mége als Ordoid bezeichnet werden. Der Name 
soll zum Ausdruck bringen, daB die fiir den Halbverband und Verband cha- 
rakteristische Ordnungsbeziehung bei dem Verallgemeinerungsproze8 nicht 
zerstort wird ®). 

1) Zwecks Berichtigung eines Versehens, daa einem Autor unterlaufen ist, werde be- 
merkt, daB ich die Bezeichnung ,,Verband“ 1931 in [A. V. 2], 8. 117 vorgeschlagen habe. 

2) In [H. 4). 

3) In [H/S. 1], [H/S. 2] und [H/S. 3]. 

*) Unabhangig voneinander haben Jorpan und Marsvusuira den Begriff des nicht- 
kommutativen Verbandes entwickelt; siehe Lit.-Verzeichnis. 

5) Dieser Begriff geht auf Evxis zuriick; siehe Lit.-Verzeichnis. 

*) Diese Ordnungsrelation ist nicht nur fiir den ordoid- und verbandstheoretischen 
Sektor der abstrakten Algebra von Bedeutung, sondern dariiber hinaus fiir den Gesamt- 
bereich der mathesis universalis, in der sie den Rang einer Fundamentalstruktur ein- 
nimmt; vgl. Bennke, 8. 30. 
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Im zweiten Teil der Arbeit (§§ 6 und 7) werden im AnschluB8 an die zuvor 
entwickelte Theorie Operationsbereiche mit zwei Elementverkniipfungen 
untersucht. Wendet man die bei abstrakten Bereichen gewonnenen Ergebnisse 
auf bestimmte konkrete Bereiche an, und zwar auf solche, die aus reellen 
Zahlen bestehen, so erhalt man eine Reihe von Zahlbeziehungen, die, obwohl 
sie elementarer Natur sind, in axiomatischer Hinsicht beachtenswert sind. 
Die betreffenden Relationen sind insofern mit einer gewissen Klasse von (max, 
min)-Identitaéten’) verwandt, als es sich beidemal um Verkniipfungen handelt, 
fiir die wesentlich ist, daB sie distributiv aufeinander einwirken. 


§ 1. Das kommutative Assoziativ 


1. Grundgegebenheit ist eine fiillige, endliche oder unendliche Menge M. 
Kleine lateinische Buchstaben — ausgenommen die mittleren Buchstaben des 
Alphabets — sollen Elemente von M bezeichnen. Die Elemente seien einer 
zweistelligen, durch  symbolisierten Verknipfung fahig. Gilt zW y =z, 
so werde, wenn es nur auf die Existenz von z, nicht aber auf den bestimmten 
Wert von z ankommt, gesagt: 2 y existiert. 

Die drei ersten der genaueren Festlegung von \ dienenden A ziome lauten: 

I. Zu jedem Paar ~, y gibt es ein, also genau ein z derart, daB x WV y = zist®). 

Il. Fiir jedes Tripel z, y, z ist 


(rUy)Uz=27U (yvU2). 
Ill. Fiir jedes Paar z, y ist 


rsy=yvr. 

Erklarung 1. Gelten I und II, so heiBt M ein Assoziativ in bezug auf 
Dasselbe wird kommutativ genannt, wenn tiberdies III in Kraft ist. Ist M 
ein Assoziativ in bezug auf , so heiBt jede Teilmenge von M, die ebenfalls 
ein Assoziativ in bezug auf \ ist, ein Teilassoziativ von M. 

Die Teilassoziative eines kommutativen Assoziativs sind kommutativ. 

2. Es sei M ein kommutatives Assoziativ in bezug auf . Wird 


gG=ez, min gus 
gesetzt, so gilt fiir die so definierten Potenzen von x wegen I und II 
B2\) Pus Z2+8, (28 Pax zh 
und wegen ITI 
r*V y*=(xrVUy)*, 
wobei « und £ natiirliche Zahlen sind. 
Erklarung 2. Ein Element z heiBt potenzgebunden, wenn es mindestens 
einmal zwei natiirliche Zahlen « und 6 gibt derart, daB 


aan ger? 
”) Vgl. Pérya-Szea6, 8. 121, ferner [A.V. 1], 8S. 320 und [A. V. 4], 8. 96 sowie die im 


Lit.-Verzeichnis aufgefiihrten Arbeiten von MirriNovitcu. 
*) Unter Paar und Tripel sind geordnete Systeme zu verstehen. 
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ist; andernfalls, wenn also die Potenzen zx, z*,... samtlich verschieden sind, 
heiBt x pot ngebund 
Wie in einer friiheren Arbeit®) gezeigt, gilt: 
Satz 1. Ist x potenzgebunden, so gibt es zwei eindeutig bestimmte natiirliche 
Zahlen x und db, derart, daB die Potenzen 
x, wt, , atten} 


alle verschieden sind, wihrend 





wo ate % 
ist), 

Erklarung 3. Die in Satz 1 beschriebene Zahl ~ wird als die Potenzhdhe, 
die Zahl 6, als die Potenzperiodenlinge und das Paar (a, dy) als die Potenz- 
charakteristik von x bezeichnet. Je nachdem «= 1 oder a> 1 ist, wird z 
rein oder gemischt potenzperiodisch genannt. Fiir «= 1 wird x auch als tief 
gebunden, fiir 6,= 1 als eng gebunden bezeichnet). 

Wenn man will — dann muB das aber ausdriicklich bemerkt werden — 
kann man den potenzungebundenen Elementen den Wert oo als Potenzhéhe 
zuschreiben. 

Erklarung 4. Gilt ry =z, so heiBt y ein Begleiter erster Art von zx, 
umgekehrt zx ein Begleiter zweiter Art von y. 

Ersichtlich ist z dann und nur dann sein eigener Begleiter und dann sowohl 
Begleiter erster als auch zweiter Art, wenn x idempotent ist. 

Die folgenden leicht zu beweisenden Satze lassen sich als Aussagen iiber 
Begleiter interpretieren. 

Satz 2.1. Mit 
(1) rUy=2 
ist 

(zuzUy=zU2 
fiir jedes z. Insbesondere: Mit (1) ist 
MP IY= 2, rUY= x 
fiir jede natiirliche Zahl v. 
Satz 2.2. Mit 
PVUY=2,yVz=y 
ist DUZ=— 2. 
Satz 2.3. Mit 
svg=2,2%VUy=2 
ist 
(xUu2)U(yUy)=2zU2’. 
Satz 2.4. Mit 
xUy=2,ruy=2 
ist 
rul(yuy)=2z. 


*) Vgl. [N. 2], S. 26. 
1°) Fiir a= d,= 1 fallt die-Verschiedenheitsbedingung fort. 
") Vgl. [N. 2], S. 27. 
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Nach dem letzten Satz ist die Menge der Begleiter erster Art von xz ein 
Teilassoziativ von M. Da8 Entsprechendes fiir die Menge der Begleiter zweiter 
Art gilt, ist trivial. 

Die in der nachsten Erklarung beschriebenen Elemente spielen bei der 
Klassifizierung der Ordoide eine Rolle. 

Erklarung 5. Ein Element c wird Hauptelement erster bzw. zweiter Art 
genannt, wenn fiir jedes z 


cUr=2 bw. cur=c 

ist. , 

Das Hauptelement erster bzw. zweiter Art ist Begleiter erster bzw. zweiter 
Art aller Elemente von M. 

Satz 3.1. Das kommutative Assoziativ hat héchstens ein Hauptelement erster 
Art und héchstens ein Hauptelement zweiter Art**). ‘ 

Satz 3.2. Das kommutative Assoziativ von endlich vielen, iiberdies eng ge- 
bundenen Elementen hat ein Hawptelement zweiter Art**). 

3. Ein Sonderfall mége hier Erwahnung finden. 

Satz 4. Gibt es eine Potenz x* von x derart, dap 


(2) rvet=e 
ist und sind die Potenzen von x im Sinn der Gleichung 
(3) 22 (PU a) = (2* U 2) U (2*U 2”) 


distributiv miteinander verkniipft, so ist x idempotent. Umgekehrt: Ist x idem- 
potent, so gelten (2) und (3). 
Beweis. Es ist 
e=(tUM)U M= eV (aU 2) 
=(rU2z)U(rzU 2) = 2. 


DaB die Umkehrung richtig ist, ist ohne weiteres klar. 


§ 2. Das Ordoid 


1. Der Begriff des kommutativen Assoziativs wird durch zwei Zusatzaxiome 
eingeengt : . 

IV. Zu jedem z gibt es mindestens ein y derart, daB x = x y ist. 

V. Mit 

e=yVUy, y=2U27 

ist x = y. - 

Das erste Zusatzaxiom besagt, daB jedes Element mindestens einen Be- 
gleiter erster Art hat. 

Erklarung 6. Gelten die Axiome I—V, so heiBt M ein Ordoid in bezug 
auf . Entsprechend der Anzahl der konstituierenden Elemente ist zwischen 
endlichen unt unendlichen Ordoiden zu unterscheiden. 


12) Vgl. [H/S. 1], S. 277 und [N. 1], 8. 311. 
18) Vgl. [N. 1], S. 311. 
Math. Ann. 135 
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2. Es sei M ein Ordoid in bezug auf VU. 

Fir diesen Operationsbereich laBt sich die Potenzcharakteristik genauer 
bestimmen ; es gilt namlich : 

Satz 5.1. Die potenzgebundenen Elemente sind eng gebunden. Anders aus- 
gedriickt: Ist x potenzgebunden, so gibt es eine kleinste natiirliche Zahl a, der- 
art, dag 


ist. 

Beweis. Die Behauptung sei falsch. Ist (a, 5,) die Potenzcharakteristik 
von x, so sei also 6,> 1. FolgendermaBen stellt sich ein Widerspruch heraus. 
Wegen 


x%o= x%ot! 


X%—= r%+% 
ist 
x= x%t1 Vy 2-1. 
Andererseits ist 
aotl— az. 


Nach V ist 6,= 1 gegen die Annahme. 

In diesem Zusammenhang ist zu erwahnen"*) : 

Satz 5.2. Sind x und y eng gebunden, so auch xy. Haben dabei x, y 
und x\) y die Potenzhéhen a, By und yo, so ist 


Yo MAX (a, Bo) . 
3. Die anschlieBend definierten Relationen 2 und ¢ sind die vorziiglichsten 
Hilfsmittel bei der Untersuchung der Struktureigenschaften des Ordoids. 
Erklarung 7.1. Dann und nur dann ist x 2 y, wenn es mindestens ein y’ 
gibt derart, daB x= yy’ ist. Dann und nur dann ist z > y, wenn 


rQ2yYy,2r+y 


ist. Gilt x 2 y, so heiBt x ein Oberelement von y, umgekehrt y ein Unterelement 
von x. Unter © ist die zu 2 inverse, unter C die zu > inverse Relation zu 
verstehen. 

Wie die nachsten Satze zeigen, ist > eine strenge Halbordnung"). 

Satz 6.1. Fiir jedes x ist x 2 x. 


Satz 6.2. Mit 
(4) 22Y, Y2z 
ist x 2z. Ist dabei x> y oder y dz, 80 ist x dz. 
Satz 6.3. Mit 
z2y,y2Q2 
ist x= y. 


Erklarung 7.2. Statt (4) wird auch x 2 y 2 z geschrieben; entsprechend 
fir >. DaB 
z>y>Dz oder zD> y Dz 


15) In der Terminologie des Relationenkalkiils; vg]. Scuouz, 8. 19. 
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stattfindet, wird auch durch die Wendung wiedergegeben: y ist zwischen x 
und z. Gilt z>y und gibt es kein Element zwischen x und y, so werden x 
und y benachbarte Elemente oder Nachbarn genannt. 
Weitere Eigenschaften der Relation 2: 
Satz 7.1. Mit 
z2y,v2y 
ist 
rurQyvuy’. 
Satz 7.2. Fiir alle x und y ist 
zUY22, TUY2QY. 
Satz 8. Gilt x 2 y und hat y die Potenzhdhe B,, 8o ist 


rt yoit=zruye (Bo> 1), 
r= uy (By= 1). 
Beweis. Aus x= yy’ folgt unter Beriicksichtigung von Satz 5.1 im 
ersten Fall 
LU Pot= YPoruy=ypottuy=yor 
und im zweiten Fall 
r=yvyVUY=yve. 

4. Die Relation 2 ist die Quelle weiterer wichtiger Begriffsbildungen. 

Erklarung 8. Ein Element z wird eine Spitze erster bzw. zweiter Art 
genannt, wenn es kein y gibt derart, daB z> y bzw. yD z ist. 

Satz 9.1. Sowohl die Spitzen erster als auch die zweiter Art sind idem- 
potente Elemente. 

Beweis. Erstens: Zu jedem z gibt es nach IV ein 2’ derart,daBb 2 = zU 2’, 
also x 2 2’ ist. Das ist, wenn x eine Spitze erster Art ist, nur méglich, wenn 
x= 2’ ist. Zweitens: Nach Satz 7.2 ist x. z 2 x fiir jedes x. Das ist, wenn x 
eine Spitze zweiter Art ist, nur méglich, wenn x x = z ist. 

Satz 9.2. Das Hauptelement erster Art ist zugleich Spitze erster Art; ent- 
sprechend fiir das andere Hauptelement. 

Beweis klar. 

Satz 9.3. Das endliche Ordoid hat mindestens eine Spitze erster Art, und 
zwar gibt es zu jedem Element mindestens ein Unterelement, das eine Spitze 
erster Art ist. Ferner hat das endliche Ordoid genau eine Spitze zweiter Art, 
niimlich das Hauptelement zweiter Art. 

Beweis. Es sei z ein beliebiges Element aus M. Ist z keine Spitze erster 
Art, so gibt es mindestens ein z’ derart, daB z> x’ ist. Ist auch x’ keine Spitze 
erster Art, so gibt es mindestens ein x” derart, daB z’>2” ist; usw. Das 
Verfahren bricht nach einer endlichen Anzahl von Schritten mit einem Ele- 
ment ab, das Unterelement von x und eine Spitze erster Art ist. — Was den 
zweiten Teil der Behauptung anbetrifft, so existiert das Hauptelement zweiter 
Art auf Grund der Satze 3.1 urid 3.2. Nach Satz 9.2 ist dieses Hauptelement 
eine Spitze zweiter Art. Man sieht sofort, daB weitere Spitzen zweiter Art 
nicht existieren. 

10* 
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In dem Fall, daB M ein unendliches Ordoid ist, folgt aus den Axiomen I—V 
allein nicht die Existenz auch nur einer Spitze, also auch nicht die Existenz 
eines Hauptelements. 

AnschlieBend ein Kriterium fir Hauptelemente : 

Satz 10.1. Zin Element c ist dann und nur dann Hauptelement erster Art, 
wenn 
(5.1) z2Qc 
fiir jedes x ist. 

Beweis. Wegen Erklarung 5 reicht es aus, zu zeigen, daB die Bedingung 
(5.1) hinreichend dafiir ist, daB c Hauptelement erster Art ist. Es sei also (5.1) 
in Kraft. Zu jedem zx gibt es nach Axiom I ein z derart, daB cU x =z ist. 
Wegen (5.1) gibt es zu x ein x’ derart, daB x = cU 2’, also auch 


ecUr=cvucu2? 


ist. Da c eine Spitze erster Art und als solche nach Satz 9.1 idempotent 
ist, folgt 


z=cU2n',z=2. 


Somit ist c Hauptelement erster Art. 

Analog gilt: 

Satz 10.2. Hin Element c ist dann und nur dann Hauptelement zweiter 
Art, wenn 
(5.2) C22 
fiir jedes x ist. 

Beweis. Wieder geniigt es zu zeigen, daB die angegebene Bedingung hin- 
reichend ist. Es sei x beliebig und wie soeben c\ x = z. Wegen (5.2) gibt es 
zu z ein 2’ derart, daB c = zz’ ist. Nach V ist z = c, so daB c Hauptelement 
zweiter Art ist. 

Erklarung 9. Gilt fiir jedes Paar z, y aus M 


x2Qy oder y22, 


so heiBt M ein lineares Ordoid in bezug auf VU. 
Die aus einem oder zwei Elementen bestehenden Ordoide sind linear. 


§ 3. Die beiden Holoide 


1. Neben dem linearen Ordoid spielen die Ordoide, die wenigstens ein 
Hauptelement aufweisen, eine bedeutsame Rolle. Es empfiehlt sich deshalb, 
auch derartige Ordoide besonders zu benennen. 

Erklarung 10. Unter einem Holoid erster bzw. zweiter Art ist ein Ordoid 
mit einem Hauptelement erster bzw. zweiter Art zu verstehen’*). 

AuBer dem Hauptelement erster Art hat das Holoid erster Art keine 
weitere Spitze erster Art; entsprechend fiir das Holoid zweiter Art. 


1*) Zur Vermeidung von MiBverstandnissen werde darauf aufmerksam gemacht, dab 
»,Holoid“ in meinen friiheren Arbeiten dasselbe bedeutet wie jetzt ,,Holoid erster Art“. 
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Das Hauptelement erster Art werde weiterhin mit e bezeichnet. Es ist 

eVUe =e und fiir jedes z 

eUt=Zz, 22Q2¢. 


Das Hauptelement zweiter Art werde mit f bezeichnet. Es ist f/f = f und 
fiir jedes x 
fuz=f, faz. 

Das Holoid erster bzw. zweiter Art kann zugleich ein Holoid zweiter bzw. 
erster Art sein, braucht es aber nicht zu sein. Fiir viele Untersuchungen ist 
das Holoid erster Art wichtiger als das der zweiten Art. 

Satz 11. Das endliche Ordoid ist ein Holoid zweiter Art. 

Beweis: Satz 3.2 und 5.1. 

2. Es sei M ein Holoid erster Art in bezug auf U . 

Satz 12. Mitruy=eisttr=y=e. 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt 


e2z7,e2y, 
was nur fiir 

emz,e=xy 
méglich ist. 

Der Umstand, daB je zwei Elemente aus M — sie kénnen auch identisch 
sein — mindestens ein gemeinsames Unterelement haben, namlich e, recht- 
fertigt die Einfiihrung der nachstehend definierten Relation L. 

Erklarung 11. Dann und nur dann ist z1 y, wenn z und y nur ¢ als 
gemeinsames Unterelement haben. Gilt z 1 y, so heiBt x fremd zu y. 

Die Relation 1 ist symmetrisch. Ferner kommen ihr die in den folgenden 
Satzen angegebenen Eigenschaften zu. 

Satz 13.1. Fiir jedes x ist x Le. 


Satz 13.2. Mit 
zr2y,auly 
ist y= e. 
Satz 13.3. Mit 
zr22',y2Qy,zly 
ist x’ Ly’. 


Beweis. Ware die Behauptung falsch, so gabe es ein z derart, daB 
22,97 28,856 
ist. Das kann aber wegen 
z2z,y2z,zl1ly 
nicht sein. 


§ 4. Halbverband und ordoide Semigruppe 


1. Wie anschlieBend gezeigt wird, stellen die in der Uberschrift genannten 
Operative zwei ausgezeichnete Klassen von Ordoiden dar. Der Halbverband 
ist bekannt, so da8 dariiber hier nur wenig zu sagen ist. Neu ist dagegen der 
Begriff der ordoiden Semigruppe. Dariiber mu8 ausfihrlicher gesprochen 
werden. 
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2. Der Halbverband ist ein kommutatives Assoziativ, das iiberdies dem 
folgenden Axiom geniigt: 

%. Fir jedes z ist rvx= 2. 

Satz 14.1. Der Halbverband in bezug auf ist zugleich ein Ordoid in 
bezug auf VU. 

Beweis. Ist M der Halbverband, so ist 1V wegen § ohne weiteres erfiillt. 
DaB auch V in Kraft ist, ergibt sich nach Satz 8. 

Leicht sieht man auch die Richtigkeit der nachsten Satze ein. 

Satz 14.2. Der lineare Halbverband ist zugleich ein lineares Ordoid. 

Satz 14.3. Der endliche Halbverband ist zugleich ein Holoid zweiter Art. 

3. Es werde daran erinnert, da8 die rechtsseitige bzw. linksseitige Semi- 
gruppe ein Assoziativ ist, das dem ersten bzw. zweiten der nachstehend an- 
gegebenen Axiome geniigt!”): 

@. Mitzvoy=2vUy' isty=y’. 

€. Mitrvy=2 Uyistr=2’. 

Fiir die kommutative Semigruppe sind €, und €/ aquivalent und es kann 
einfach €, geschrieben werden. 

Satz 15.1. Ist M eine kommutative Semigruppe in bezug auf —, so hat M 
dann und nur dann ein Hauptelement erster Art, wenn es ein x und ein y gibt 
derart, dap x= x y ist. 

Beweis. Aus der letzten Gleichung folgt fiir jedes z 

ZUB=2ULVY; 
nach €, istz =z Wy. Somit ist y Hauptelement erster Art. Die Umkehrung 
ist selbstverstandlich. 

Unmittelbar folgt: 

Satz 15.2. Ist M eine kommutative Semigruppe in bezug auf , so hat M 
dann und nur dann ein Hauptelement erster Art, wenn IV in Kraft ist. 

Bei der kommutativen Semigruppe bedeuten Hauptelement erster Art 
und Semigruppeneinheit dasselbe. 

Satz 15.3. Die kommutative Semigruppe hat kein Hauptelement zweiter 
Art, wenn der triviale Fall ausgeschlossen wird, dap nur ein Element vorhanden ist. 

Beweis. Aus 

fue=f,fuy=f 
folgt x = y. 

Erklarung 12. Ist M sowohl ein Ordoid als auch eine Semigruppe in 
bezug auf UU, d.h. gelten I—V und G,, so heiBt M eine ordoide Semigruppe 
in bezug auf vu. 

Wegen Satz 15.2 gilt: 

Satz 16. Die kommutative Semigruppe ist dann und nur dann ordoid, 
wenn das Hauptelement erster Art existiert und V in Kraft ist. 

Natiirlich ist nicht jede kommutative Semigruppe ordoid, z. B. nicht die 
eigentliche Gruppe, wenn der triviale Fall ausgeschlossen wird. Andererseits 
gibt es ordoide Semigruppen; Beispiele bringt der folgende Paragraph. 


17) Vgl. [N. 5], S. 293. 
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Die ordoide Semigruppe ist nach Satz 15.2 ein Holoid erster Art und nach 
Satz 15.3 im nichttrivialen Fall kein Holoid zweiter Art, somit nach Satz 3.2 
unendlich?®), 

Satz 17. Ist M eine ordoide Semigruppe in bezug auf — , so ist mit x>y 
auch 

TUZIYVUZ 
fiir jedes z. 
Beweis. Nach Satz 7.1 ist 
BUZQYUZ; 
wegen &, ist 
erUZ=yU2 
nicht méglich. 

4. Riickblickend erkennt man, da es sich beim Halbverband und der 
ordoiden Semigruppe um Ordoide handelt, bei denen die Potenzhohe fiir alle 
Elemente denselbéh Wert hat, bei der Semigruppe allerdings mit der Ein- 
schrankung, daB z+ e ist. Der Halbverband stellt der sith fiir «= 1, die 
ordoide Semigruppe den sich fiir a= oo ergebenden Fall dar. Der Halb- 
verband bildet sozusagen den Anfang, die ordoide Semigruppe das Ende einer 
linearen Skala, so daB eine Art von Polaritat vorliegt. 

5. Unter Umstinden lassen sich aus vorgegebenen Ordoiden weitere Or- 
doide herstellen. Der folgende Satz enthalt eine diesbeziigliche Konstruktions- 
vorschrift. Das zugrunde liegende Prinzip ist wohlbekannt. Es ist in der 
Theorie der Verbiande erstmalig von TH. SKOLEM angewendet worden’®) 


Es seien M,,..., M,, endlich viele Mengen, die nicht simtlich verschieden 
zu sein brauchen. Fir v=1,...,2 sei M, ein Ordoid in bezug aut 'F 


Dies vorausgeschickt, gilt: 
Satz 18. Die Menge aller geordneten n-Tupel (2,,...,2,) mit x,¢ M, ist 
ein Ordoid in bezug auf die dadurch definierte Verkniipfung — , daB, wenn 


© =(%,--- 52a), Y= (Yr --- + Yn) 
ist, 


trv y = (x, 1Yis--->%n n Yn) 


ist. Dann und nur dann liegt ein Halbverband vor, wenn jedes M, ein Halb- 
verband ist; dann und nur dann eine ordoide Semigruppe, wenn jedes M, eine 
ordoide Semigruppe ist. 


§ 5. Beispiele 


1. In diesem und dem folgenden Paragraphen treten nur konkrete Mengen 
auf, und zwar solche, deren Elemente reelle Zahlen sind. Um bequem darauf 


18) Vgl. auch die im Lit.-Verzeichnis aufgefiihrten Untersuchungen von Isé#xi und 
Matsusuita iiber Semigruppen und geordnete Gruppen, obwohl darin anderen Frage- 
stellungen nachgegangen wird. 

1%) Vgl. SKovEM, 8. 9. 
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zurickgreifen zu kénnen, sind die in Frage kommenden Mengen in Tab. 1 


zusammengestellt. 


Einige Bezeichnungen und Symbole: Sind z und y Zahlen aus G,, so sei 
dann und nur dann z 1 y, wenn z ein Vielfaches von y ist; dann und nur dann 
sei « f y, wenn z ein Teiler von y ist. Mit v(z,y) werde das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache, mit t(x,y) der gréBte gemeinschajtliche Teiler von x und y 


bezeichnet 2°). 


2. Jede Teilmenge 7(R) von R einschlieBlich R ist ein Halbverband in 
bezug auf max(z,y) und min(z,y). Jede der beiden Mengen G, und G, ist 
tiberdies ein Halbverband in bezug auf v(z,y) und t(z,y). Die Bedeutung der 


Farrz Kier-BarMen: 











Tabelle 1 
Menge der z, 
for die gilt: 
R 0 Sz 
R, Os 
R, lsz 
Ra 0s7sl 
4 0<2zs1 
qo | s=@1328... 
G, z= 1,2,3,... 


Relation 2 ist aus Tab. 2 zu ersehen. 








Tabelle 2 
M zuy z2yu(z=yvy) 
T(R) max (z, y) z2y 
T(R) min (z, y) zsy 
Gy, G, v(z,y) zly 
Gy, G, t(z,y) zf y 


3. In Tab. 3 sind die ordoiden Semigruppen aufgefiihrt, die sich vermittelst 








der in Tab. 1 angegebenen Mengen bilden lassen. 


Tabelle 3 





M 


avy t2Qy(z=9vy) e 





Ry 
R, 
Re 
G@, 


2°) Ersichtlich ist 0 ein Vielfaches einer jeden Zahl aus G,. Danach ist fiir jedes x 
t(z,0) = z, v(z,0) =0. 


z+y 
zy 
zy 
zy 








z2y 
z2y 
zsy 
zly 





_ -— - © 





-—- = DB he © 
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4. Die Menge R,, ist in -bezug auf die Multiplikation zwar ein Ordoid, 
aber keine ordoide Semigruppe. Dasselbe gilt fiir G,. Die Mengen R,, und 
Rj, — beide aufgefaBt als Ordoide in bezug auf die Multiplikation — unter- 
scheiden sich allein dadurch, daB R,, ein Hauptelement zweiter Art hat, 
némlich 0, wihrend Rj, ohne ein solches Element ist. Entsprechend fir G, 
und G,. 


§ 6. Distributive Gleichungen und Ungleichungen 


1. Den Ausgangspunkt der Betrachtungen dieses Paragraphen bilden die 
folgenden in reellzahligen Bereichen geltenden Identitédten : 


Fir z, y, z € R ist 


(6) a(y+z)=—2y+ 2, 
(7.1) x + max(y,z)= max(z+ y, +2), 
(7.2) x + min(y,z)= min(z+ y, r+2). 


Fir z, y, z € R, ist 
(8.1) z+ max(y,z) = max(zy, xz), 
(8.2) x+min(y,z) = min(zy, xz) . 
Fir z, y, z € G, ist 
(9.1) x-v(y,z) = v(xy, xz), 
(9.2) x-t(y,z)=t(zy, xz) . 
2. Jede dieser Identitaten ist von der Gestalt 
(10) zn (yU2) =(x#N y)U (zz) (z,y,z2€M). 
Man kann nun fragen, wie es sich mit dem zu (10) dualen Gesetz 
(11) 2U(yN2) =(xUy)A(zU2) (x,y,z € M) 


verhalt. DaB (11) im allgemeinen nicht gilt, ist trivial. Um so bemerkens- 
werter ist es, daB es Teilbereiche von M gibt, fiir deren Elemente die eine 
oder die andere der beiden distributiven Ungleichungen 


(11.1) rU(ynz) 2(tUy)A(xeVU2), 
(11.2) a zU(yY Nz) SC (eUy)A(zeU2) 


in Kraft ist, wie in den folgenden Satzen — wir wollen kurz von partiell dualen 
Satzen sprechen — nachgewiesen wird. 

3. Partiell dual zu (6) ist: 

Satz 19.1. Fiir x, y,z ¢ R, gilt: Mit 


z>2(rz+y+2),dhil>z+y+z 











a+ yz> (e+ y) (x + 2); 


mit 
e<a2(rz+y+z),dhi<zr+y+z 
ist 
xt yz < (x+ y) (x +2); 
mit 


z=0 wnd y,z beliebig, 
r= a2(x+y+z),dh. imeand afe+edent 
ist 
z+ yz= (z+ y) (x +2). 
Beweis. Es geniigt, auf die Identitat 
(z+ y)(2#+2z)=2(x+y+2)4+ yz 

hinzuweisen. 

Ein entsprechender Satz gilt in dem Fall, daB x, y,z negativ-reell sind, 
wie man sofort sieht. 

Unmittelbar aus Satz 19.1 folgen: 


Satz 19.2. Fiir z, y,z ¢ G, ist 
z+ yz<(x+y)(x+2). 
Satz 19.3. Fiir x, y,z € G, ist 
r+ yzs (z+ y)(z+2). 
4. Die zu den Identitaten (7.1) und (7.2) partiell dualen Aussagen lassen 
sich vermittelst passender Fallunterscheidungen beweisen. 
Satz 20. Fiir x, y,z, € Ry ist 
(12.1) max(z, y + z) < max(z,y) + max(z,z) , 
(12.2) min (z,y + z) S min(z,y) + min(z,z) . 
Beweis. Es werden vier Fille unterschieden : 


a) zsy; »b) rsz; 
c) @>y¥, @>2, Tz>YH+2; 
d) z>y,2>2,2sS y+2z. 
Fir jede Méglichkeit stellt man leicht die Giltigkeit von (12.1) und (12.2) fest. 
5. Zu jeder der beiden Identitaéten (8.1) und (8.2) gibt es zwei partiell 
duale Aussagen, die in dem folgenden Satz, dessen Beweis ebenfalls durch 


Fallunterscheidung erbracht werden kann, zusammengefaBt sind. 
Satz 21. Fiir x, y,z ¢ R, ist 


(13.1) max (z, yz) < max(z, y) max(z, z) , 
(13.2) min(z, yz) S min(z, y) min(z, z); 








fiir x, y, z € Roy ist 
(14.1) max(z, yz) > max(z, y) max(z, z) , 
(14.2) min(z, yz) > min(z, y) min(z, z) . 
Beweis. Die Ungleichungen (13.1) und (13.2) kénnen vermittelst der 
Alternative 
x < min(y, z) 
y < min(z, z) > (x,y,z € R,) 
z <= min(z, y) 


und die Ungleichungen (14.1) und (14.2) vermittelst der Alternative 


x => max(y,z) 
y > max(z,z)} (x,y,z € Ry) 
z => max(z, y) 
verifiziert werden. 
6. Partiell dual zu (9.1) und (9.2) ist: 
Satz 22. Fiir x, y,z € G, iat 


(15.1) v(x, yz) T v(x, y) v(x, 2), 
(15.2) t(x, yz) T t(x,y) t(x, z). 

Beweis. Es kann angenommen werden, daB wenigstens eine der Zahlen 
x,y,z von der Einheit verschieden ist. Sind p,,..., p, die verschiedenen in 
x, y, z aufgehenden Primzahlen und ist 

a =[] py, y= IT py.z =T1 py (E,s Me 6,2 9), 
so ist ' ‘ 7 


v(x, yz) =]] pm (Ev, tw + Sp) ‘ 
, 


v(x, y) v (x, 2) = J] ppe (fm *v) + max Sr. oo) 
’ > y 
und a 


U2, y2) = JT pain Gn me 
t(z, y) t (x, z) =J]] pan (Sy, my) + min (Ef, Cy) . 


Vermége dieser Gleichungen werden (15.1) und (15.2) auf (12.1) und (12.2) 
zurickgefiihrt. 

7. Die in den vorhergehenden Abschnitten mitgeteilten Beweise der partiell 
dualen Sitze sind elementarer Natur. Das dabei angewandte Verfahren ist 
aber insofern unbefriedigend, als die Satze nicht einheitlich nach derselben 
Methode hergeleitet werden. Im ‘nachsten Paragraphen wird dargelegt, daB 
der Sachverhalt ordoidtheoretisch aufgefaBt werden kann und daB in dieser 
Sicht die verschiedenen partiell dualen Sitze Abwandlungen eines einzigen 
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ordoidtheoretischen Satzes sind. Der Beweis des letzteren (Satz 23.1) umfaBt 
nur wenige Zeilen. Die Richtung, in der die Theorie der Ordoide dafiir auszu- 
bauen ist, la48t der elementare Beweis von Satz 19.1 erkennen. 


§ 7. Der Hauptsatz 


1. Es sei M wieder ein abstrakter Operationsbereich. Anders wie im ersten 
Teil der Arbeit sei M nunmehr ein Operativ in bezug auf zwei Element- 
verknipfungen, und zwar sei M ein Ordoid in bezug auf _ und zugleich ein 
kommutatives Assoziativ in bezug auf eine durch 7\ symbolisierte Element- 
verknipfung. Die beiden Verkniipfungen seien dem folgenden Axiom gema8 
distributiv gekoppelt : 

VI. Fir jedes Tripel z, y, z ist 


(10) ern(yU2) = (rn y)U(zN2z). 
Alsdann gilt: 
Satz 23.1 (Hauptsatz). Mit) 

(16.1) zDaeN(eU yz) 

ist 

(17.1) LU (yYN2)2 (tUY)N(z#VU2); 

mit 

(16.2) rCan(exUuyvu2) 

ist 

(17.2) ZU (YN2) 9 (xUY)N(zU2); 

mit 

(16.3) t= 2\(rUyvuz) 

ist 

(17.3) ZU (yN2) =(rUy)N(zVU2). 


Beweis. Mehrmalige Anwendung von (10) liefert 
(18) (rUy) A(2VU2) = [a#n(etUyV2)JuU(ynz). 
Aus (16.1), (16.2), (16.3) folgt nach Satz 7.1 der Reihe nach 


(19.1) rU(YN2) 2 [en(eUyU2Z)]U(yNz), 
(19.2) ZU(yYN2) S [en(rtUyU2)]U(y¥N2), 
(19.3) LU(yYN2) = [tn(tUyU2)U(yN2z). 


Verbindet man (18) mit (19.1), (19.2) und (19.3), so erhalt man (17.1), (17.2) 
und (17.3). 


™) Man beachte, daB die Relationen 2, C, >, C in bezug auf die’ Verkniipfung 
definiert sind.. 
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Fir den Fall, daB M eine ordoide Semigruppe in bezug auf \ ist, laBt sich 
der Hauptsatz folgendermaBen verscharfen. 
Satz 23.2. Mit (16.1) ist 


(17.1)* ZU(YA2Z)D(rUY)A(z#U2); 
mit (16.2) ist 
(17.2)* zU(yN2z)C(zUy)A(zxU2); 
mit (16.3) ist 
(17.3) LU (yz) = (rUYy)A(zU2). 


Beweis. Nach Satz 17 kénnen in (19.1) und (19.2), also auch in (17.1) 
und (17.2) die Symbole 2 und ¢ durch > und C ersetzt werden. 

2. Indem man die Satze 23.1 und 23.2 auf die in den Tab. 1, 2 und 3 auf- 
gefiihrten Operationsbereiche und Verkniipfungen anwendet, gelangt man zu 
den zuvor aufgestellten Satzen 19—22, wie kurz dargelegt werden soll. 











Tabelle 4 
Satz M avy | zay| z2y | Typische Eigenschaft 
| | 
90 R, j max (z,y) z+y | z = y | zx Ss z + max (z, y,2) 
| min (z, y) | zt+y) Sy | ©S2+ min(z,y,z) 
R, | max(zy) | ay | r2y | xz S x- max(z,y,z) 
1 | min(z,y) | zy | zSy | xS 2-min(z,y,z) 
21 | 
_max(z,y) | zy | z2y | x>2-max(z,y,2) 
Ro | min(z,y) | zy | Sy | #2 22-min(z,y,z) 
2 la v(z,y) | zy aly | af x-v(z,y,2) 
. | t(z,y) | zy | aly af x-t(z,y,2) 





So geht Satz 19.1 aus Satz 23.2 dadurch hervor, daB die abstrakte Menge M 
durch R, und die abstrakten Verkniipfungen und /\ durch die Addition 
und Multiplikation ersetzt werden. 

Die iibrigen Satze sind Realisierungen von Satz 23.1. Die Ersetzungen, 
die dafiir vorzunehmen sind, sind aus Tab. 4 zu ersehen. 

FaBt man (16.1) und (16.3) zu 


(16.1.3) e r2zen\(rUyvz2), 
ebenso (16.2) und (16.3) zu 
(16.2.3) xro2“n(xUyvuz) 


zusammen, so ist bei jeder der acht in Tab. 4 aufgefiihrten Realisierungen 
von (M,U,7\) genau eine der béiden Bedingungen (16.1.3) und (16.2.3) fir 
alle Tripel x, y,z des betreffenden Bereichs von selbst erfiillt. Die jeweils 
geltende Ungleichung ist in der Spalte ,,Typische Eigenschaft‘‘ angegeben. 
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3. Zum SchluB noch ein Satz, der im Hinblick auf die Verbandsaxiomatik 
von Interesse ist ?*). 

_ Wie in Abschnitt 1 sei M ein Ordoid in bezug auf U und ein kommutatives 
Assoziativ in bezug auf -\. Die Verkniipfungen seien aber nicht nur durch VI, 
sondern auch durch die zum Axiom erhobene Gleichung (16.3) gekoppelt, 
d. h. és soll gelten: 

VII. Fir jedes Tripel z, y, z ist 


(16.3) z=2n(zruyvz2). 


Dies vorausgeschickt, findet statt: 

Satz 24. In M sind die beiden folgenden zueinander dualen Axiome in 
Kraft: 

VIII.1. Fiir jedes Paar z, y ist 


(20.1) z=2rn\(rUy). 
VIII.2. Fir jedes Paar z, y ist 
(20.2) r= 2zuU(zxzny). 


Mit anderen Worten: M ist ein Verband, genauer ein distributiver Verband 
in bezug auf (U,7). 

Beweis. Sind z, y beliebig und ist z ein Begleiter erster Art von y in 
bezug auf U, d. h. ist y= y Uz, so geht (16.3) in (20.1) tiber. Ist x beliebig, 
sind y,z Begleiter »:ster Art von z in bezug auf U, d. h. ist 


t=rUy, r=z2VUzZ, 


so folgt aus (16.3) die Idempotenz von z in bezug auf -\. Lést man nun die 
rechte Seite von (20.1) nach dem distributiven Gesetz auf, so ergibt sich (20.2). 
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Undecidable Problems of Elementary Number Theory 
By 
Joun G. Kemeny, Dartmouth College, USA 


Recent developments in Mathematical Logic offer a new method for 
proving that certain problems are undecidable in elementary number theory. 
It is possible that some of the famous unsolved problems will fall into this 
category. The purpose of this paper is to summarize the known results, 
describe the new method, and use it to establish some new results. 


Summary of Known Results 


We will be concerned with a certain class of axiom systems, which will 
include axiom systems for elementary number theory. To formulate these 
axioms we will be allowed the following tools: (1) Variables z, y, z, . . . ranging 
over “individuals”, (2) constants a, b, c,.. . standing for individuals, (3) con- 
stants P, Q, R, . . . standing for properties and relations of individuals, (4) logi- 
cal connectives ~ (negation) and - (conjunction), (5) universal quantifier (x) 
and existential quantifier (3 z). By a “‘sentence’’ of the system we will under- 
stand a grammatical string of symbols having all of its variables bound by 
quantifiers’). 

The sentences so far are just strings of symbols. We need an interpretation 
to give them meaning. To specify an interpretation we must (i) give the set 
of objects that are to be the individuals, (ii) specify which individual is named 
by each individual constant, and (iii) for each n-ary relation and every n-tuple 
of individuals specify whether the relation holds for these individuals. In this 
paper the domain of individuals will always be a denumerably infinite set. 

Given an interpretation, the truth or falsity of every sentence is deter- 
mined. In particular: A sentence S is true if and only if ~ 8 is false, a con- 
junction S - 7 is true if and only if both S and 7’ are true, the sentence (3 x) Px 
is true if and only if there is at least one individual having the property P, etc. 

We are interested in axiomatic systems. However, the details of how the 
axioms are chosen will be irrelevant to our considerations. We will assume 
that the rules of inference are one of the standard set of rules for the type 
of logical system considered, and we will be interested only in the theorems 
of the system. After all, the choice of the axioms is highly arbitrary. Thus, 
we will speak only of the theorem-set of our system. A theorem-set may be any 


yy This is the type of logical system commonly known as a first order (or lower) 
functional calculus. 
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set of sentences closed under our rules which can be described effectively; 
i. e. any finite set, or any sufficiently simple infinite set of sentences will 
qualify as a theorem-set*). 

A set of sentences is said to be consistent if no contradiction is derivable 
from it, that is if no pair of sentences S and ~S is derivable from it by the 
rules of the system. It is easy to see that a set of sentences is consistent if 
and only if every finite subset of it is consistent: This is an immediate conse- 
quence of the fact that in a proof only a finite number of sentences can occur, 
hence if S (or ~S) is derivable from our set, it must be derivable from a 
finite subset of the set. 

A set of sentences is said to be complete if for every pair of sentences S 
and ~ S one of the pair in the set. 

A complete set of sentences must contain at least one of the pair S 
and ~S, while a consistent set must contain at most one of these. Hence, 
a complete consistent set is a set that contains exactly one of each such pair 
of sentences. For example, the sentences true according to a given inter- 
pretation form a complete consistent set. 

If every sentence of a given theorem-set is true according to an inter- 
pretation, then we say that this interpretation is a model of the theorem-set 
(or of the system). In general there will be many different models for the 
system, but the theorem-set is a subset of the true sentences of each model. 
Hence the theorem-set is a subset of the intersection of the true sentences 
of all the models. The fundamental theorem (see below) tells us that this 
intersection is the theorem-set. 

There is an alternate way of approaching the fundamental theorem. If 
a system has a model, then its theorem-set is consistent. This is easily seen: 
Its theorems are a subset of the true sentences of the model, and a subset of a 
consistent set is consistent. The fundamental theorem states the converse 
of this result, that every consistent theorem-set has a model. 

Lemma 1. A consistent set can be extended to a complete consistent set. 


Proof: We start with a listing, in some order, of all sentences. We con- 
sider the sentences one at a time, and decide whether to add each one to 
our set. If the negation of the sentence under consideration is not a conse- 
quence of our set (as augmented so far), then we add the sentence t- our set. 
We do this for all sentences, in the given order. An inductive proof shows that, 
after having considered the n-th sentence (and possibly added it to our set), 
we still have a consistent set. To show that the entire resulting set is con- 
sistent we need only remember that it is sufficient that every finite subset 
of it be consistent. It is trivial to show that the resulting set is complete. QED. 


Lemma 2. For every complete consistent set there is an interpretation 
such that the true sentences are the sentences of the given set. 

*) Any one of several equivalent definitions of “effective” may be used. For example, 
we may require that the theorem-set be recursively enumerable. 
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Proof: Starting with the complete consistent set >’, we construct step 
0 
by step larger complete consistent sets 5’, whose union will determine the 
n 


interpretation. For this purpose we introduce new individual constants 
tpn (Kk, n = 1, 2,3, ...), of wich the ones with a fixed n will be used in the n-th 
iterative step. 

Suppose that we have constructed >’. We will then have a complete 

n—-1 

consistent set of sentences formed with the original symbols plus the con- 
stants t,,,, 7m <n. We search through this list, in a fixed order, and select the 
sentences of the form (3 z)...2... . For the k-th such sentence we form 
the new sentence .. . i,, ..., putting i,,, for z, and do this for k= 1, 2,3, ...; 
then we add the new sentences to our set. The augmented set is still con- 
sistent, because any result not involving the i’s that we can deduce using the 
new sentences can be deduced from the corresponding existential sentences. 
Hence from a contradiction in the augmented system we get a contradiction 
in the original system. 

We can now extend the consistent set to a complete consistent set (with 
the original symbols and the ,,,, m < n), completing step n. 

Finally we form the union of these monotone increasing sets. This is a set 
of sentences in terms of the original symbols plus all the i,,,. This set is con- 
sistent, since any finite subset is clearly consistent. It is also.complete, since 
any pair S and ~S can have only a finite number of i,, in it. Let us suppose 
that » = N is the largest second subscript occurring, then at the N-th iterative 
step either S or ~S was added to 3’. We thus have a complete consistent 

N 
set, 2. 

We now choose our interpretation. Our individuals will be all the indivi- 
dual constants of the augmented system. Given an n-ary relation constant R 
and individual constants i,,...,%,, we will say that these individuals bear 
this relation if and only if the sentence Ri,i,,...%, isin 2. It is a routine 
task to check that under this interpretation a sentence is true if and only if 
it is in &. This means, in particular, that one of the original sentences (not 
involving the i,,;) is true if and only if it is in 3’. QED. 

0 


Fundamental Theorem 
Every Consistent Theorem-set has a Model 


Proof: The theorems of the system form a consistent set. By Lemma 1 
we can extend this to a complete consistent set }’. Then, by Lemma 2, 
0 


we construct an interpretation according to which a sentence is true if and 

only if is in 3’. Since the theorem-set is a subset of 5’, every theorem is 
0 9 

true according to this interpretation, and hence we have a model of our 

system. QED. 
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This theorem is due to G6pEL, but the present proof is due to Henxr®). 
‘The theorem ,was proved here only for an elementary logical system, but the 
significance of Henkin’s proof is that it can be extended without difficulty to 
quite advanced logical systems, and presumably to any logical system‘). 

We should remark that the models here discussed all have a denumerably 
infinite set of individuals. The fact that such a model is always possible for 
any system was first proved by Skotem and LéwenHem'), and it shows 
that in some sense it is impossible to axiomatize non-denumerably infinite 
sets. It is a merit of the Henkin proof that on the one hand it generalizes 
Gédel’s theorem to stronger logics, and on the other hand it yields the Skolem- 
Léwenheim theorem. 

It is sometimes convenient to consider the logical system strengthened 
by the inclusion of the identity relation. We may then demand that in the 
model ‘=’ be interpreted as the identity relation. The axioms involving ‘=” 
will force us to have our individuals divided into equivalence classes with 
respect to ‘=’, and we can fulfill the demand by taking equivalence classes 
as individuals, and making the corresponding changes in our interpretation. 
We will assume that this is done. 


The New Method 


Let us consider what our fundamental theorem tells us about a theorem-set 
that is consistent, but not complete. The set of theorems is completed when 
we construct a model, but it can be completed in more than one way. There 
is at least one sentence S such that neither it nor its negation is a theorem. 
Hence we can arrive at a complete consistent set containing S or ~ 8. In the 
former case S will be true in the ‘model, in the latter S will be’ false in the 
model. On the other hand, if 7’ is a theorem, then it is true in every morsel. 
Hence the theorems are those sentences which are true in all models, while 
the undecidable sentences are those that are true in sonie models and false 
in others. 

The new method consists of constructing a pair of models, in one of which S 
is true and in the other one S is false. This demonstrates that S is undecidable 
in our system. A weaker result may be obtained by constructing a single 
model in which S is false. This will at least show that S is not a theorem, 
though it will leave open the question whether S is disprovable or undecidable. 

Often we have a system which is considered as the axiomatization of some 
prefixed interpretation M,. We will call this the intended model of the axiom 


*) GépeL, Kurt: Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils. 
Mh. Math. Phys. 37, 349—360 (1930). — Henkin, Lon: The completeness of the first 
order functional calculus. J. Symb. Log. 14, 159—166 (1949). 

‘) Henkin, Leon: Completeness in the theory of types. J. Symb. Log. 15, 81—91 
(1950). 

5) For a discussion of this result and its history see ALonzo Cuurcn, Introduction to 
Mathematical Logic, Volume I, Princeton University Press (1956), § 45. In this book 
we also find simple discussions of G6pEL’s (§ 44) and Henx1n’s (§ 54) completeness theorems. 
| ag 
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system. Our axiomatization will be successful if the theorems are precisely 
the sentences true in M,. But this would mean that our theorem-set is com- 
plete and consistent. The question arises as to whether, for a given M,, 
there always exists a complete consistent theorem-set having M, as a model. 
Gédel’s celebrated incompleteness theorem answers this in the negative. 

We must now specify in more detail what sort of systems we wish to 
consider. While there is considerable freedom in the choice of the basic rela- 
tions, it will be convenient to take these as the binary relation x < y and the 
two ternary relations z+ y=z and x-y=z. We also admit all the natural 
numbers 0, 1,2,... as individual constants. The interpretation normally 
given these relations and constants in arithmetic (elementary number theory) 
will serve as our intended model M,. Gédel’s incompleteness theorem states 
that there is no complete consistent theorem-set having M, as a model. 

There are, of course, many systems which will have M, as a model. Most 
of the standard formulations of Peano’s postulates can be brought into our 
format. Some of Hilbert’s systems actually use a vocabulary practically 
identical with ours. Because all these systems have M, as a model, we know 
that (if they are consistent) they are incomplete. 

Let us say that two models are essentially different if there are sentences 
true in one but false in the other*). We can show that our systems have 
infinitely many essentially different models: Since the theorem-set is in- 
complete, there is a pair S and ~ S§ neither of which is in the set. Hence 
we can get two essentially different models, in one of which S is true, in the 
other false. But one of the pair of sentences must be true in M,. If we add 
this to our theorem-set, and form the closure under the rules of inference, 
we have a larger theorem-set still having M, as a model. Thus the larger set 
must also be incomplete, and we can iterate our procedure. 

There is a more direct method, due to Henxry, for constructing non- 
intended models. We add the following infinite list of sentences to our theorem- 
set: a+ 0, a+1, a+2,.... We get a new theorem-set by forming the 
closure of this expanded set. Any finite subset of the new theorem-set has M , 
as a model, under suitable assignment to the constant ‘a’, hence we again 
have a consistent theorem-set. Thus the new system has a model, but this 
model cannot be M,. While this construction is simpler than Gédel’s, it is 
not obvious that the resulting non-intended model is essentially different 
from M,. But the construction does yield a model in which the individuals 
are not isomorphic to the natural numbers’). The fact that any axiomatization 
of arithmetic must be non-categorical was first proved by SkoLEM®). 

This result is in direct contradiction of well-known ‘‘proofs” that Peano’s 
postulates are categorical. All such proofs rest on an assumption that some 





*) The requirement of being essentially different is stronger than the requirement 
that the models be non-isomorphic. 

7) See footnote 6. 

8) THoraLF Skotem: Uber die Nicht-Charakterisierbarkeit der Zahlenreihe mittels 
endlich oder abzihlbar unendlich vieler Aussagen mit ausschlieBlich Zahlenvariablen. 
Fund. Math. 23, 150—161 (1934). 
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basic concept of our system is interpreted in the intended manner. For 
example, if mathematical induction is stated as “any set containing 0 and 
closed under the addition of 1 to an element contains all the natural numbers’’, 
we are made to assume that ‘set’ is given the intended interpretation. The 
demonstration of categoricity assumes that the set of natural numbers is one 
of the sets in our model. If we examine a non-intended model of such a system, 
we find that, while there are many sets containing the natural numbers, 
there is no set in the model consisting solely of the natural numbers. 

Let us summarize the essence of the Henkin construction: We pick some 
individual constants a,b,c, ... not previously used. We add an infinite set 
of sentences to the theorem-set, so that every finite subset of these is true 
in M, for a suitable interpretation of the constants, but so that the entire 
set cannot be so interpreted. We then have a guarantee that the expanded 
theorem-set has a model, but this model cannot be M,. This method yields 
a wide variety of non-intended models for arithmetic. 

Let us recall that undecidable sentences are sentences true in some models 
but false in others. A true arithmetical statement is undecidable in our system 
if it is true in M, but false in some non-intended model. Hence if we could 
acquire sufficient insight into the structure of some non-intended model, we 
might be able to show that certain true arithmetical statements are un- 
decidable in our system. 

As illustrations we will consider some famous unsolved problems. 

Goldbach’s and Fermat’s conjectures are basically of the same ‘type. 
Each one can be written as (x) Pz, where P is a property of natural numbers 
that is decidable for every natural number. In Goldbach’s conjecture. Pz may 
be taken as “22 + 4 is the sum of two primes”. For the Fermat problem we 
must take a fixed ordering of quadruples of natural numbers, and then Pz 
may be “x is the number of the quadruple < y, z, u, v > and y®*#+ z°*84 u°t8”’, 
Hence either conjecture is, if false, then demonstrably false: If (x) Pz is false, 
then Pn is false for some n, and this can be demonstrated for any n. 

In the case of Fermat’s conjecture we can ask a subsidiary question. 
Suppose that it is true but undecidable. Then we have a model in which it 
is false, i.e. We can find numbers y, z, u, and v for which the equality holds. 
At least one of these numbers must be unnatural (see definition below). 
Can we choose a natural number for v? If so, then the conjecture is 
undecidable for this fixed exponent v. Though the conjecture has been 
demonstrated for infinitely many exponents, it is still conceivably that 
it should be undecidable for some v. Or it could happen that v must be 
unnatural for the equality to hold. In this case the conjecture is decidable 
for every individual v, but we cannot prove the general statement. This 
is a fairly popular conjecture. If the latter is the case, then it will be 
harder to settle this conjecture. than Goldbach’s, because Goldbach’s 
conjecture and Fermat’s for fixed natural v depend only on the addition and 
multiplication of unnatural numbers, but for unnatural v we must also know 
about unnatural exponentiation. 
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‘The Twin Prime conjecture is of a different logical form, (x) (3 y) Pzy, 
where Pzy states that ‘““y > 2 and y and y + 2 are both primes”. Suppose 
that the conjecture is true. Then for every natural number z in every model 
there will be a (larger) y with Pzy. But there could be an unnatural number 
so that no larger number bears the relation P to it. Hence the conjecture 
could be true and undecidable. Suppose that the conjecture is false. Then 
there is a last pair of twin primes, and hence an x beyond which no y bears 
the relation Pzy among the natural numbers. But in a model there could 
be an unnatural number y for every xz, with Py, i.e. there could be an in- 
finity of unnatural twin primes even if there are only a finite number of 
natural twins. Hence the conjecture could also be false and undecidable. 


The Non-intended Models 


We know that there are infinitely many essentially different models; 
a fortiori there are infinitely many non-isomorphic models. But as far as the 
relation ‘<’ is concerned, the non-intended denumerable models are deter- 
mined to within an isomorphism. This is actually easy to see. 

. Our only tool is the fact that every theorem must be true in the model. 
First of all we must have all the natural numbers in the model. The pro- 
perties of the natural numbers must be as in M,, since for every one of the 
three relations and every pair or triple of numbers we can actually prove 
that they do (do not) have this relation. If the model is a non-intended one, 
it must be because it has additional individuals. Let us call these unnatural 
numbers. 

For any fixed n we can prove that if x is different from 0, 1,..., then z 
is greater than m. Hence an unnatural number must be greater than all 
natural numbers. We can also prove that for any number except 0 there is a 
next smaller one. Hence from a given unnatural number we get an infinite 
set of them, isomorphic. to the positive and negative integers, i.e. of type 
w*+q@. Let us call this a row of unnatural numbers. We see that every 
unnatural number is part of a row, and that they are all greater than the 
natural numbers. The only remaining question is the order-type of the set 
of rows. 

We will show that the order-type of the set rows is that of the rationals, 7. 
Hence the order-type of any denumerable nonintended model must be 
@ +(w*+ w) 7°). In a denumerable model, there must be a denumerable 
number of rows. Hence it will suffice to show that the rows are dense, and 
that there is no first row and no last row. Our basic tool is to note that two 
numbers differing by an unnatural number must be on different rows. Further- 
more, for any number 2, we can prove that there are numbers 2 x and [2/2]!°). 
If z is unnatural, then 2 zx differs from it by an unnatural number, and hence 


*) This result was found by HenkrN and the author in 1947. But a search of the 
literature indicated that SKoLEM was aware of this fact much earlier. 
1°) Where [a] is the integer part of a. 
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must be on a later row. Therefore, there is no last tow. Similarly we see 
that [2/2] must be on an earlier row, showing that there is no first row. For 
any pair of numbers z and y we can prove that there is a number [(z + y)/2]. 
Let x and y be numbers on different rows. Then their difference is unnatural, 
and so are their differences from [(z + y)/2]. Hence the latter number must 
lie on an intermediate row, establishing density. 

Beyond this one fact practically nothing is known in general about the 
structure of non-intended models of arithmetic. 


An Interesting Model 
Let us consider adding the following infinite list of sentences to our 
theorem-set: a +0, (3 r)2xz=a, (3 x) 3x=a, (3 z)4z2=<a,..., where ‘a’ 


is a new constant. Obviously, any finite number of these will have M, as a 
model, for suitable assignment to ‘a’. Hence the augmented theorem-set is 
consistent. Hence it has a model, which must be other than the intended 
one. Let us construct one such model by the above method, and call it M,. 
In this model an individual is assigned to ‘a’, call it «. 

The model contains all the natural numbers, and also a deriumberable 
infinity of other individuals, the wnnatural numbers. Among the unnatural 
numbers is «, which has the property that it is divisible by every positive 
integer. Such a number will be called abnormal. Clearly, every abnormal 
number is unnatural. But not conversely, since « + k is not divisible by any 
natural number greater than |k|. 

For every unnatural number f we have the set of unnatural numbers 
- B+ k, where k is a rational integer (i.e. positive, negative or zero), which 
we have called the row of 8. If 8 is abnormal, then every other number in its 
row must be normal. Hence a row can have at most one abnormal number 
in it. We do not know whether every row has an abnormal number in it. 

From M, we form M, by taking all the natural numbers, and all those 
rows of unnatural numbers which have an abnormal number in them. The 
three basic relations will be defined in M, the same way that they are defined 
in M,. To show that this is possible, we must show chat for every pair of 
numbers in M, we have also included their sum and their product (as defined 
in M,), i. e. that M, is a subset of M, closed under addition and multiplication. 

A number z is in M, if z is a natural number or if some z + & (on the 
row of z) is abnormal. Suppose that x and y are both in M,. We consider 
x+y. If both numbers are natural numbers, then so is the sum. If z is a 
natural number and y not, then y is on the same row as an abnormal number 
and x + yis on the same row as y. If x and y are both unnatural, then z= $+k, 
y = y + k’, where # and y are abnormal. Then f + y is abnormal, and z + y 
is on its row. 

Next we consider x- y. The product of two natural numbers is a natural 
number. If x is natural, and y= y + k’ (as above), then z- y is abnormal, 
and z- y is on its row. If z and y are both unnatural, as above, then £ y + 
+k’ 8 + ky is abnormal, and =z - y is on its row. 
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We will also need the fact that the abnormal numbers of M, are precisely 
the abnormal numbers of M,. If a number has a certain divisor in M,, then 
it also has this divisor in M,; hence all the abnormal numbers of M, are 
abnormal numbers of M,. If 8 is abnormal in M,, then it was included in M,, 
_and we must still show that it is also abnormal in M,. For every positive 
integer n, 8 = ny in M,. But if m is any positive integer, 8 must also be 
divisible by mn in M,, hence y is divisible by m, for every m, and hence y is 
abnormal. But that means that y was included in M,, and hence is divisible 
by n (for any positive integer n) in M,. Hence £ is also abnormal in M,. 

We have shown that M, is a subset of M, closed under addition and multi- 
plication, and we could easily show that it is closed under many other basic 
operations — such as the subtraction of a smaller number from a larger one. 
As a matter of fact, M, may be identical with M,; this is the case if every 
row of M, has an abnormal number in it. Yet we cannot expect to find an 
easy way of showing that M, is a model for arithmetic, since we shall see that 
this fact would have far-reaching consequences. 


One may at first think that a subset of a model that is closed under addition 
and multiplication must also be a model. But it is easy to produce a counter- 
example. If, for example, we take from M, the subset consisting of all the 
natural numbers and of the unnatural numbers of the form k,+ k,« + 

-+ k, a", where the k; are rational integers and k,> 0, then the subset 
has the closure properties but it is not a model. On the one hand we see 
that it has the wrong order type, and on the other hand there is no number 
large enough in it to be «*. 

Lemma. Every row of M, has a unique abnormal number in it, and every 
row has at most two primes — the neighbors of the abnormal number. 

Proof: Since we selected from M, only those rows that have an abnormal 
number, every row of M, must have an abnormal number in it. And no 
row of M, had more than one abnormal in it. An unnatural number can 
therefore be written (uniquely) as 6 +k, where # is abnormal. But this 
number must be divisible by |k|. Hence k must be +1 or —1 for a prime 
unnatural number. QED. 


Theorem. The conjecture that there are ae many prime n-tuples is 
ee f in M, forn=3. 


’ This theorem is an immediate consequence of the lemma, if we realize 
what “infinitely many prime n-tuples” means in arithmetic. It means that, 
given any number, there is a prime n-tuple beyond it. But beyond « primes 
come at most in pairs in M,. It is interesting to note that the twin-prime 
conjecture may be true in M,. 


Theorem. For every n we can find an arbitrarily large even number in M, 
which cannot be written as the sum of n primes. 

Proof: Every number in M, is of the form x +k, where x is 0 or ab- 
normal and & is a rational integer; and this representation is unique. In 
adding numbers the z’s and the k’s are added separately. For a prime number 
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k=—1, hence for a sum of n primes k>—n. Hence § —2n cannot be 
written as the sum of n primes, for any abnormal f. QED. 

Thus if M, is « model of arithmetic, then the prime n-tuple conjectures 
(n = 3) and Goldbach’s conjecture are not provable in arithmetic. Of course, 
this does not preclude that these results be provable in a stronger system. 
For example, for any undecidable statement we always have the option of 
making an axiom out of it, in which case there is no difficulty in proving it 
in the new system. And, more helpfully, it is entirely possible that results 
be provable analytically, which are not provable in arithmetic. We know, e.g., 
that every sufficiently large even number can be written as the sum of four 
primes. But this is false in M,, as is shown by the above theorem. If M, 
is a model of arithmetic, then we find that this celebrated result, which was 
proved analytically, cannot be proved arithmetically. Similar remarks apply 
to several other known results. 

Naturally, we cannot conclude that these conjectures are arithmetically 
unprovable, until we have shown that M, is a model of arithmetic. But 
there is some insight to be gained from this approach even without this missing 
link, or even if M, should turn out not to be a model. Namely, we have a set 
that has many of the properties of an unintended model, in which some 
famous unsolved problems are false. Hence we gain some experience with 
the type of construction that may yield fruitful results in the future. All 
our results concerning M, were built on the fact that there are so remarkably few 
unnatural primes in it. It would seem that any unintended model that is to 
yield an interesting result will have to have such a simple and yet striking 
feature. 


(Eingegangen am 12. September 1957) 
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Die Multiplizitaiten in der algebraischen Geometrie*) 


Von 
K. T. Leun@ in Ziirich 


Einleitung 

I. Die Theorie der Multiplizitaten der algebraischen Geometrie wurde im 
Jahre 1926 von B. L. vaN DER WAERDEN exakt begriindet. In seiner Arbeit 
» Der Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geometrie“ [9] wurde die Spe- 
zialisierungsmultiplizitat mit Hilfe der Eliminationstheorie durch eine irredu- 
zible Korrespondenz definiert, unter den Voraussetzungen: (1) die Urbild- 
mannigfaltigkeit ist der ganze (projektive oder affine) Raum und (2) nur end- 
lich viele Punkte auf der Bildmannigfaltigkeit entsprechen dem spezialisierten 
Punkt der Urbildmannigfaltigkeit (Normalproblem). Die erste Voraussetzung 
wurde im Laufe der Zeit sukzessiv abgeschwicht. Man forderte zunachst nur, 
da8 in der Umgebung des spezialisierten Punktes der Urbildmannigfaltigkeit 
eine rationale Parameterdarstellung existiert, und dann, daB der spezialisierte 
Punkt ein einfacher oder ein lokal normaler Punkt der Urbildmannigfaltigkeit 
ist. Die zweite Voraussetzung wurde von Wett [12] und CHevatuey [1] so 
abgeschwacht, daB die Endlichkeit nicht mehr verlangt wird, man kann somit 
die Multiplizitat fiir jeden isolierten Bildpunkt definieren. 

Im I. Teil der vorliegenden Arbeit wird die erste Voraussetzung um einen 
weiteren Schritt abgeschwiacht, indem nur verlangt wird, daB der spezialisierte 
Punkt ein analytisch irreduzibler Punkt der Urbildmannigfaltigkeit ist, 
wahrend die zweite Voraussetzung ganz wie bei Wet [12] bleibt. 

Wir gehen hier von der Arbeit von Nortucorrt [3] aus, in der u. a. zwei 
Satze von Wert [12], in einer fiir unsere Zwecke brauchbaren Weise, verall- 
gemeinert werden. Wir werden hier in derselben Weise weitere Sitze von 
WEt [12] verallgemeinern. 

Um eine bessere Ubersicht zu gewinnen, schlieBen wir eine Tabelle an, in 
der unsere und die entsprechenden Satze von Wett [12] einander gegeniiber- 
gestellt sind. 


Unsere Satze in Chap. III 

Satze von WEIL 

me Bs 6 ses we ee Th. 3 

ae we ee. Se Th. 1 

9 ; <a ek ee eS Prop. 5 

a 0 > «0 ep 6 Prop. 4, Th. 2 (erster Teil) 
me Os cs ea te Prop. 6 

Os CSN Prop. 1 

7 eee a a Prop. 7, Th. 4 

| PP ero Th. 4 


*) Diese Arbeit wurde als Inaugural-Dissertation von der Philosophischen Fakultat II 
der Universitat Ziirich angenommen. 
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II. Die Theorie der Schnittmultiplizitat wurde von B. L. van pER WazER- 
DEN [7, 8, 9, 10] und F. Severt [4] unter der Voraussetzung entwickelt, daB 
der Schnitt immer nur aus endlich vielen isolierten Komponenten von der 
richtigen Dimension besteht. A. Wert [12] und C. CHevauiey [1] gaben neue 
Definitionen fiir eine einzelne isolierte Komponente. In dem II. Teil (§7—§ 9) 
der vorliegenden Arbeit wird eine Aquivalenz zwischen der van der Waerden- 
Severischen Definition [7] und der Weilschen [12] hergestellt. Die Aquivalenz 
zwischen der Weilschen und der Chevalleyschen Definition wurde schon von 
verschiedenen Autoren nachgewiesen, z. B. in [12, 11]. 

SchlieBlich geben wir in § 10— § 13, der Vollstandigkeit halber, noch einige 
Definitionen fiir den Fall einer algebraischen Kurve und weisen ihre Aqui- 
valenz mit der allgemeinen Theorie nach. 


I. Die Spezialisierungsmultiplizitat 


In diesem Abschnitt werden wir, an die Arbeit von D. G. Nortrucort an- 
kniipfend und der Richtung der Foundations of Algebraic Geometry von 
A. Wet folgend, eine neue Definition der Spezialisierungsmultiplizitat einer 
eigentlichen Spezialisierung in bezug auf einen analytisch irreduziblen lokalen 
Bereich geben. 


§1. Terminologie und Bezeichnungen 


Ein kommutativer Ring mit Einselement, in dem der Teilerkettensatz gilt, 
heiBt ein semi-lokaler Ring, wenn er nur eine endliche Anzahl von maximalen 
Primidealen besitzt. Er heiBt ein lokaler Ring, wenn er nur ein einziges maxi- 
males Primideal besitzt. Die Potenzen des Produktes a aller maximalen 
Primideale in einem semi-lokalen Ring 0 definieren in 0 eine Topologie. Die 
Komplettierung o* von o in bezug auf diese Topologie ist wieder ein semi- 
lokaler Ring, welcher 0 als konkordanten Unterring enthalt. o ist iiberall- 
dicht in o*. Es gilt o* 6 ~\0 = 6 fiir jedes Ideal b in 0. Ist o ein lokaler Ring, 
so ist o* auch ein lokaler Ring. Wenn m das maximale Primideal von 0 und 
m* das maximale Primideal von o* ist, dann gilt m*-= o* im und o*/m* = o/m 
= K ist ein Kérper. Ein lokaler Bereich ist ein lokalex Ping ohne Nullteiler. 

Definition 1. Ein semi-lokaler Ring, dessen Komplettierung ein Inte- 
gritdtsbereich ist, heiBt analytisch irreduzibel. 

Lemma 1. Hin analytisch irreduzibler semi-lokaler Ring ist ein analytisch 
irreduzibler lokaler Bereich. 

Fir den Beweis verweisen wir auf die Arbeit von Nortrucorrt [3}. 


§ 2. Spezialisierung in bezug auf einen lokalen Ring 


Die Beweise der folgenden vier Satze findet man mit der gleichen Nume- 
rierung in der Arbeit von Nortuoorr [3]. 

Es sei o ein lokaler Bereich und F sein Quotientenkérper. Es seien (y,,...,Yp) 
ein System von n GréBen aus einem Erweiterungsi6rper von F und («,, . . . ,%,) 
ein System von » GréBen aus einem Erweiterungskérper von K. («) heift 
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eine Spezialisierung von (y) in bezug auf 0, wenn der Homomorphismus 
0 > o/m = K sich zu einem Homomorphismus von o[y] auf K [a] erweitern 
l4Bt, so daB fiir i= 1,...,” a, das Bild von y; ist. Wir bemerken nun, da8B 
diese Definition mit der iiblichen Definition der Spezialisierung in bezug auf 
einen K6rper iibereinstimmt, da ein K6érper immer ein lokaler Bereich ist. 
Wenn 9(Y,,...., Y,) allgemein ein Polynom aus o[Y,,..., Y,] ist und 
@(Y,,..-, Y,) das entsprechende Polynom in K[Y,,..., Y,] bedeutet, so 
ist («) dann und nur dann eine Spezialisierung von (y) in bezug auf 0, wenn 
9(«) = 0 aus p(y) = 0 folgt. 

Ferner ist die Spezialisierung in bezug auf einen lokalen Ring aquivalent 
der Fortsetzung der Spezialisierung in tiblichem Sinne. Denn zunichst ist 
»(2%) > (a) in bezug auf einen K6rper k“ aquivalent zu jeder der folgenden 
beiden Bedingungen : 

(a) Es existiert ein Homomorphismus iiber k von k[x] auf k[«], so daB a, 
das Bild von z; ist. 

(b) Die Mannigfaltigkeit V, deren allgemeiner Punkt in bezug auf k der 
Punkt (2) ist, enthalt den Punkt (a). 

Bezeichnen wir mit o den lokalen Ring von V in («), so ist leicht einzu- 

‘sehen, daB (x,y) — («, 8) in bezug auf k dann und nur dann, wenn (y) - () 
in bezug auf o. 

Nun fiihren wir den Kérpern F und K noch ein unendliches Element co 
hinzu und machen die Konvention: co-!= 0 und 0-'= oo. Wir nennen das 
System (y,,..., Yn) ein verallgemeinertes System von GroBen iiber F baw.iiber K, 
wenn alle von co verschiedenen y, zu einem Erweiterungskérper von F bzw. von K 
gehéren. (y) heiBt endlich, wenn alle y, von co verschieden sind. Wir setzen 
e;= +1(¢=1,...,m) und nennen die Abbildung (y,, . . . , y,) > (yj, .-- . ys) 
eine Reziprokation. Nun seien (y) und (a) verallgemeinerte Systeme von n 
GréBen tiber F bzw. tiber K. Wenn eine Reziprokation R existiert, so daB 
R(y) und R(a) beide endlich sind und R(y)— R(«) in bezug auf 0, dann ist 
S(y) > S(«) in bezug auf © fiir jede Reziprokation S, welche (y) und (a) 
gleichzeitig endlich macht. Nun kénnen wir den Begriff der Spezialisierung 
auf verallgemeinerte Systeme erweitern und sagen: ,,(y) > (a) in bezug auf 0“, 
wenn es eine Reziprokation R gibt, so daB R(y) und R(«) endlich sind und 
R(y) > R(a) in bezug auf 9. Wir bemerken, daB aus der Endlichkeit von R (a) 
stets die Endlichkeit von R(y) folgt. 

Um die folgenden Satze formulieren zu kénnen, brauchen wir noch einen 
weiteren Begriff. Unter F(y) verstehen wir stets den Kérper, welcher durch 
Adjunktion aller von oo verschiedenen y; entsteht. Weiter halten wir immer 
an der Konvention fest, daB das unendliche Element oo bei jedem Isomor- 
phismus iiber F fest bleibt. Das System (y) heiBt algebraisch iiber F, wenn 
alle von co verschiedenen y;, es sind. 

Theorem 1. © sei ein analytisch irreduzibler lokaler Bereich, 0* die Kom- 
plettierung von 0 und (y) ein verallgemeinertes System von algebraischen GréBen 
tiber F. Ferner sei (y) > (x) in bezug auf 0. Q sei der Quotientenkérper von o* 
und Qdiealgebraisch abgeschlossene Hiille von Q. Dann existiert ein Isomorphismus 
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von F(y) tiber F in Q derart, daB, wenn (n) das Bild von (y) ist, dann 
(y) > (a) in bezug auf o*. 

Theorem 2. 0 sei ein analytisch irreduzibler lokaler Bereich und (y) sei 
ein verallgemeinertes System von Gréfen iiber F , wobei alle von co verschiedenen y; 
zu F gehéren. Dann ist jede Spezialisierung von (y) in bezug auf 0 gleichzeitig 
Spezialisierung von (y) in bezug auf o* und umgekehrt. 


§3. Eigentliche Spezialisierungen 

Es sei o ein lokaler Bereich und (y) ~ (a) in bezug auf 0. Wenn («) + (8) 
in bezug auf K, dann (y) + (8), in bezug auf 0. («) heiBt eine isolierte Speziali- 
sierung von (y) in bezug auf 9, wenn aus (y) > (y) in bezug auf 0 und (y) > (a) 
in bezug auf K stets dim,;(y) = dim,(a) folgt. Die Spezialisierung heiBt 
algebraisch, wenn K (a) eine algebraische Erweiterung von K ist. Die Speziali- 
sierung heiBt endlich, wenn («) endlich ist. 

Definition 2. Hine Spezialisierung (x) von (y) in bezug auf einen lokalen 
Bereich o heiBt eigentlich, wenn sie endlich, algebraisch und isoliert ist. 


§4. Spezialisierungen in bezug auf einen kompletten lokalen Bereich 


In den Theoremen 3 bis 8 wird o immer als komplett vorausgesetzt. 

Theorem 3. 0 sei ein kompletter lokaler Bereich, (y) habe eine eigentliche 
Spezialisierung (x) in bezug auf 0. Dann ist jedes y, ganz in bezug auf 0. (f) ist 
dann und nur dann eine Spezialisierung von (y), wenn («) und (8) Spezialisierung 
voneinander in bezug auf K sind. 

Theorem 4. 0 sei ein kompletter lokaler Bereich, (y) sei ein System von n 
in bezug auf 0 ganzen Elementen aus einem Erweiterungskérper von F. Dann 
ist jede Spezialisierung von (y) in bezug auf 0 eigentlich. 

Der Beweis des folgenden Satzes ist in dem des Theorems 3 von Nortu- 
cott [3] enthalten. 

Theorem 5. 0 sei ein kompletter lokaler Bereich; das einzige mazximale 
Primideal sei m und der Quotientenkérper von 0 sei F. (y) sei ein System von 
iiber 0 ganzen Elementen eines Erweiterungskérpers von F und (a) sei eine Spe- 
zialisierung von (y) in bezug auf 0. Dann ist 05= 0[y] ein kompletter lokaler 
Bereich und ein endlicher 0-Modul. Wenn wir das maximale Primideal von 
Dy mit My bezeichnen, dann gilt: my \0 = m und 04/mM,= K [a]. 

Beweis. Aus der Ganzheit von (y) in bezug auf o folgt, nach Theorem 4, 
daB jede Spezialisierung von (y) eigentliche Spezialisierung ist. Also ist 
(y) > (a) tiber © eine eigentliche Spezialisierung. p sei der Kern des Homo- 
morphismus o[y]—~ K[a]. Da (a) eine isolierte Spezialisierung von (y) ist, 
ist p ein minimales Primideal von 0,m. Setze nun 0 = oop; m= 0d p, dann 
ist 0 ein lokaler Bereich mit iii als maximalem Primideal. Aus 9p =m 
folgt MAo=m, also 5/M20/m=K. Nun ist aber 0/m isomorph K (a) 
und K(a) algebraisch iiber K, also ist 5/m ein endlicher o/m-Modul. Da p 
ein minimales Primideal von 09m ist, ist } m ein m-Primarideal. Also gibt es 
eine positive ganze Zahl 9, so dab (mje Com. Hieraus, zusammen mit der 
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Tatsache, daB 0/m ein endlicher o/m-Modul ist, folgt, daB 0/0 m ein endlicher 
o/m-Modaul ist. Ferner folgt M 5 me= (0) wegen 0 me ¢ me. Nun kénnen wir 


e=1 

Prop. 4 § 2 von CHEVALLEY [2] anwenden und schlieBen, da8 0 ein endlicher 
0-Modul ist. Das zeigt, daB 0, den Bereich o als Unterring enthalt und selbst 
ein 0-Modul ist. Also ist 09 ein kompletter semi-lokaler Ring (siehe CHEVAL- 
LEY [2] § 2, Prup. 3). Da 0, ein Integritatsbereich ist, ist 0, nach Lemma 1 
ein kompletter lokaler Bereich. m, ist dann das einzige Ideal in 09, dessen 
Durchschnitt mit 0 gerade m ist (siehe den Beweis von Prop. 3, § 2 in Cxe- 
VALLEY [2]). Damit ist der Satz bewiesen. 

Theorem 6. 0 sei ein kompletter lokaler Bereich, m das maximale Prim- 
ideal von 0 und F der Quotientenkdrper von 0. (y) sei ein System von n alge- 
braischen GréBen iiber F und (a) eine eigentliche Spezialisierung von (y) in 
bezug auf 0. (a’) sei eine Konjugierte von (x) iiber K = 0/m. Dann gibt es eine 
Konjugierte (y’) von (y) tiber F, so daB (a’') eine Spezialisierung von (y’) in 
bezug auf 0.= o[y] ist. 

Beweis. Nach Theorem 3 ist jedes y,; ganz tiber o. Jetzt folgt aus Theorem 5, 
daB 0, ein kompletter lokaler Bereich und ein endlicher o-Modul ist. Es gilt 
ferner mM, “\ 0 = m, wobei m, das maximale Primideal von 0, ist. Wir bezeichnen 
mit F, den Quotientenkérper von 0p. 

® sei das Ideal in F[Y,,..., Y,] mit der folgenden Eigenschaft: f(Y) «DB 
dann und nur dann, wenn f(y) = 0. Q sei das von D in F,[Y¥,,..., Y,] er- 
zeugte Ideal. 2% =[q,,...,4,] sei eine unverkiirzbare Darstellung von 2% als 
Durchschnitt von Primaridealen, wobei q, ein p,-Primiarideal ist. 

Fir ein festes i bezeichnen wir mit 7; die Restklasse von Y, modulo p,. 
Dann gilt 

Fo{¥V/pi= Fol’) SF o(n7’) . 


Fir ein Polynom g(Y) aus F[Y] gehort g(¥) zu p,; dann und nur dann, 
wenn /(1') =0. Es sei f(¥) €F[Y] und f(y) =0. Aus f(¥) PCAC cp, 
folgt /(7') = 0, d. h. (%’) ist eine Spezialisierung von (y) in bezug auf F. Es 
ist F(y)=F(n’) tiber F. Insbesondere ist (7’) algebraisch tiber Fy. Wir 
kénnen also (7) ¢ F, so finden, daB F,(n’) = Fy(y4™) tiber Fy. Insbesondere 
F(n') = F(yn) = F(y) tiber F. Die (7) sind also Konjugierte von (y) 
iiber F. Fiir jedes Polyncm g(Y) in Fy[Y] gilt ferner g(Y) ¢€ p, dann und 
nur dann, wenn p(7/\) =0. 

Es geniigt zu zeigen, daB (4) + (a’) iiber 0, fiir mindestens ein i. Gesetzt, 
es ware nicht der Fall, dann kénnten wir fiir jedes i ein Q,(Y) in o,[ Y] finden, 
so daB Q,(7\%)= 0 und Q,(a’) +0, wobei Q,(y) aus Q,(Y) erhalten wird, 
indem wir die Koeffizienten von Q;(Y) durch ihre Restklasse modulo m, 
ersetzen. Wir wahlen eine natiirliche Zahl 9, so daB p? ¢ q, fiir allei = 1,...,8 
und setzen 


G(¥) = IT (QA¥)¥. 


G(¥) ist in o,[¥] und nach der Annahme wire G(n) = 0 und G(a’) + 0. 
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Aus Q,(7%) = 0 folgt aber Q,(¥) € p,, also G(Y)€q, fir i=1,...8, dh. 
G(Y¥) €&. 

Da % eine Basis in F[ Y] besitzt, gilt AU F[Y]=—. Weiter schreiben wir 
alle Koeffizienten von G(Y) als Linearkombinationen 2 a,j, mit a;¢ 0, wo 
{A,} eine Basis von 0, tiber 0 ist. Wir erhalten : 


t 
j= 


wobei L,(Y) « o[ Y] also L,(Y)¢ F[Y]. Da die A, linear unabhangig iiber 0 
sind, so sind sie es auch tiber F. Es folgt (vgl. Lemma 1, Chap. I von Wet) 
L,(Y) €, d. h. L(y) = 0. 

Nun gehen wir von 09 ZU 0»/m, tiber und merken uns dabei, daB m, “0 = m 
und der Homomorphismus 09> 0,/m, eine Erweiterung des Homomorphismus 
o > K ist. Es folgt 


G(Y) = 2 4L;(¥) , 
fs 


mit L,(¥Y)¢ K[Y]. Da (a) eine eigentliche Spezialisierung von (y) in bezug 
auf 9 ist, so ist (a’) es auch. Dann wiirde aus L,(y) = 0 folgen-L,(«’) = 0 
fiir j=1,...,¢. Daher ware G(a’) = 0 entgegen unserer Annahme. 

Theorem 7. 0 sei ein kompletter lokaler ‘Bereich, m das maximale Ideal von 0 
und F der Quotientenkérper von 0. (y) sei ein System von n algebraischen GréBen 
iiber F und (x) sei eine eigentliche Spezialisierung von (y) in bezug auf 0. Dann 
ist [F(y):F] ein Vielfaches von [K(a): K], wobei die eckige Klammer jeweils 
den Kérpergrad bedeutet und K = o/m ist. 

Beweis. (a) 0,= 0[y] ist nach Theorem 5 ein kompletter lokaler Bereich 
und ein endlicher o-Modul. Es sei nun p der Kern des Homomorphismus 
o{y] > K[a]. Dann ist 0 = 0, p ein endlicher 0-Modul (siehe den Beweis des 
Theorem 5) und ein lokaler Bereich. Wir wollen nun zeigen, daB [F(y): F) 
gleich dem Rang von 0 iiber 0 ist. Die Monome in (y) liegen alle in 0, d. h. 
[F(y): F] ist héchstens gleich dem Rang von 0 tiber 0. Andererseits ist ein 
iiber o linear unabhangiges System in 0 auch linear unabhangig iiber F, d. h. 
[F (y):F] ist mindestens gleich dem Rang von 0 iiber o. Also ist [F(y): F] 
gleich dem Rang von 0 iiber o. 

(b) Wir setzen g = m0. Wir wollen zeigen, dab 0/g ein endlicher K-Modul 
und der Rang von 6/q iiber K ein Vielfaches von [K (a): K] ist. Es ist zunachst 
klar, daB G7-\0 =m. Da 0 ein endlicher o-Modul ist, ist v/q ein endlicher 
K-Modul. Nach dem Beweis des Theorems 5 ist q ein Primarideal fiir das 
maximale Ideal M von 0. Es sei 9 die kleinste natiirliche Zahl, so daB Me¢ q ist. 
Wir setzen 9,= 9: m’ fir »=1,..., 0, dann ist m°= 0, G,=q und G,= 0. 
Ferner ist 9g 9,C, ...,Cq,. Es gilt m 4,,, C4, fiir jedes » und q, sind Primar- 
ideale zu m. 0/m= K(a). Der Rang des K-Moduls 0/G = 4,/q, ist dann die 
Summe der Range der K-Modulen 4,,,/4,(0 S » S 9 — 1). Also geniigt es zu 
zeigen, daB der Rang von 4,,,/9, ein Vielfaches von [K(«): K] ist. Fiir ein 
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vorgegebenes » sei r € 0 und s € G,,,. Dann und nur dann ist rs in g,, wenn 
r€m oder s ¢q,. Es folgt, daB die Restklasse von rs modulo G, nur von der 
Restklasse von r modulo m und der Restklasse von s modulo q, abhangt, 
d. h. die Transformation s + rs induziert fiir ein vorgegebenes r ¢ 0 eine lineare 
Transformation des Moduls q,,,/q, in sich, die nur von der Restklasse von r 
modulo mM abhaingt. Da 0/m = K(«), kann q,,,/q, als ein K(a)-Modul an- 
gesehen werden. Also Rang, (9, .1/4,) = Rang g(,)(@,+1/4,) * (K (a) : K}. 

(c) Wir wollen zeigen, daB Rang,(0) = Rang, (6/q) ist. Es sei (@,,... , @,) 
eine Basis von 0 iiber 0; dann ist jedes Element von 0 eine Linearkombination 
von w,; mit Koeffizienten aus 0: 


wo = L4;0,, a,€o. 


Im Restklassenring 6/g gilt dann w*= Lat wi. Dabei sind die Koeffizienten 
a* eindeutig bestimmt modulo m. Daraus folgt die Behauptung (c). 

Aus (a), (b) und (c) folgt, daB [F(y): F] ein Vielfaches von [K («) : K] ist. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Theorem 8. Es seien 0 ein kompletter lokaler Bereich, m das maximale 
Primideal von 0 und F der Quotientenkérper von 0. (y) sei ein System von n 
algebraischen GréBen iiber F und (a) eine eigentliche Spezialisierung von (y) in 
bezug auf o. (y®,..., y™) sei ein vollstindiges System von Konjugierten 
von (y) tiber F. Dann besteht jede Spezialisierung von (y®,..., y™) in bezug 
auf © aus lauter Konjugierten von (a) tiber K. Alle Konjugierten von (a) iiber K 
kommen in jeder solchen Spezialisierung mit derselben Vielfachheit vor. Ferner 
ist diese Vielfachheit ein Vielfaches von [K (a): K),. 

Beweis. Nach Theorem 3 ist (y) ganz tiber 0. Wenn (y’) irgendeine Kon- 
jugierte iber F von (y) ist, dann existiert ein Isomorphismus iiber F, so da8B 
F (y) = F(y’), wobei (y) in (y’) aiberfiihrt wird. Dieser gibt dann einen Isomor- 
phismus iiber 0, so daB o [y] =o [y’], wobei (y) in (y’) iberfiihrt wird. Da (y) ganz 
iiber © ist, ist (y’) es auch. Nach Theorem 4 hat (y’) iiber o nur eigentliche 
Spezialisierungen. Ferner haben (y) und (y’) nach Definition dieselben Spe- 
zialisierungen. Hieraus folgt nach Theorem 3 die erste Behauptung. 

Fir die zweite Behauptung geniigt es zu zeigen, daB sie fiir eine spezielle 
Spezialisierung («,...,a™) von (y@,..., y™) in bezug auf o gilt. Denn 
jede Spezialisierung von (y®),..., y™) in bezug auf o ist nach Theorem 3 
eine Konjugierte von (a), ..., a) iiber K, d.h. eine Transformierte unter 
einen Automorphismus von K iiber K. Diese Transformierte ist aber nur eine 
Permution der, («)) unter sich, falls die zweite Behauptung fiir (a, ..., a) 
gilt. 

Wir betrachten nun eine Spezialisierung (a, ..., «™) von (y@,..., y™) 
in bezug auf o,=ofy®,...,y™], dann ist («,..., a) a@ fortiori eine 
Spezialisierung von (y, .. ., y™) in bezug auf o. Wir wollen zeigen, daB die 
Behauptung fiir diese Spezialisierung gilt. Es sei (®,...,%™) eine Trans- 
formierte von («),...,«) unter einem Automorphismus von R iiber K, 
d.h. eine Konjugierte von'(«®,..., a) iiber K. Wir wollen zeigen, daB 
(a, ..., &™) sich nur um eine Permutation von («®), . . ., a) unterscheidet. 
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Da (&), .. .. &™) eine Konjugierte von (a, .. ., x) ist, gibt es nach Theo- 
rem 6 eine Konjugierte von (y®, . . . , y™) iiber F, so daB diese (@, . . . , 2) 
als Spezialisierung in bezug auf 0, hat. Nun ist aber jede Konjugierte von 
(y,...,y™) tiber F eine Permutation der (y)). Also ist (@®,..., %™) 
eine Permutation einer Spezialisierung von (y“),..., y™) in bezug auf 0p. 
Nun ist jede Spezialisierung in bezug auf 0, von (y®,..., y™) nach Theo- 


rem 3 eine Konjugierte von («@),..., a) iiber 09/myp=— K(a™,..., a), 
also (a@),..., a) selbst, denn (a, ..., a) liegt schon in 0,/m,y. Damit 
ist gezeigt, daB (2, ..., &™) eine Permutation von (a, ..., «™) ist. Das 


bedeutet, daB jede Transformierte von («®),...,«) unter einem Auto- 
morphismus von K iiber K eine Permutation von («), .. ., «()) ist, d. h. daB jede 
Konjugierte von («‘")) in dem System (a), . . ., a) mit der gleichen Vielfach- 
heit wie («®)) vorkommt. Da jedes («)) eine Konjugierte von (a) iiber K ist, 
ist die zweite Behauptung somit bewiesen. 

Wir setzen n=[F (y):F)], n’=([K (a): K], p"=(K (a): K |, und d=[K (a): K],. 
Dann ist n’= p™- d; d ist die Anzahl der verschiedenen Konjugierten von (a) 
iiber K und ein vollstaéndiges System von (y) iiber F besteht aus n Kon- 
jugierten (y™, ..., y\™) von (y) tiber F. Nach der zweiten Behauptung wieder- 
holen sich die d verschiedenen Konjugierten von (a) gleich oft in jeder Spe- 
zialisierung von (y®),..., y™) in bezug auf 0. Diese Anzahl muB also gleich 
n/d = p™- n/n’ sein. Da n ein Vielfaches von n’ ist, ist diese Anzahl ein Viel- 
faches von p™. Damit ist Theorem 8 vollstandig bewiesen. 


$5. Spezialisierungen in bezug auf einen anal ytisch irreduziblen lokalen Bereich 


Theorem 9. © set ein lokaler Bereich, K der Restklassenkérper nach dem 
maximalen Ideal von 0 und F der Quotientenkérper von 0. (y) sei ein System 
von n GréBen iiber F. A sei die Menge aller Polynome @(y) in K[Y), wobei 
~(Y) alle Polynome in o[ Y? durchlauft, fiir welche p(y) = 0 wird. Dann ist A 
ein Ideal in KY]; die endlichen Spezialisierungen von (y) in bezug auf 0 sind 
die Nullstellen von A und umgekehrt. 

Der Beweis ist klar nach der Definition des Begriffs der Spezialisierung. 


Theorem 10. 0 sei ein analytisch irreduzibler lokaler Bereich, m sei das mazi- 
male Ideal und F der Quotientenkérper von 0. (y) sei ein System von n Ele- 
menten aus F. (a) sei eine eigentliche Spezialisierung von (y) in bezug auf o. 
(y™,..., y™) set ein vollstindiges System von Konjugierten von (y) iiber F. 
Dann gibt es eine positive ganze Zahl pu, so dap jede Konjugierte von (a) 
iiber K injeder Spezialisierung (¥,...,y™) von (y™,...,y™) in bezug auf 0 genau 
p-mal unter den (¥”) vorkommt. Ferner ist u ein Vielfaches von (K (a): K),. 

Beweis. Es sei 0* die Komplettierung von 0, 2 der Quotientenkérper 
von o* und Q die algebraisch abgeschlossene Hiille von 2. Dann ist Q 2F 
und Q enthilt eine algebraisch abgeschlossene Hiille von F, die wir mit F 
identifizieren werden. Es sei nun (g®,...,9™) eine Spezialisierung von 
(y®,..., y™) in bezug auf 0; dann ist (g®),..., g) nach Theorem 1 eine 
Math. Ann. 135 12 
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Spezialisierung tiber o* eines Bildes von (y®,..., y) unter irgendeinem 
Isomorphismus tiber F von F(y,..., y™) in Q. Da ein solches Bild eine 
Konjugierte von (y@,...,y™) tiber F ist, unterscheidet es sich von 
(y™, ..., y™) nur in der Reihenfolge. Also brauchen wir nur die Behauptung 
fiir Spezialisierung tiber 0* von (y™,..., y) zu zeigen. Ferner besteht 
(y™,..., y™) aus vollstandigen Systemen von Konjugierten tiber Q in Q 
von gewissen (y)) und jedes solche System wiederholt sich mit gewisser 
Vielfachheit. Also geniigt es, die Behauptung fiir Spezialisierungen in bezug 
auf o* von vollstandigen Systemen von Konjugierten eines jeden (y)) tiber 
Qin Q zu zeigen. Fiir jedes v ist eine Spezialisierung von (y)) in bezug auf o* 
a fortiori eine Spezialisierung von (y”)) in bezug auf 0 und nach der Defi- 
nition auch eine Spezialisierung von (y) in béezug auf o. Wenn also (a) eine 
Spezialisierung von (y)) in bezug auf o* ist, muB die Spezialisierung eigent- 
lich sein. In diesem Fall kommen nach Theorem 8 alle Konjugierten von (c) 
iiber K in jeder Spezialisierung eines vollstaéndigen Systems von Konjugierten 
von (y(”)) iiber Q in bezug auf o* mit derselben Vielfachheit vor. In anderem 
Fall, wenn (a) keine Spezialisierung von (y”)) in bezug auf o* ist, zeigt Theo- 
rem 9, daB keine Konjugierte von (x) iiber K Spezialisierung von irgendeiner 
Konjugierten von (y®)) iiber 2 in bezug auf o* ist. Dann kénnen (a) und 
seine Konjugierten tiber K niemals in einer Spezialisierung in bezug auf o* 
eines vollstaéndigen Systems von (y)) iiber 2 in Q vorkommen. Die letzte 
Behauptung folgt dann aus der letzten Behauptung des Theorems 8. Damit 
ist das Theorem vollstandig bewiesen. 


§6. Die Multiplizitdt einer Spezialisierung 


Es seien 0 ein lokaler Ring, F der Quotientenkérper von o, K der Rest- 
klassenkérper von 0 nach dem maximalen Ideal m, (y) ein System von n 
algebraischen GréBen iiber F und (y®,..., y™) ein vollstandiges System 
von Konjugierten von (y) tiber F. Wenn das System (x) genau y-mal unter 
der (a‘*)) in einer Spezialisierung (a), ..., a) von (y®,..., y™) in bezug 
auf vorkommt, so sagen wir, daB yu die Multiplizitat von (x) in der betreffenden 
Spezialisierung ist. 

Definition 3. Wenn ein System (a) immer mit derselben Multiplizitdt pu in 
jeder Spezialisierung von (y®,..., y™) in bezug auf 0 vorkommt, dann heift 
p die Multiplizitat von (a) als einer Spezialisierung von (y) in bezug auf 0. 


‘Nun kénnen wir Theorem 10 neu. formulieren. 


Theorem 11. 0 sei ein analytisch irreduzibler lokaler Ring, F sei der Quotienten- 
kérper von 0, K sei der Restklassenkérper von 0 nach seinem maximalen Ideal m, 
(y) set ein System von n algebraischen Gréfen iiber F und (x) eine eigentliche 
Spezialisierung von (y) in bezug auf 0. Dann hat die Spezialisierung (x) von (y) 
in bezug auf 0 eine wohlbestimmte M ulti plizitat, welche ein Vielfaches von |K (a) : K], 
ist. 
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II. Die Schnittmultiplizitat 


In diesem Abschnitt werden wir einige Definitionen der Schnittpunkts- 
multiplizitat vergleichen. Zuerst vergleichen wir die van der Waerdensche 
Definition mit der Weiischen und beweisen ihre Aquivalenz unter der starkeren 
Voraussetzung, welche die Aufstellung der erst genannten Definition bendtigt. 
Im Falle, wo eine der Mannigfaltigkeiten eine algebraische Kurve ist, geben 
wir noch vier Definitionen an, die von VAN DER WAERDEN stammen und be- 
weisen ihre Aquivalenz mit der allgemeinen van der Waerdenschen Definition. 

Wir geben hier der Reihe nach die verschiedenen Definitionen wieder; 
‘fir die Einzelheiten und deren Begriindung verweisen wir auf die Original- 
abhandlungen: VAN DER WAERDEN [7, 9] und Wet [12]. 

Der Einfachheit halber geben wir die Definitionen nur im Falle der kom- 
plementaren Dimensionen. Der allgemeine Fall wird leicht auf den einfachen 
zurickgefiihrt, indem man eine geeignete Anzahl von allgemeinen Hyper- 
ebenen mit der Schnittmannigfaltigkeit zum Schnitt bringt. 


§ 7. Die Definitionen von vaN DER WAERDEN 


Die Schnittpunktsmultiplizitat beruht auf der Spezialisierungsmultiplizitat, 
welche durch ein Normalproblem gesichert ist (siche van DER WAERDEN [6], 
Kap. VI). 

(A) Durchschnitt einer Mannigfaltigkeit mit einer linearen Mannigfaltigeit. 

Eine irreduzible Mannigfaltigkeit V’ von der Dimension r im projektiven 
Raum P*" werde mit einer linearen Mannigfaltigkeit L*-" von der Dimension 
n—r geschnitten. Eine allgemeine lineare Mannigfaltigkeit [”-" schneidet 
die Mannigfaltigkeit V* in endlich vielen Punkten. Wenn nun die spezielle 
Mannigfaltigkeit L"-" die Mannigfaltigkeit V’ ebenfalls nur in endlich vielen 
Punkten schneidet, erhalt jeder von ihnen eine eindeutig bestimmte positive 
Multiplizitat, welche als Schnittpunktsmultiplizitat definiert wird. Die Schnitt- 
multiplizitét des Schnittpunktes P ist also die Anzahl der Schnittpunkte 
von V* mit [*~, die nach der Spezialisierung in P fallen. 

(B) Durchschnitt zweier Mannigfaltigkeiten im projektiven Raum. 

V sei eine irreduzible Mannigfaltigkeit im projektiven Raum P", ihre 
Gleichungen mégen lauten: 


P,(X,,...,X,)=90. 
T sei eine allgemeine projektive Transformation, die (x) in (x7) tiberfiihrt; 
n 
af = D Tine j7=0,1,...,”. 
k=0 


Unter V7 verstehen wir nun die Mannigfaltigkeit mit den Gleichungen 
F(X?) = F(2'1;,X,) =0. 


Das heiBt also: (x) gehért zu V7 dann und nur dann, wenn (27) zu V gehért 
und umgekehrt. 


12* 
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A’ sei eine r-dimensionale irreduzible Mannigfaltigkeit vom Grade g und 
Br-t eine (n —r)-dimensionale irreduzible Mannigfaltigkeit vom Grade h. 
Dann gilt der folgende Satz: 

AT und B"-' haben genau gh Schnittpunkte ; wenn bei einer Spezialisierung 
der allgemeinen projektiven Transformation 7 die Anzahl der Schnittpunkte 
endlich bleibt, dann sind die bei der Spezialisierung entstandenen Vielfach- 
heiten dieser Schnittpunkte stets positiv. Wenn also A’ und B*-* selbst nur 
endlich viele Schnittpunkte haben, so erscheinen diese, wenn 7' zur Identitat I 
spezialisiert wird, mit positiven Vielfachheiten behaftet. Diese Vielfachheiten 
werden als Schnittpunktsmultiplizitéten definiert. 

(C) Durchschnitt zweier Untermannigfaltigkeiten auf einer singularitaten- 
freien Mannigfaltigkeit. Diese Methode stammt von F. Szvert [4]. 


Es seien A’ und B*-* zwei irreduzible Untermannigfaltigkeiten der Di- 
mensionen r bzw. n — r auf einer n-dimensionalen irreduziblen singularitaten- 
freien Mannigfaltigkeit U" im projektiven Raum P¥. A und B mégen nur 
endlich viele Punkte gemeinsam haben. Verbindet man jeden Punkt von A 
durch eine Gerade mit jedem Punkt einer allgemeinen (also U" nicht treffenden) 
(N — n — 1)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit, so erhalt man einen 
projizierenden Kegel K**"-". Jeder Schnittpunkt P von A mit B ist gleich- 
falls ein isolierter Schnittpunkt von K mit B. Die Multiplizitat von P als 
Schnittpunkt von K mit B im projektiven Raum P* ist dann als Schnitt- 
punktsmultiplizitat von A mit B auf U definiert. 


§ 8. Die Weilschen Definitionen 


(A) Durchschnitt einer Mannigfaltigkeit mit einer linearen Mannigfaltigkeit. 

Der Schnitt einer r-dimensionalen irreduziblen Mannigfaltigkeit V’ mit 
einer allgemeinen (n—r)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit [*-" im 
affinen Raum A* besteht aus endlich vielen Punkten. Wenn nun [*-" zu 
einer speziellen L*~* spezialisiert wird, so wird diese Punktgruppe zu einem 
System von Punkten des Schnittes von L mit V spezialisiert. LaBt man 
nun alle Pseudopunkte (Punkte mit mindestens einer Koordinate gleich co) 
weg, so erhalt man ein vollstindiges Schnittsystem von V mit L. 

Es sei P ein eigentlicher Schnittpunkt (d. h. ein isolierter und endlicher 
Schnittpunkt) einer r-dimensionalen irreduziblen Mannigfaltigkeit V* mit einer 
linearen Mannigfaltigkeit L*-*. Dann gibt es eine positive ganze Zahl , so 
daB in jedem vollstandigen Schnittsystem von V mit ZL der Punkt P genau 
mal vorkommt. Diese Zahl uv wird als Schnittpunktsmultiplizitét von P de- 
finiert und mit j7(V - L, P) bezeichnet. 

(B) Durchschnitt zweier Untermannigfaltigkeiten auf einer Mannig- 
faltigkeit. 


Es. sei V’ eine irreduzible Mannigfaltigkeit in A" und das zugehdrige 
Primideal. Die Polynome F,,(X) mégen eine Basis fiir DB bilden. P =(z) sei 
ein Punkt auf V*". Unter einem uniformisierenden System von linearen Formen 
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n 
fiir V auf P verstehen wir ein System von r linearen Formen H,(X) = ¥ e,,X, 
j=1 
(i= 1,...,7), so daB unter den Formen ; 


A,F(X) = 5 oF (2) -X,, H,(X) 


n linear unabhangige existieren. Wenn P ein einfacher Punkt auf V ist, so 
existiert ein solches System und umgekehrt. 

Ein Schnittpunkt P des Schnittes von A’ mit B"- auf U" in A* heiBbt 
eigentlich, wenn P ein isolierter und endlicher Punkt des Schnittes und zugleich 
ein einfacher Punkt auf U* ist. Nun sei P ein solcher Punkt. H,(X) (é=1,...,n) 
bilden ein uniformisierendes System von linearen Formen fiir U" auf P. A®* sei 
die lineare Mannigfaltigkeit in A‘ x A¥, definiert durch die Gleichungen 
H,(X — X') =0. Dann ist P x P ein eigentlicher Schnittpunkt des Schnittes 
von A x B mit A und die Schnittpunktsmultiplizitat j[(A x B)-A, (P x P)] ist 
von der Wahl der Formen H,(X) unabhangig. Diese Multiplizitat wird als die 
Schnittpunktsmultiplizitat von P als Schnittpunkt von A mit B auf U definiert 
und mit i(A - B, P; U) bezeichnet. 

Wenn die Dimensionen von A und B nicht komplementar sind, C eine 
eigentliche Komponente von A/‘\B8 ist, dann haben wir i(A~- B,C; U) 
= j[(A x B)- A, Mc], wobei Ac die Untermannigfaltigkeit der Diagonale A, 
ist, welche die Projektion C auf beiden Faktoren von A* x A* hat. 


§ 9. Die Aquivalenz 


(A) Unter der Voraussetzung, daB der Schnitt V’-\ L*-" nur aus endlich 
vielen Punkten besteht, ist Aquivalenz von § 1, (A) und § 2, (A) offensichtlich. 
Denn einerseits ist die Spezialisierung der Punktgruppe bis auf Reihenfolge 
eindeutig bestimmt und andererseits sind alle vollstandigen Systeme des 
Schnittes von V mit L bis auf Permutation identisch (siehe Wem [12], Cor. 
Th. 2, Chap. V). 

(B) Wir setzen wieder voraus, daB A’ ~ B*-* nur aus endlich vielen Punkten 
besteht. Nun ist U" der ganze Raum A”, also jeder Punkt einfach. Wir 
kénnen dann das uniformisierende System von linearen Formen fir A* auf 
dem Schnittpunkt P gleich H;(X) = X, wahlen. A ist in diesem Fall gleich Ao, 
der Diagonale. Wir haben 


(1) i(A-B, P; A"*)=j[((AxB)-4,, PxP]. 

Im projektiven Raum P" sei A’ durch die Gleichungen F(X», X,, . . ., X,) = 0 
und B"-* durch G,(Xo, X;,...,X,) = 0 gegeben. Die allgemeine projektive 
Transformation 7' sei gegeben durch 


n 
Aay= Dt 5n° Ye j=0,1,...,m. 
B=0 . 


Der Schnitt A? > B ist dann durch die Gleichungen 
(2) G,(Yo-.-»¥,)=0, F,(Xq...,X,)=0 
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und 
(3) AX,;= Jt, Y, g=0,1,...,2 


gegeben. Denn wenn (y) diesen Gleichungen geniigt, dann gehért (y) zu B 
und Aa;= 2 T° y, zu A. Da (x) zu A gehért, gehdért (y) auch zu A?. Also 
ist (y) auf A? 4 B. 

Um die beiden Definitionen miteinander zu vergleichen, miissen wir unsere 
Betrachtungen auf den affinen Raum zuriickfiihren. Wir kénnen entweder 
zuerst die Koordinaten inhomogen machen, dann die projektive Transfor- 
mation zu einer affinen spezialisieren oder umgekehrt. Angenommen, die 
Koordinaten seien inhomogen gemacht worden, etwa x)= 1 und y,=1, dann 
folgt aus (2) und (3) 


(4) 9:(¥y,:-->V¥a)=9, f,(X,.--,X,) = 0, 
+ Zt’ Y¥,+ To ° 
(5) X;= Zire Yat too ie? ee. 


Die Gleichungen (4) definieren in A" x A" die Mannigfaltigkeit A x B. Der 
Schnitt von A x B mit der Mannigfaltigkeit, welche durch die Gleichungen (5) 
definiert wird, entspricht dem Schnitt A? - B. 

Wenn wir das System (To, To, - - - s Tons Tio» --- > Tan) Zu dem System 
(1, 0,0, ...,0,ty9, - . ., Ta) Spezialisieren, dann erhalten wir aus der allgemeinen 
projektiven Transformation eine allgemeine affine Transformation 
(6) X,= Lp Yat THe G=1i,...,8). 
Wir wollen nun zeigen, daB die durch diese Spezialisierung entstandenen 
Multiplizitaten alle Eins sind. Dazu wenden wir das Kriterium der Multi- 
plizitat an, welches besagt: wenn die spezialisierten Hyperflichen an der 
Stelle der spezialisierten Lésung keine Tangente gemeinsam haben, so hat 
diese Lésung die Multiplizitat Eins. Zunachst definieren die Gleichungen (6) 
eine allgemeine n-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit A, welche A x B nur 
in endlich vielen Punkten schneidet; also ist die Multiplizitat definiert. Da 
die Gleichungen (6) eine allgemeine n-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit 7 
definieren, hat diese mit A x B an jeden ihrer Schnittpunkte keine gemeinsame 
Tangente. Also entspricht die Punktgruppe A? -\.B eineindeutig der speziali- 
sierten Punktgruppe (A x B)q A. 

Die Identitat ist durch die Gleichungen X,;— Y,;(i=1,...,) gegeben. 
Diese Gleichungen definieren in A" x A" die Diagonale A,. Also ist die De- 
finition § 1 (B) mit (1) aquivalent. ; 

(C) Nachdem der Fall (B) erledigt ist, werden wir dieses Resultat ge- 
brauchen, um auch im Fall (C) die Aquivalenz der beiden Definitionen zu 
zeigen. Wir setzen voraus, daB A’ und B*-* nur endlich viele Punkte gemein- 
sam haben und U" singularitatenfrei ist. Es sei P ein Schnittpunkt von A 
mit B. H,(X) = 2*_,u,;X,; (i=1, ..., m) seien n allgemeine lineare Formen; 
dann bilden H,(X) ein uniformisierendes System von linearen Formen fiir U" 
auf P. A?*-* sei die lineare Mannigfaltigkeit in AY x A*, welche durch die 
Gleichungen H,(X —X’)=0 (¢=1,...,m”) definiert wird. Die Schnitt- 
multiplizitat von P ist nach Wem i(A- B, P, U) =j[(A x B)- A, P x Pj. 
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Andererseits ist die nach VAN DER WAERDEN definierte Schnittmultiplizitat, wie 
unter (B) bewiesen wurde, gleich j[(K%-"*" x B"-')- A), P x P], wobei 
K*-"** ein projizierender Kegel ist. 

Wir wollen die Gleichung 


(7) ((A x B)- A, P x P] =) [(K x B)- Ay, P x P) 


beweisen. Zundchst werden wir A®*-" gleichfalls als projizierenden Kegel 
darstellen. Wir bringen A zum Schnitt mit einer allgemeinen (N — 1)-dimen- 
sionalen linearen Mannigfaltigkeit. Als Schnitt erhalten wir, wie man leicht 
ausrechnen kann, eine allgemeine (N — n —1)-dimensionale lineare Mannig- 
faltigkeit S*-*-1, Nun liegen S und A, auf A, also auch der Verbindungs- 
raum; dieser hat die Dimension 2 N — n, ist also gleich A. Nun verbinden 
wir in gleicher Weise S mit A x B und erhalten einen Kegel K¥. Mit der 
gleichen Uberlegung wie in vaN DER WAERDEN [7] iiberzeugt man sich leicht, 
daB P x P gleichfalls ein isolierter Punkt des Schnittes von K mit A, ist. 
Nun spalten wir die Gleichung (7) in 


(8) j(R*- A, P x P) =j[(A" x Be-")-A2¥-", P x P] 
und 
(9) j(R%- AX, P x P) =j((K*¥*+"-" x B)- AX, Px P). 


Eine allgemeine (2. N —n)-dimensionale lineare Mannigtfaltigkeit S?’-" er- 
halt man, wenn man S*-"-! mit einer allgemeinen N-dimensionalen linearen 
Mannigfaltigkeit S* in der gleichen Weise wie oben verbindet. 

Wenn wir §* zu A® spezialisieren, dann geht S**-" in A®**-" iiber. Auf 
der linken Seite von (8) wird S* zu A} spezialisiert und es handelt sich darum, 
wie viele Schnittpunkte P\) von S* mit K* in P x P iibergehen. Rechts 
wird auch S* zu A} spezialisiert und es fragt sich, wie viele Schnittpunkte Q 
des Verbindungsraumes S24 -" mit A x Bin P x P iibergehen. 

Nun ist jedes P( eine rationale Funktion von Q. Verbindet man nim- 
lich Q@ mit S*-"-1 und schneidet mit 8, so erhalt man P“. Wenn man also 
die Q spezialisiert, so werden die P\ als rationale Funktionen automatisch 
mitspezialisiert. Wenn ein Q® in P x P iibergeht, so geht das zugehérige P\ 
auch in P x P iiber, und umgekehrt, den der Verbindungsraum von 8*-"-1 
mit P x P ist ein allgemeiner linearer Raum S*~" durch P x P und hat mit 
A x B nur den einen Punkt P x P gemeinsam. Also gehen gleich viele Q 
wie P\) in P_x P iiber. Damit ist die Gleichung (8) bewiesen 

Die Spezialisierung SY Aj’ kann in zwei Schritten ausgefiihrt. werden, 
namlich 8S‘ S¥ und S¥— AZ, wobei S* eine allgemeinste durch einen all- 
gemeinen Punkt von A x B gehende N-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit 
ist. Bei dem ersten Schritt werden die Punktgruppe von K \S* und die 
Punktgruppe von (K x B) 8% in die Punktgruppe von K ~ S* bzw. in die 
Punktgruppe von (K x B) 7 S* .spezialisiert, welche aus lauter allgemeinen 
Punkten von A x B bestehen. Also geniigt es zu zeigen, daB die durch die 
erste Spezialisierung entstandenen Multiplizitéten alle Eins sind. Ein all- 
gemeiner Punkt von A x B ist das kartesische Produkt eines allgemeinen 
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Punktes von A mit einem unabhangigen allgemeinen Punkt von B. Der all- 
gemeine Punkt von A ist einfach auf A, also auch einfach auf dem proji- 
zierenden Kegel K. Der allgemeine Punkt von B ist einfach auf B. Also ist 
das Produkt einfach auf K x B. Ferner sind wegen der allgemeinen Lage 
von S* die Voraussetzungen des Kriteriums fiir Multiplizitat Eins erfiillt. 
Das gleiche gilt natiirlich auch fiir die linke Seite. Somit ist die Gleichung (9) 
bewiesen. Aus (8) und (9) folgt (7). Die Aquivalenz ist hergestellt. 

Bemerkung. Setzt man nur voraus, da8 P ein isolierter Schnittpunkt von A 
und B ist, so kann man die Schnittpunktsmultiplizitat immer noch nach den 
Methoden von vAN DER WAERDEN und Sever! definieren. Man mu8 dann nur 
die allgemeine Weilsche Definition der Spezialisierungsmultiplizitat benutzen, 
die fiir isolierte Lésungen eines Normalproblems immer einen Sinn hat. Die 
Aquivalenz der so verallgemeinerten Definition der Schnittmultiplizitat mit 
der von Wet. kann wie oben bewiesen werden. 


$10. Schnitt von Hyperflichen mit algebraischen Kurven 


Im Falle, wo eine der Mannigfaltigkeiten eine irreduzible Hyperfliche H 
ist, gibt es eine einfachere Definition der Schnittpunktsmultiplizitat wie in 
§7(B). Es sei H* eine allgemeine Hyperfliche von gleichem Grad wie H. 
Dann besteht der Schnitt von H* mit einer irreduziblen algebraischen Kurve I" 
genau aus gh Punkten, wobei h der Grad von H und g der Grad von I’ ist. 
Wenn wir nun H* zu H spezialisieren, dann gehen die Schnittpunkte von H* 
mit I” in diejenigen von H mit J’ iber, und zwar so, da8 jeder Schnittpunkt 
von H mit I’ mit einer positiven Vielfachheit behaftet ist. Diese Vielfachheit 
wird nun als Schnittpunktsmultiplizitat definiert (vgl. etwa van DER WaER- 
DEN [6], § 41). 

Die Aquivalenz dieser Definition mit der allgemeinen Definition von 
§ 7 (B) ist leicht zu zeigen. Wir fiihren naimlich die Spezialisierung H*— H 
in zwei Schritten aus: H*-- HT und H?-+ H, wobei T eine allgemeine pro- 
jektive Transformation bedeutet. Da sowohl der Schnitt von H* mit I als 
auch der Schnitt von H? mit I’ (auf Grund des Satzes in § 7 (B)) genau aus gh 
Punkten bestehen, sind alle durch die Spezialisierung H*-- H? entstandenen 
Multiplizitaten gleich Eins. Die zweite Spezialisierung zeigt dann die Aqui- 
valenz der beiden Definitionen. Wir werden uns im folgenden dieser be- 
quemeren Definition bedienen. 


§ il. Stellen einer algebraischen Kurve 
(vgl. § 45, Kap. VII von van DER WaAERDEN [6]) 


Jede algebraische Kurve J" kann durch eine birationale Transformation 
in eine algebraische Kurve J” ohne mehrfachen Punkt verwandelt werden. 
(Die bisherigen Beweise gelten fiir vollkommene Konstantenkérper. Man kann 
sie aber auch auf den Fall iibertragen, wo nur vorausgesetzt wird, daB k(x) 
iiber k separabel erzeugbar ‘ist, wobei (x) ein allgemeiner Punkt von J ist.) 
Eine solche J” ohne mehrfache Punkte, auf die J’ birational abgebildet ist, 
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nennt man ein singularititenfreies Modell der Kurve I. Zwei solche J”, I’ 
sind aufeinander birational und ausnahmslos eineindeutig abgebildet. 

Unter einer Stelle der Kurve J" versteht man einen Punkt P auf I" zu- 
sammen mit einem Bildpunkt P’ auf einem festen singularitaitenfreien Mo- 
dell J”. Der Begriff der Stelle ist birationa! invariant. Bei einem einfachen 
Punkt von I" geniigt die Angabe des Punktes P selbst zur Bestimmung der 
Stelle; denn ein einfacher Punkt von J" hat nur einen Bildpunkt P’ auf J”. 
Einem k-fachen Punkt von J° kénnen mehrere, und zwar héchstens k Stellen 
entsprechen. 

Es sei J’ eine algebraische Kurve in dem n-dimensionalen projektiven 
Raum P" und H eine Hyperflache, die die Kurve schneidet. Dem Punkt P 
kénnen mehrere Stellen entsprechen; wir greifen eine davon, definiert durch 
einen Bildpunkt P’ auf einem singularitaétenfreien Modul J”, heraus. Wir 
betten H in die lineare Schar aller Hyperflachen gleichen Grades ein, deren 
allgemeines Element H* sei. Diese lineare Schar schneidet auf J eine lineare 
Schar |C,| aus, deren Bild auf J” wieder eine lineare Schar |C j| ist. Bei der 
Spezialisierung H*- H riickt eine gewisse Anzahl von Punkten von C, in 
den Punkt P hinein; diese Anzahl ist (nach Definition) die Schnittmulti- 
plizitat von H und J’ im Punkt P. Es riickt aber auch eine gewisse Anzahl 
von Punkten von Cj in P’ hinein; die Anzahl soll die Schnittmultiplizitat von 
H mit I’ an der Stelle (P, P’) heiBen. Offenbar ist die gesamte Schnittmulti- 
plizitat von H und J’im Punkt P gleich der Summe der Schnittmultiplizitaten 
von H und J’ an den verschiedenen zu P gehérigen Stellen von J’. 


§ 12. Die Rethenentwicklungen 

Fiir das folgende nehmen wir an, daB die Kurve I absolut irreduzibel ist, 
Wir nehmen eine feste Stelle S =(P, P’) und betrachten nun die Bildkurve J” 
und ihren Funktionenkérper. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen 
wir annehmen, daB die Koordinaten von P’ dem Grundkérper k angehéren. 

Eine Abbildung w eines Kérpers in den K6érper der reellen Zahlen heiBt 
eine Bewertung des betreffenden Kérpers, wenn die folgenden vier Bedingungen 
erfiillt sind, 

(1) w(a) ist fiir jedes a + 0 eine reelle Zahl, 

(2) w(0) ist das Symbol oo, 

(3) w(ab) = w(a) + w(d), 

(4) w(a + b) = Min {w(a), w(b)} . 

Wir zeigen nun, da zu jeder Stelle S der Kurve I eine Ronastang des 
Funktionenk6érpers.k (x) gehort. 

Zunachst definieren wir die Abbildung w fiir den Integritatsbereich der 
Kurve J” durch die Festsetzung: 

w(f’) = wf, 8), 

wobei y(f’, S) die Schnittmultiplizitat der durch f’=0 definierten Hyper- 
fliche H’ mit der algebraischen Kurve J” im Punkt P’ ist. Dieses y ist auch 
die Schnittmultiplizitat von H mit I’ an der Stelle S, wenn H die Urbild- 
hyperfliche von H’ bedeutet. Ferner hangt dieses ~ nach Satz 1, § 42, Kap. VI 
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in VAN DER WAERDEN [6] nur von der Restklasse von f’ modulo J’ ab, wo 3’ 
das zugehérige Ideal von J” ist. Die Eigenschaft (2) kann nun als eine Kon- 
vention aufgefaBt werden, da das Nullelement den ganzen Raum definiert. 
Rigenschaft (3) folgt unmittelbar aus der Definition der Schnittmultiplizitat. 
Die Eigenschaft (4) folgt daraus, daB jede Hyperfliche der linearen Schar 
A, fi + Agfs = 0, insbesondere die Hyperflache /, + f= 0, die Kurve J” in P” 
mit mindestens derselben Multiplizitat schneidet wie die kleinste der beiden 
Schnittmultiplizitaten der Basishyperflachen fj =0 und f;=0 (vgl. etwa 
Satz 4, § 44, Kap. VI in van DER WaERDEN [6]). Die Abbildung w laBt sich 
bekanntlich durch die Festsetzung : 
w(f'/9') = wif’) — w(g’) 

auf den Funktionenkérper von J” erweitern. So erhalten wir eine Bewertung w 
fiir den Funktionenkérper der Kurve J”. Ferner ist nach der Definition w(a) 
= 0 fiir jedes Element a + 0 aus dem Grundkérper k. Der Bewertungsring 0’, 
bestehend aus den Elementen 7’ von nicht negativem Wert, ist gleich dem 
lokaien Ring der Kurve J” fair den Punkt P’. Das Bewertungsideal p’, be- 
stehend aus Elementen 7’ von positivem Wert, ist gleich dem maximalen 
Primideal des genannten lokalen Rings. Da die Bewertung w iiberhaupt nur 
ganzzahlige Werte annimmt, ist sie diskret. Der kleinste positive Wert ist 
Eins. Weil namlich die Kurve /” singularitatenfrei ist, ist P’ ein einfacher 
Punkt auf J”. Also gibt es eine Hyperebene F’, definiert durch die Gleichung 
‘= 0, die J” im Punkt P’ nur einfach schneidet: u(/’, S) = w(f’) = 1. 

Alle Elemente des Funktionenkérpers mit Wert Eins heiBen Ortsuni- 
formisierende. 

Nun sei eine Ortsuniformisierende 2x’ ein fiir\alle Male festgelegt. Alle 
Elemente 7’ von p’ sind Vielfache von x’. Denn aus w(x’) = 1 folgt w('2’-") 
= w(n') — w(x’) >1—1=0. Also gehort y'x’ zu o’, d.h. 7’ ist ein Viel- 
faches von 7’. 

Jedes Element 7’ von 0’ ist modulo p’ kongruent einer Konstanten a, des 
Grundkérpers. Denn 0’/p’= k(P’) = k. 

Die Differenz »'— a, ist ein Element von p’, also ein Vielfaches von z : 


0! = Ag+ i 7. 
Mit 7; kann man denselben SchluB wiederholen. Nach n Schritten erhalt man 
1! = Got a, 2’ + agn'*?+ +--+ yn’. 
Die unendliche Reihe 
@y+ a,2'+ agn'*+--- 
konvergiert im Sinne der Bewertung zum Grenzwert 7’; denn der Rest 
1 — (Qgt+ a,7'+ ++ ~ + a,-,0'*-?) = 


hat fiir n -> co den Limes Null wegen w(n},2'") = n. Folglich laBt jedes Element 
n' von 0’ sich in eine Potenzreihe nach x’ entwickeln: 


n = Ag+ a7’ + agn'?+---. 
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Ist 7’ nicht ganz, so kann man 7’ durch Multiplikation mit einer Potenz 2’* 
ganz machen. Entwickelt man dann 7'z’* in eine Potenzreihe und dividiert 
wieder durch z’*, so erhalt man fiir 7’ eine unendliche Reihe 


7 = a_,7’~*+ tee Ay+ a,7'+ a,x’? + eee 


mit a_,+ 0. Aus dieser Reihenentwicklung sieht man, daB w(7') = — h ist, 
weil das Anfangsglied den kleinsten Wert —h hat. Wir haben also 


w(f'/g’) = Anfangsexponent von z’ in der Reihenentwicklung. 


Mit Hilfe dieser Reihenentwicklung kénnen wir auch den Begriff der Schnitt- 
multiplizitat an einer Stelle neu definieren. H sei eine Hyperflache, definiert 
durch eine Form f, H’ das Bild von H, definiert durch f’. Entwickeln wir die 
Funktionen 1, X}/Xo, X3/X6, ..., X;,/Xo in Potenzreihen P,= 1, P,, P»,...,P, 
nach x’ und setzen sie in f’ ein, so bekommen wir eine Potenzreihe nach 2’ 
fir f’. Der kleinste in dieser Reihe vorkommende Exponent von z’ ist gleich 
w(f') = u(f’, 8). Wir haben: Die Schnitimultiplizitét von H mit I" an der 
Stelle S =(P, P’) ist gleich dem kleinsten Hxponenten von zx’ in der Reihen- 
entwicklung von f' (1, P,,.. ., P,,). 


§ 13.: Die charakteristische Funktion 7 


Dieser Paragraph ist eine Wiedergabe eines Resultats von vAN DER WAER- 
DEN [8]; siehe auch die Berichtigung zu [8] in Math. Ann. 100 (1928). 

Es sei ein H-Ideal a der reduzierten Dimension d in Polynomring k[X,,..., 
X,,] gegeben. Mit 7(0; a) bezeichnen wif die Anzahl der modulo dem Ideal a 
linear unabhangigen Formen vom Grade 9. Fiir geniigend hohes 9 hat die 
Funktion x(0; a) folgende Gestalt: 


x(0; a) = a5(2)+a,(,°,) +--+ +04 (a) 2 9), 


wobei alle a; ganze Zahlen sind (vgl. Satz 17 der genannten Arbeit). Dieses 
Polynom nennen wir die charakteristische Funktion des Ideal a. Die charakte- 
ristische Funktion besitzt ferner die Eigenschaft, daB sie bei Erweiterung 
des Grundkérpers k sich nicht andert. Den nicht negativen Koeffizienten a, 


von (2) nennen wir den Grad des Ideals a. Fiir ein Primiarideal q der Dimension 


0 ist y = a, gleich der Lange I von g. Wenn Y ein Punkt ist, dann bezeichnen 
wir mit ay die Y-Komponente von a. 

Es seien J’ und H irreduzible Mannigfaltigkeiten der Dimension 1 und 
n — 1, die sich in endlich vielen Punkten schneiden. Es seien p und (f/) die 
zugehérigen Primideale, Y ein Schnittpunkt von J’ und H, yw seine Multi- 
plizitat und y die charakteristische Funktion des Ideals (p,f)y. Dann ist 
7% = mw (vgl. Satz 35 und die unter (1) zitierte Berichtigung). 

Nach Levune [13] bleibt diese Gleichheit 1 =u noch giiltig fiir (d — 1)- 
dimensionale Bestandteile des Schnitts einer d-dimensionalen irreduziblen 
Mannigfaltigkeit mit einer irreduziblen Hyperfliche, wobei | die Lange des 
zugehérigen Primarideals des betreffenden irreduziblen Bestandteiles ist. 
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Zur Frage der isolierten schlichten Funktionen 
Von 
Hans Hornicu in Wien 


Fiir die Verteilung der schlichten Funktionen innerhalb des Raumes aller 
im Einheitskreis regularen Funktionen ist von besonderem Interesse die Frage, 
ob es isolierte schlichte Funktionen gibt'). Hier soll in dieser Richtung gezeigt 
werden: 

Es gibt eine fiir \z| << 1 regulire und schlichte Funktion {(z), so daB fiir ein 
n> alle Funktionen f{(z)+cz mit 0< |c|< 1 nichtschlicht sind, ausge- 
nommen héchstens fiir positive reelle Werte von c. 

Wir bilden den Einheitskreis |z| < 1 durch 





z+ 
° iz+1 
ab auf die Halbebene 3 z,> 0, diese durch 
we (248. 
~ | yi-F 
6 
auf den Halbstreifen —-2<Ru< 2a, Ju>O0 und diesen schlieBlich durch 
w= ef 


auf den lings der negativen reellen Achse aufgeschnittenen Kreis K: |w| < 1, 
—~a<argw< +2. 

Dabei geht der Halbkreis G,: |z| < 1, Rz<0 iiber in |w| <1, Tw< 0, 
der Halbkreis G,: |z| < 1,Rz> 0 in |w| < 1, 3 w > 0 und der Durchmesser J: 
Rz= 0, |F2)<lin0<w< 1, Tw= 0 iiber. 

Es ist dann w= w(z) regular und schlicht fir |z| < 1, und wir setzen: 

z 
h(z)= f w(Q)dc, 

0 
so daB auch A(z) regular fiir |z| <1 ist. Die Werte h’(z) = w(z) sind in K 
gelegen, also nicht negativ reell. Wir untersuchen fir beliebige «, 8 mit 
\a|, |B] < 1 die quotienten 

1 

h(a) —A(B) _ 


= f(b + Ha - pat, 
wobei das Integral lings der geraden Strecke zwischen « und # zu erstrecken 
ist. Wir unterscheiden dabei zwei Fille: 


1) Hamb. Math. Abh. 22, 38—49 (1958). 
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Liegen « und # beide in G,+ J oder beide in G,+ J, so auch die sie ver- 
bindende Strecke, und die Punkte w(f + t(« — 8)) (0 <t < 1) liegen simtlich 
in der Kreishilfte |w| < 1, — 2 < arg w < 0 bzw. x > arg w 2 0; also ist auch 

h(a) —h(B) 
oa B 


_— =0, baw. 20, 


und das Gleichheitszeichen kann hierbei nur dann stehen, wenn « und 
auf J liegen, in welchem Fall As) — — - Bond.” S reell positiv wird. 
Liege nun « in G,, £ in G,; ees schneidet die Strecke «, 8 das Intervall J 
etwa im Punkte y und w(y) ist reell positiv. Wir zeigen: 
Fir alle « in G,, B in @, ist 


inte MIMO. y. 


Wire dieses Infimum = — 1, so gabe es im Einheitskreis eine Folge von 
Punktepaaren «,,, §,,, x, in G,, 8, in @, (n= 1, 2, .. .) mit R Me Ee — i, 
und auf den Strecken «,, 8, gabe es Punkte 6,, so daB w(d,) > — 1. Anderer- 
seits gibe es anf diesen Strecken Punkte y, auf J, so daB w(y,) reell positiv 
wire. Also gibe es fiir hinreichend groBe n auf den Strecken «,, 8, Punkte 


On; T Mit R w(o,) = — 1/, und R w(t,) = — 1/,, so daB fiir alle Punkte z der 
Strecken o,,, Tt, galte 


—"Y_ SR wlz) S —*/y- 
Nun ist die abgeschlossene Menge 
jul <1 
—/,SRws —3/4, Tw] (analog fir 3 w < 0) 
und der entsprechende Bereich der z-Ebene eineindeutig aufeinander abge- 
bildet, so daB mit einem 9 > 0 fiir alle w-Werte w,, w, dieser Menge gilt: 


2 (wy) — 2 (ws) | 
WW, — Wy, iz 


es folgt daher aus 
\w(o,) 7 w(t,)| 2 a 





auch 
@ 
|on — T,| => t 
fiir alle hinreichend groBen n und daher: 
O,— Tr | Q 
a, —B, ~ 8° 





Das t-Intervall der Strecke z= 8, + t(x,— 8,), welches der Strecke o,, 
entspricht, hat also eine Linge = ‘, und es ist 


Ta 


ge A (Bn) — Alan) _ 


1 
. ba—&e R | (Ba tay Ba) tz — 1 —(— 1 44h) $= 15 a 


gegen die Voraussetzung. 
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Es gibt also ein Intervall (- 1, —1+ f) der negativen reellen Achse, 
so daB fiir alle Punkte p dieses Intervalls und alle «, £, ||, |B| < 1 gilt 


h(a) —h 
p+ MLN 


also k(z) — p zschlicht ist auf |z| << 1. Die Menge aller reellen Zahlen g zwischen 
— 1 und 0, fiir welche A(z) — qz schlicht ist fiir |z| < 1, ist abgeschlossen?). 
Sei g die gréBte Zahl dieser Eigenschaft, so setzen wir /(z) = A(z) — gz, und 
der eingangs angegebene Satz ist gezeigt. 


(Bingegangen am 29. November 1957) 


*) Le. S. 40. 
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Die Geodiatischen von Positivitatsbereichen 
Von 
Max Koecuer in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


Ist S eine symmetrische reelle umkehrbare n-reihige Matrix, dann soll eine 
offene Punktmenge Y des R* ein Positivitdtsbereich mit S als Charakteristik 
genannt werden, wenn a’Sb > 0 fiir alle a und 6 aus Y und wenn es zu jedem z, 
das nicht zu Y gehort, ein a + 0 aus Y mit a’Sxr <0 gibt. Solche Positivitats- 
bereiche sind kiirzlich vom Verfasser in einer Note [4] untersucht worden, 
die wir im folgenden als ,,PB“ zitieren wollen. Bereiche dieser und etwas 
allgemeinerer Art traten schon friiher in Arbeiten von 8S. Bocuner [1, 2, 3] 
auf, jedoch wurden dort die meisten Eigenschaften der Bereiche axiomatisch 
gefordert, waihrend in PB gerade gezeigt wurde, daB sie allein aus obigen 
Postulaten gefolgert werden kénnen. In der vorliegenden Note werden diese 
Untersuchungen fiir eine Klasse von Bereichen, die die homogenen Positivitats- 
bereiche umfaBt, zu einem gewissen AbschluB gebracht. 

Das Hauptaugenmerk gilt dem Studium der geoditischen Linien einer in 
natiirlicher Weise.in'Y gegebenen invarianten MaBbestimmung und der Unter- 
suchung der in PB definierten Norm eines Positivitatsbereiches. Es zeigt 
sich dabei z. B., daB die geodiitischen Linien durch Anfangs- und Endpunkt 
eindeutig bestimmt sind und die erwihnte Norm die Quadratwurzel aus einem 
Polynom ist. 

Die Beweise werden mit Verwendung algebraischer Methoden gefiihrt. 
Wesentliches Hilfsmittel ist eine Untersuchung [5] iiber reelle Jordan-Algebren 
von endlichem Rang, die als ,,JA‘ zitiert werden sollen. Es scheint mir be- 
merkenswert, daf man hier das Randwertproblem der. Differentialgleichung 
der geoditischen Linien dadurch lésen kann, daB man _nicht-assoziative 
Algebren zu Hilfe zieht. 


§ 1. Positivitatsbereiche mit positiv definiter Charakteristik 


Die Bezeichnungen von PB — besonders die der §§ 3 bis 10 — werden 
beibehalten. Sei stets Y ein nicht:ausgearteter Positivitétsbereich des R" mit 
der Charakteristik S. In PB, § 7, hatte man gesehen, da® man die im dortigen 
§ 5 definierte spezielle Norm N(y) so normieren kann, daB N(y) N(y*) = 
fiir alle y aus Y gilt. Dabei ist y* die in PB, § 7, definierte Involution von Y. 
Wir werden jetzt zeigen, daB die Abbildung y > y* wenigstens einen Fixpunkt c 
in Y besitzt. 
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Lemma 1. Es gibt ein c aus Y mit c*=c. Ist die Charakteristik S von Y 
positiv definit, dann gilt: 


a) yrmet F(- UW anly 0), a (z)= 2, K(e)= B, 


die a,,(x) sind homogene Polynome vom Grade m und die Reihe Lonvergiert in 
einer Umgebung von y = c. 
b) Fiir jedes W aus 2(Y) mit Wc=c gilt W*W= FE, W*= S“W’'S. 
Beweis: Auf der Normfliche N(y)= 1 gibt es sicher ein c, fiir das |c| 
minimal ist. Nach der Methode von Lacrance hat man zur Bestimmung 
von c die Funktion 
f(y): = |y| — Alog N(y) 


auf Extrema zu untersuchen. Fiir jedes Extremum c folgt dann 

1 y 

We" Ac*, N(c) = 1. 
Bildet man hier die Norm, dann folgt wegen N(c) N (c*) = 1 sofort A \c| = 1, 
d.h. c¥= c. 

Da y* in ¥ reell-analytisch ist, existiert sicher eine Potenzreihenentwicklung 
der angegebenen Art. Zur Bestimmung von a,(x) entwickelt man log N(y) in 
eine Reihe um c = c* 

log N(y) = (y — ¢)’ Sc — */,(y — ¢)’H(c) (y—¢) + --- 
und erhalt daher 
y*=¢ — K(c)(y—c) + --: 
Die Identitat (y*)* = y liefert hier K(c) K(c) = Z. Da S positiv definit voraus- 
gesetzt war, kann man eine reellé umkehrbare Matrix C mit 
S=0O'C, H(c)= 8 K(c)=C’DC 


finden und hierbei D als Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen 
wahlen. Jetzt ist 
E= K*(c) = (C*DC¥= CDC, 
d.h. D= E und daher K(c) = E. Damit ist Teil a) bewiesen. 
Nach PB, Satz 3, ist die durch H(y) definierte MaBbestimmung bei den 
Abbildungen y> Wy, W aus 2(Y), invariant, d.h., es gilt W’'H(Wy)W 
= H(y). Schreibt man dies auf die Matrizen K(y) um, so folgt 


W* K(Wy) W= K(y), W aus 2(Y) 


und y = ¢ liefert die restliche Behauptung. 

Es kann hier nichts dariiber ausgesagt werden, ob es nur einen Fixpunkt 
der Involution gibt. Wir wiahlen daher ein c dus Y mit c*= c fest aus. 

Von jetzt ab soll stets vorausgesetzt werden, daB die Charakteristik S 
von Y positiv definit ist. Nach den Uberlegungen von PB, § 3, kénnen wir 
dann nach eventueller Ausfiihrung einer linearen Abbildung ohne Einschran- 
kung annehmen, dab 


S=E£ 
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gilt. Es ist dann K(y)= H(y)= H’(y) stets positiv definit und in Y reell- 
analytisch. In der Reihenentwicklung von K(y) um den Punkt y = c bezeich- 
nen wir die linearen Glieder gesondert : 


K(y)= E-—2L(y—c)+-:-, 
wobei also L(u) in u linear und fiir jedes u symmetrisch ist, d.h. es gilt 


L(u) = 2 um Ly, ’ L,, = (hin ix) . 


Hier sind die u,, die Komponenten des Vektors u und die h,,,, stimmen nach 
der Definition von H(y) bis auf einen konstanten Faktor mit den Ableitungen 
2 

es. oe | 

dyndydy, EN! ,_. 
iiberein. Die h,,,;, sind also in allen Indizes symmetrisch, d. h. es gilt 

L(u) v= L(v)u 
fir je zwei Punkte u,v des R". Trigt man die Reihenentwicklung fiir K (y) 
und y* in die Identitét y*= K(y)y ein, so erhaélt man L(u)c=u, dh. 
L(c) w= u und daher 
L(c)=E. 

Man definiert jetzt analog JA, § 2, eine Multiplikation uo v zwischen je zwei 
Punkten des R" durch 


uov:= L(ujv= Liv)u, uoc=u, 
und induziert dadurch — wie in JA, § 2 ausgefiihrt wurde — eine algebraische 
Struktur, in der der R*” zu einer reellen kommutativen nicht-assoziativen und 
symmetrischen Algebra iiber dem Kérper der reellen Zahlen wird. Man de- 
finiert weiter rekursiv 
uti: = uou™, w:=c, 
hat aber dabei zu beachten, daB diese Potenzen nicht assoziativ sind, d.h. nicht 
notwendig 
umt+k— ym ou* 

fiir natiirliche m und k gilt. Man setzt weiter Q(u):= 2 i-(«) + L(u®) und 
erhialt 

Lemma 2. In der Bezeichnung von Lemma 1a gilt 

@,(x)= x, a,(z) = x*, a(x) = 2° 
und 
K(y)= BE — 2 L(y—c) + Q(y—c¢)— Ks(y-e)+---. 

Beweis: In Lemma la hatte man schon a,(x) = x gesehen. Die Eulerschen 

Differentialgleichungen fir die homogenen Polynome a,, (x) lauten 


94, (2) 


mU,, (x) = 3. 


und fiir m = 2 liefert dies 


2 a,(x) = 2 L(x) x= 22°. 











Die Geodatischen von Positivitatsbereichen 195 
Setzt man jetzt die Reihenentwicklung fiir y* in die Identitat (y*)*= y ein, 
so folgt a,(x)= x. Die fehlende Behauptung iiber K(y) erhélt man unter 
Verwendung von JA (3.2), durch Differentiation der Reihe fiir y*. 

Fiir das folgende wird die eventuelle Vertauschbarkeit der Matrizen L(x) 
und L(z*) eine groBe Rolle spielen. Aus Lemma 2 erkennt man, daf dies 
eine lokale Eigenschaft der durch H(y) = K(y) induzierten MaBbestimmung 
im Punkte y= ¢ ist. Die differentialgeometrische Deutung dieser Vertausch- 
barkeit wire von Interesse. 

Lemma 3. Die durch die Multiplikation uov im R" induzierte algebraische 
Struktur ist dann und nur dann assoziativ, wenn der Riemannsche Kriimmungs- 
tensor der durch H(y) = K(y) induzierten MaBbestimmung im Punkte y= c 
verschwindet. 

Beweis: Trivialerweise ist die Multiplikation genau dann assoziativ, wenn 


L(uo v) = L(u) L(v) 


gilt. Da die Koeffizienten des Riemannschen Kriimmungstensors im Punkte 
y ~ c mit den Koeffizienten (bzgl. u und v) der Matrix 


L(u) L(v) — L(v) L(u) 
iibereinstimmen, folgt einerseits aus der Assoziativitat sofort das Verschwinden 
des Kriimmungstensors. Sind umgekehrt Z(u) und L(v) vertauschbar, dann 
folgt 
uo(vow) = L(u) Liv) w= L(v) L(u) w= vo(uow) 
und daher wegen Kommutativitat 


uo (vow) = vO(wOu) = wO(vou)-= (uovj)ow. 


§ 2. Die Geoditischen eines Positivitatsherciches 


Sei wieder Y ein Positivitatsbereich des R" mit der Charakteristik S = EZ. 
Wie iiblich normiert man in den Geoditischen y= y(t) der durch H(y) 
K (y) induzierten MaBbestimmung den Parameter 1 als Bogenlinge und hat 
dann als definierende Differentialgleichungen 
ON K(y)y d oy Kiyy ., _ 
(1) . gett Toe joel y K(y)y=1. 
Die Ableitung nach der Bogenlinge t wird dabei durch einen Punkt gekenn- 
zeichnet. K(y) ist reell-analytisch, die Geoditischen hiangen also reell-ana- 
lytisch von t ab. 
Da die Elemente von K(y) zweite partielle Ableitungen einer skalaren 
Funktion sind, rechnet man sofort 
_ ox Kiwi 


, ee 
ay K(y): = 7, K(y(). 


K(y) y- 
nach und mit (1) folgt dann 


»  . d dy Kly)i d oe allen Beet . 
K(y) ¥=q; #5 Mt = 25, Ki) - 2K(y)y +2K(y)y. 
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Aquivalent mit (1) ist daher 


(2) 2K(y)¥+K(y)y=0, y'Kly)y=1. 


Aber auch diese Gleichung kann noch aquivalent ersetzt werden. Man hat 
dazu 


7 - mtn Eas 

y= - 4 Kiy9--Kws- K(y)¥ 
und daher ist 
(3) y= Kyi, 9’ K(y)g=1 


eine definierende Differentialgleichung fiir die geoditischen Linien. 

Lemma 4. Mit y(t) beschreiben auch y*(t) und Wy(t), W aus 2(Y), 
geodétische Linien. 

Beweis: Wegen K(y*) K(y) = EZ hat man fiir eine Geoditische y(r) 

K(y*) y*= K(y*) K(y) y= 

und das ist die Differentialgleichung (3) fiir y*(r). Die restliche Behauptung 
folgt sofort aus W* K(Wy)W = K(y). 

Lemma 5. Die Kurven y(t) = e*!'*\a, a aus Y, sind stets Geodéitische und 
sie sind die einzigen mit y= y(t) y. 

Beweis: Sei fiir den Augenblick 

heim(y) = gi, Ay) = (ail), 


dann folgt aus der Homogenitat von H(y) = K(y) 


n 
DY Ym herm(y) = — 2 hyrly) 
m=1 
und daher bei y = 9 y 
K(y)¥ =( ; hna(w) vs) = (x heim(Y) mdi) 
_m 
= #(2 heim(y) Ym) 
im 
— 2g ( 2 her(y) uv) = —2@Kly)y. 
Wegen (2) ist nun y(t) dann und nur dann eine geoditische Linie, wenn 
(p + g*) K(y) y= K(y) § = PKly)y, 
d. h. wenn » = 0. Ist dies der Fall, d. h. 
y(t) = e**a 


dann liefert die Bedingung fiir die Bogenlinge die Bestimmungsgleichung 
fiir a. 
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Fir jedes z aus R* mit |z| = 1 bezeichnet man mit y(t; x) diejenige ein- 
deutig bestimmte Geoditische von Y, die durch die Anfangswerte 
y(0;z)=c, ¥y(;2)=2 
festgelegt ist. Wegen K(c) = Z ist hier rt die Bogenlinge und y(r; z) ist fir 
kleine t reell-analytisch. Wegen 


- 


y*(0;2) = c¥=c, y*(0; 2) = — K(c) y(0;z)=-— 2 


hat man fiir hinreichend kleine r 


(4) y* (t; x) = y(— t; 2) = y(t; — 2). 
Wir definieren jetzt fiir alle z aus einer geeigneten Umgebung des Nullpunktes 
des R" 


x 
g(a): = [y (leis) falls «+0 
c falls +=0. 
Satz 1. Die Funktion g(x) ist in einer Umgebung von x = 0 reell-analytisch mit 


1 1 
g(z)= C+ 2+ 2+ oP +o (z)+-°: . 


Ferner gilt g* (x) = g(— x) und g(tc)=e'c.. 
Beweis: Aus (3) folgt durch wiederholte Differentiation 


d™ , 
dm Y= Gnl¥.y), m22, 


mit geeigneten Funktionenvektoren g,, (u,v), die in u reell-analytisch sind und 
in v ein homogenes Polynom vom Grade m darstellen. Wendet man dies auf 
y(t; x) an, so folgt fiir z + 0 


y™ (0; ar) = Jn (c =) |z|-™ g,, (c, 2). 


Da aber y(t; x) fiir kleine r reell-analytisch ist, konvergiert die Potenzreihe 


en oe Fale. .2\2 
y(n; ) eA 7h (0; a) a 


=c+z +E Atal oa) 


fiir hinreichend kleine t und es folgt daher 
g(z)=c+ a+ » + 9m (€, x), 
m=2 ; 
d. h. g(x) ist in einer Umgebung von z = 0 reell-analytisch. Tragt man in die 
Differentialgleichung der Geoditischen die Reihenentwicklung fir K(y) nach 
Lemma 2 ein, so folgt leicht g,(c,z) = z* und g,(c, x) = z*. Die noch fehlenden 
Behauptungen folgen sofort aus (4) und Lemma 5. 
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§ 3. Schwach-homogene Positivititshereiche 

Ein Positivitétsbereich Y mit Charakteristik S = HZ heiBt schwach-homogen, 
wenn fir jedes y aus Y die Matrix K(y) zu 2(Y) gehért. Wir zeigen zuerst, 
daB die homogenen Positivititsbereiche mit positiv definiter Charakteristik 
sicher schwachhomogen sind. 

Lemma 6. Ist Y homogener Positivitiitsbereich mit positiv definiter Cha- 
rakteristik, dann gehért K(y) fiir jedes y zu X(Y), und die Menge der K(y), 
y aus Y, stimmt mit der Menge der W* W, W aus 2 Y), tiberein. 

Beweis: Man hatte schon gesehen, daB aus der Invarianz der MaB- 
bestimmung 

W* K(Wy) W= K(y), W aus 2(Y), 
folgt. Ist jetzt Y homogen, dann gibt es W aus 2(Y) mit Wy = c und wegen 
K(c) = E folgt die Behauptung. 

Fiir schwach-homogene Positivitatsbereiche kann fiir die Geodatischen eine 
bemerkenswerte Funktionalgleichung abgeleitet werden. 

Satz 2. Ist Y ein schwach-homogener Positivitiitsbereich, dann laiBt sich 
jede Geodiitische y(t) als Funktion von t in Y beliebig weit reell-analytisch fort- 
setzen und es gilt fiir alle « und t 


y* (a + t)= K(y(a)) y(a — Tt). 


N(y(t)) =e, B= y’ y*\s-0 . 
Die in §2 definierte Funktion g(x) ist fiir alle x reell-analytisch, besitzt die 
Rethenentwicklung < 
| 
g(x) = 2) — a“ 
und x —> g(x} bildet den R" auf Y ab. 
Beweis: Nach Lemma 4 sind die beiden Kurven 
y(t): = y*(a@ +7), yg(t): = K(y(a)) y(a — 1) 
geoditische Linien. Wegen 


y (0) = y*(a) = K(y(a)) y(e) = ys(0) 


9, (0) = y*(a) = — K(y(a)) y (a) = ¥2(0) 
stimmen diese beiden Kurven aber iiberein. Setzt man in der nunmehr lokal 
bewiesenen Funktionalgleichung a = 1, dann folgt y* (2 rt) = K(y(r)) y(0) und 
damit ist y(t) beliebig weit als Funktion von rt fortsetzbar. Die Funktional- 
gleichung gilt dann aber ohne Einschrankung. 
Zum Beweis der weitoren Behauptung sei g(t): = log N(y(r)). Aus der 
Funktionalgleichung folgt dann 


N(y(a + 1)) N(y(a — 1) = |K(y(a))|4*= N*(y(a)) , 


denn aus y*= K(y)y erhalt man durch Normbildung |K(y)| N?(y) = 1. Man 
hat also 


Ferner ist 


p(a+t)+ p(a—t)=2 ola). 
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Zweimalige Ableitung nach t und r= 0, ergibt g (a) =0, und da dies far alle « 
gilt, folgt-p(rt) = Br. Aus der Definition von g erkennt man aber 

P (t)= y , y* ’ 
d. h. die rechte Seite ist konstant. 

Zum Beweis der noch fehlenden Behauptungen iiber g(x) wendet man die 
Funktionalgleichung auf die im §2 definierten speziellen Geoditischen 
y(t: x) an: 

g(— (a + t) 2) = g*((a + 1) 2) = K(g(a 2)) g((a - 1) 2:). 
t= — f liefert hier 





(5) g((B — a) x) = K(g(a 2) g((B + a) 2). 
Bei 
g(u) = 3 7m), K(g(u)) = SEP Kalu), Ky(u) = L(u), 


wobei g,,(u) bzw. K,,(u) die homogenen Bestandteile vom Grade m bezeichnen 
médgen, erhilt man in (5) durch Vergleich der homogenen Bestandteile gleichen 
Grades 


(n+ 2" gn(z)= S (t) om—* 9 Ky (2) (2), 9 
o \# 


we 


a+B,C=-2a. 


Vergleicht man hier wiederum die Koeffizienten der Potenzen von ¢ und », 
dann folgt 


Im (2) = Ky —,(2) 9, (x) 
fir alle u mit 0 < 4 < _m. Fir u = m — | hat man dann aber 


Gm (2) = Ky(2) On —y(2) = D(X) Gm —y(Z) = LOGm— (2) 


und daher g,, (x) = z™. 

Es war schon gezeigt, daB z — g(x) den R*" in Y abbildet. Da® aber auch 
jeder Punkt von Y als Bildpunkt angenommen wird, schlieBt man wie iblich 
aus der Tatsache, daB die Geodiitischen y(t; x) als Funktion der Bogenlinge 
beliebig weit fortsetzbar sind. Damit ist der Satz vollstaindig bewiesen. 

Nach diesem Satz ist jeder schwach-homogene Positivititsbereich eine 
volistandige Riemannsche Mannigfaltigkeit, d. h. die Randpunkte von Y sind 
in der invarianten Metrik unendlich ferne Punkte. 

Nachdem man-nach den in JA niedergelegten Untersuchungen fiir die sog. 
Jordan-Algebren eine in gewissem Sinne verniinftige Analysis treiben kann, 
wird man fiir Positivitaétsbereiche die Frage stellen, in welchen: Fallen die hier 
definierte Multiplikation wov eine Jordan-Algebra induziert. Das ist nach 
Definition dann und nur dann der Fall, wenn fiir jedes z die Matrizen L(x) 
und L(2z*) vertauschbar sind. Wir wollen nun einen Positivitatsbereich regular 
nennen, wenn S = E£ gilt und die im § | definierte Multiplikation den R* zu 
einer Jordan-Algebra macht. 
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Satz 3. Jeder schwach-homogene Positivitdtsbereich ist regular. 
Beweis: Nach Satz 1 war g*(x) = g(— x). Durch Differentiation folgt 





@ (x) K(g(2)) = G(— 2), @(x):= “8, 


d. h. G(— x) G’(z) ist symmetrisch. Wegen Satz 2 gilt 


G(x) = E + L(x) + + Q(z) + ay R(x) tre 


mit 
Q(z): = = = 2 1%(2) + L(z*) 
R(x): = = = 2 1(z) + L(a*) L(x) + L(2). 


Den homogenen Bestandteil 3. Grades in der Reihenentwicklung von 24 G(— z) 
G’ (x) bestimmt man damit zu 


R' (x) — R(x) + 4 Q(x) L(x) — 4 L(x) Q(z). 
Da aber die Matrizen Q(x) und L(x) symmetrisch sind, folgt 


L(z) L(2*) — L(x*) L(x) = R’(x) — R(x) = 4{L(x) Q(z) — Q(z) L(a)) 
= 4[L(2x) L(x*) — L(x*) L(2)], 


d. h. L(x) und L(2*) sind vertauschbar und der Satz ist bewiesen. 


§ 4. Anwendung der Theorie der Jordan-Algebren 


In diesem Paragraphen ist Y stets ein schwach-homogener Positivitats- 
bereich. Nach Satz 3 induziert dann die in § | definierte Multiplikation die 
algebraische Struktur einer Jordan-Algebra. Die Ergebnisse von JA — be- 
sonders die des § 4 — diirfen also angewendet werden. Wegen Satz 2 ist 


oo 


g(x) = e(x) = 2, _ a”. 
Das Hauptergebnis der vorliegenden Untersuchung fassen wir in einem Satz 
zusammen : 

Satz 4. a) Die Abbildung x — e(x) ist eine eineindeutige Abbildung des R” 
auf Y. Die Geodiitischen durch den Punkt c von Y erhilt man in der Gestalt 
y(t) = e(r x), |x| = 1, und jeder Punkt a +c von Y ist auf genau eine Weise 
durch eine Geodétische mit c verbindbar. 

b) Ist y-! das in der Jordan-Algebra definierte Inverse von y, dann gilt 
y* = y und e* (x)= e1"(x)=e(— x). y* ist auf R* als rationale Funktion 
in y fortsetzbar und fiir |L(y)| + 0 regular. 

c) Der Punkt c ist der einzige Fixpunkt der Involution y > y* in Y. 

d) Y besteht genau aus den Punkten y des R", fiir die die Matrix P(y): 
= 2 L*(y) — L(y?) positiv definit ist. Fiir alle x liegt x* in Y und die Abbildung 
x -» x* bildet Y eineindeutig auf sich ab. 
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e) Die Norm N(y) von Y ist die Quadratwurzel aus einem Polynom, genauer 
gilt N*(y) = |P(y)|. Ferner ist 

N(e(z)) = e** 
und fiir jedes y gilt N(y™) = [N(y)]}". 

Beweis: a) Da in Satz 2 schon gezeigt war, daB e(x) = g(x) den R" auf Y 
abbildet, folgen die weiteren Abbildungseigenschaften aus JA, Satz 3. Wegen 
Satz 2 erhalt man die Geoditischen in der Tat in der Gestalt g(r x) = e(r 2) 
und die Eineindeutigkeit der Abbildung z -> e(x) besagt, daB eine Geodatische 
durch ¢ und einen Punkt a von Y eindeutig bestimmt ist. 

b) Nach JA, Lemma 3, ist e~'(xz) = e(— x) und nach Satz 1 aber e*(z) 
== e(— x). Da nach a) jedes y aus Y eindeutig in der Form y = e(2) geschrieben 
werden kann, hat man y= y*= L(y) c und dies zeigt die Fortsetzbarkeit 
auf den ganzen R*. 

c) Sei a*= a, dann gibt es b mit a = e(b) und man hat e(b) = e(— 5), also 
b= —b6,d.h.b=Ounda=c. 

d) War in JA, Satz 3 bewiesen. 

e) Da fiir jedes y die Matrix K(y) zu 2(Y) gehért, folgt aus y*= K(y) y 
sofort 

N(y) = |K(y)|-. 
In der Bezeichnung von JA, § 3 ist mit b) aber 


Ky) = - ($6) = - (4) = ww. 


und JA, Lemma 4 zeigt 
|K(y)|*= |P(y)| > 0. 
Nach Satz 2 ist weiter fiir |z| = 1 
N(e(t x)) = N(y(t; z)) = &", B= c'x. 
Schreibt man schlieBlich y = e(x), dann wird 
N(y™) = N(e(mz)) = ew *= [N(y)]”. 

Da aber hier die Quadrate der beiden Seiten Polynome in y sind, gilt die be- 
hauptete Gleichung fiir alle y des R". Damit ist der Satz vollstaindig bewiesen. 

Teil a) dieses Satzes ist in den Beispielen a), b) und c) von PB, § 11, wohl- 
bekannt. Die Funktion e(z) ist im Falle a) ein Produkt von gewéhnlichen 
Exponentialfunktionen und in den Fallen b) und c) die entsprechende Matrix- 
exponentialfunktion. Nach Teil d) des Satzes kénnen die schwach-homogenen 
Positivitatsbereiche durch endlich viele Polynom-Ungleichungen beschrieben 
werden. AuBerdem ist in der in PB, § 2, definierten Halbordnung des R" z*> 0 
fiir alle x und damit der Name ,,Positivitatsbereich“ erneut gerechtfertigt. 
Teil e) gestattet die Anwendung eines schénen Satzes von 8. Bocuner [3], 
den wir hier der Einfachheit halber nur fiir homogene Positivititsbereiche 
aussprechen. 

Satz 5. Ist Y homogen, dann gibt es reelle Zahlen A> 0, «, B,, 1S usm, 
mit 


r¥,s)= Ae [7 rs + B,) 


n=l 
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Dabei bedeutet J'(Y,s) die in PB, § 10, definierte Gamma-Funktion zu Y. 

Man sieht weiter leicht, daB die Untersuchungen von S. Bocuner [2] iiber 

verallgemeinerte Besselfunktionen auf die hier untersuchten Bereiche ange- 

wendet werden kénnen. 

Da nach JA, § 4, die Matrizen 

arm 
Oz’ 

symmetrisch sind, hat jede in einer Umgebung von z = 0 konvergente Potenz- 

reihe 


m=O, 


f(z): = DF oq 2™, 
m=0 
eine symmetrische Funktionalmatrix. Jedes solche f(x) muBsich alsoals Gradient 
einer skalaren Funktion schreiben lassen. 

Dies scheint bisher fir /(x) = e(x) und f(x) = (c + x)*= (c + x) auch in 
den bekannten Beispielen nicht beachtet worden zu sein. 

Die Frage, in welchen Fallen die durch die Abbildung x + e(x) durch die 
MaB8bestimmung K(y) im R* induzierte MaBbestimmung mit der euklidischen 
iibereinstimmt, laBt sich ohne groBe Schwierigkeiten beantworten. Es zeigt 
sich, daB das dann und nur dann der Fall ist, wenn L(x?) = L*(zx) fiir alle x 
gilt. Polarisiert man diese Gleichung, dann erhilt man L(uov) = L(u) L(v) 
und man hat mit Lemma 3 

Satz 6. Ist Y schwach-homogen, dann sind die folgenden drei Aussagen 
gleichbedeutend : 

a) Die Multiplikation uo v ist assoziativ. 

b) Die Abbildung x > e(x) ist eine isometrische Abbildung des euklidischen 
R* auf Y. 

c) Der Riemannsche Kriimmungstensor der invarianten Mafbestimmung 
von Y verschwindet im Punkt y = c. 

Setzen wir jetzt Y als homogen voraus, dann ist Y im iiblichen Sinne 
symmetrisch, denn nach Satz 4c gibt es dann zu jedem Punkt von Y eine 
Involution, die zugleich eine Isometrie ist und nur diesen Punkt fest laBt. 
Da man andererseits leicht sieht, daB jeder Positivititsbereich umkehrbar 
reell-analytisch auf einen beschrankten Bereich abbildbar ist, wire die Kenntnis 
der vollen Gruppe der Isometrien von Y sehr wiinschenswert. 
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Uber ein singuléres mehrdimensionales 
Variationsproblem 


Von 
HERBERT BECKERT in Leipzig 


Wir beschaftigen uns in dieser Arbeit mit der Lésung von quadratischen 
mehrdimensionalen Variationsproblemen, wenn lings des Randes oder eines 
Teils desselben das Problem singular wird, waihrend es im Innern des Inte- 
grationsgebietes durchweg regular sein soll. Mme. Crinqurni-Crprario hat 
in [3] ein spezielles zum Variationsintegral 


[fn (Sy + (Fe) dzdy— Min 
. 


gehériges Problem behandelt. Z ist hierbei ein Gebiet der oberen Halbebene 
y = 0, dessen Randkurve ein Teilstiick der z-Achse enthalt. Hierauf ist das 
Problem singular. Die Lagrangesche Gleichung ist dort vom parabolischen 
Typus. Fiir die Annahme der Randwerte lings des singuliren Teils der 
x-Achse wird zwar in [3] eine hinreichende Bedingung angegeben, doch diese 
nicht erschépfend diskutiert. Das Dirichletsche Problem fiir spezielle ellipti- 
sche partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die auf dem Rande 
des Gebietes entarten, ist seit TricomI und GELLERSTEDT mehrfach untersucht 
worden. Bemerkenswert erscheint in diesem Zusammenhang die Arbeit v n 
M. W. Ketpiscu [5], die sich auf die lings der z-Achse ausgeartete Gleichung 
zweiter Ordnung 
2 2 
wie + i + a(x, yon + b(z, "5. + e(z,y)u=0 

bezieht. Man beachte auch [7]. M. J. Vistx behandelt in [9] mittels funktional- 
analytischer Methoden Randwertprobleme am Rande ausgearteter linearer 
elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit n unabhingigen 
Variablen. Indessen bleiben wichtige Fragen, die das Verhalten der Lésunge’ 
am Rande betreffen, offen. SchlieBlich méchte ich noch eine Arbeit von 
A. M. Iv’rn erwihnen [4]. Hier wird die erste Randwertaufgabe fiir elliptische 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei unabhingigen Variablen 
gelést, wenn lings gewisser im Innern des Gebietes verlaufenden Kurven der 
Fall der Entartung auftritt. 


Wir fiihren der Einfachheit halber unsere Betrachtungen an dem Beispiel 
des zweidimensionalen quadratischen Variationsproblems (1) durch. Da wir 
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naturgemaéB keine Abschitzungen fiir die Lésungen lings des singuliren 
Randteils zur Verfiigung haben, konstruieren wir die gesuchte Lésung iiber 
eine Folge von Nebenproblemen hinweg vom Gebietsinnern durch Fort- 
setzung zum Rand hin. Die Methode, mit der wir die stetige Annahme der 
Randwerte lings des parabolischen Randteils beweisen, ist bemerkenswerter- 
weise auch im Nichtlinearen anwendbar und iiberdies sehr einfach. Wir 
konstruieren um den Rand herum zwei geeignete, die gegebene Randkurve 
durchsetzende Flachenstreifen §, und §, und zeigen mit Hilfe einer allge- 
meinen Ungleichung (vgl. Satz 1), daB die Fortsetzung zum Rand ganz im 
Innern des von §, und §, aufgespannten Winkelbereichs erfolgt. Damit ist 
der stetige Anschlu8 der Lésung an die gegebene Randkurve gesichert. Bei 
einem entsprechenden, singuléren n-dimensionalen Variationsproblem mit 
quadratischem Integranden kann man, genauso schlieBend, den Existenz- 
beweis fiir das Problem mit festem Rand erbringen. Die Abschitzungen, die 
man bendétigt, sind auch hier bekannt. Desgleichen kénnen gewisse nicht- 
lineare, im Innern des Integrationsgebietes regulire, auf Teilen des Randes 
singulare Variationsprobleme mit unserer Methode gelést werden. Um Weite- 
rungen zu vermeiden, legen wir keinen Wert darauf, unsere Saitze unter még- 
lichst schwachen Regularitatsvoraussetzungen iiber Randwerte und Gebiet 
zu beweisen. 


A. 

Sei Z + S ein einfach oder auch mehrfach zusammenhingendes endliches 
Gebiet der Klasse B, im Lichtensteinschen Sinn, d. h. die Randkurven seien 
jeweilig durch topologische zweimal H-stetig differenzierbare Transfor- 
mationen auf Parameterkreise bezogen. Wir betrachten das quadratische 
Variationsproblem 


E(u, u) 
(1) = ff ay, uz + 2a. u,uy i) dg.uz | 2ayu,u+ 2a,u,u 
BE ° 
| Agg u? dx dy > Min, 
wobei die zuzulassenden Funktionen u(x, y) die Randbedingung 
u(s)= h(s) lings S 

erfiillen sollen. h(s) sei zweimal H-stetig nach der Bogenlinge s von S differen- 
zierbar, h(x, y) sei eine in E + S zweimal H-stetig differenzierbare Funktion 
mit den Randwerten h(s). Bezeichnen wir mit Q(u, u) die quadratische Form 


unter dem Integralzeichen von (1), so gelte in jedem inneren Teilgebiet 2’ 
von E 


(2) Q(u,u) => K(#') {uz + uz | uw}. 


y 


Die Konstante k(£’) > 0 haingt vom Gebiet 2’ ab. Langs eines Teils S, des 
Randes werde das Variationsproblem (1) singular, d. h. es sei dort noch 


Q(u.u) =O, 
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doch die quadratische Form 

(3) Gy, A? + 2ayQA Uh + Age pe? 

semidefinit. Die zur Fiihrung des Existenzbeweises notwendigen Regularitats- 
annahmen fiir die Koeffizienten a,, sind dieselben wie im singularitiatsfreien 
Fall. Der Einfachheit halber seien sie einmal H-stetig nach ihren Argumenten 
x,y in E + 8 differenzierbar. Nach (3) ist die zu (1) gehérige Lagrangesche 
Gleichung auf (Z + S)— S, vom elliptischen Typus. S, ist dagegen eine 
parabolische Kurve. Die Differentialgleichung 


(4) yy Pz + 2 As Pe Fy + V2 Fy = O 
bestimmt die charakteristischen Kurven in der Gestalt (x,y) = const. Falls 
die a,,(x,y) noch tiber S, hinaus definiert sind und dort die Diskriminante 


41149 — a}, < 0 
ausfallt, grenzt an S, ein Gebiet, wo die Lagrangesche Gleichung vom hyper- 
bolischen Typus ist. Die beiden charakteristischen Kurvenscharen sind dort 
reell und geniigen den Differentialgleichungen 


a. 1 
, 12 2 
=< —Va a,,.@ 
Yi ay, ay, V 12 1122 


Ys = oe — 2 Vale — Gy Aq « 

Da lings S,: af2 — a4,4g.= 0 gilt, gehen dort von jedem Punkte zwei sich 
beriihrende Charakteristiken aus. Es erweist sich indessen von wesentlicher 
Bedeutung, ob die parabolische Kurve S, als Trager charakteristischer Spitzen 
die Scharkurven beriihrt oder nicht. Im ersten Fall ist, wie wir gleich sehen 
werden, unser Variationsproblem (1) nicht korrekt gestellt. 

Wir fiihren zuniachst einen einfachen, nicht nur fiir unsere Zwecke wich- 
tigen Hilfssatz an. 

Sei f(z, y, wu, u,,u,) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ihrer un- 
abhingigen Variablen z,y,u,u,,u,. Wir betrachten die Lésungen des Va- 
riationsproblems 


J (u/ gp) = Lf ty, U, Uz, Uy) + —(z,y)udxdy— Min 
bei festgehaltenem Rand: u(s) = A(s) lings S in ihrer Abhangigkeit von 
g(x,y). Die quadratische Form der zweiten Variation sei positiv: 
(5) foo &8+ 2hoeE N+ fee M+ Zhuo + Zhou nl + haw ld? SO, 
das Problem also lediglich quasiregulir. Dann lautet ; 

Satz 1. Seien u, (x,y), Ug(x, y) zwei Extremalen der Probleme 
J (u/q,)—> Min bzw. J (u/p,) > Min 
in derjenigen Klasse von Funktionen, welche in E + S einer Lipschitzbedingung 
geniigen und vorgegebene Randwerté lings S annehmen. Ferner gelte bis auf eine 
Menge vom Mafe Null in E + 8S: 
Pi(2,¥) > Pa(*,¥) - 
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Unter diesen Voraussetzungen gilt die Ungleichung: 


Ug (x,y) 2 uy (z,y) . 
Beweis: Sei in einem Punkt P(z,y) < £ 
(*) U,(P)<u,(P), 
dann existiert ein Gebiet £ (P)c EZ, PC E(P), wo (*) erfallt bleibt und auf 
dessen Rand u,= wu, gilt. Wir erhalten wegen (5) 
SS HY My Pr h) — 1(2Ys Ua» Pa Ve) + Priti — Pata dady 
B(p) 


= Sf ty(&,Y, Ue, Pe» V2) (Pi— Pa) + fa (2, Y; Ue, Pa» V2) (G1 — Ge) 
(4) Ew 


+ ful® Ys Ua» Par Ye) (Uy — Mg) + Py (ty — Uy) da dy + 
+ ff u(gi- g2)dedy. 
E(p) 

Das erste Integral auf der rechten Seite dieser Ungleichung verschwindet. 
Man beachte, daB die Funktion 
u—u, auf E (p) 
0 auf E-E (p) 
in unserer Klasse eine zulissige Vergleithsvariation ist. Durch Vertauschen 
von u,(z,y) mit u,(x,y) erhalten wir eine analoge Ungleichung (6’), bei der 
NUE Uy, Py, Gy, Py Mit Uy, Py, Yo, P2 Vertauscht sind. Wir addieren (6) zu (6’) 
und bekommen: 


&(z,y) = 


Sf (a— U2) (Gi-— padrdysd. 

E(p) 
Da bis auf eine Nullmenge g,— gy, > 0 vorausgesetzt war, und u,— u, > 0 
in E(P) galt, sind wir zu einem Widerspruch gelangt. Satz 1 ist bewiesen. 
Verallgemeinerungen auf allgemeinere Funktionenklassen sind médglich. 
Unsere SchluBweise 1a8t sich wortlich auf quasiregulire Variationsprobleme 
beliebiger Dimension iibertragen. Es gilt also 

Satz 1. Sei das Variationsproblem: 


Ou . 
Itujgy= [+++ [ 1(=.0, 25) + p(x) ud2!...da*—> Min 
E+8 
quasiregulér, die quadratische Form der zweiten Variation positiv und f zweimal 
stetig nach thren Argumenten differenzierbar. Sind dann u,(x*), u,(x*) die 
Extremalen von 
J (u/p,) > Min, J(u/g,)—> Min 

in der Klasse der Lipschitzfunktionen'), die lings des Randes S vorgegebene 
1) Eine Funktion u(z', . . . 2") heiBt eine Lipschitzfunktion, falls eine durch u(z",...2*) 
bestimmte Konstante M existiert, so daB in FE + S gilt: 

(at) — u(ag) S MY(at — 2})* + (af — 29)*+--- + (zt —29)*- 
Nach einem wohlbekannten Satz sind dann die partiellen Ableitungen erster Ordnung 
fast iiberal] vorhanden. 
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Werte annehmen, und gilt bis auf eine Nullmenge 


Pi> P2> 
dann besteht in E + S auch die Ungleichung 
Ug= U,. 

Wir beweisen jetzt 

Satz 2. Das singuléire Variationsproblem (1) ist nicht korrekt gestellt, falls 
lings eines Teils Sj der parabolischen Kurve S, die charakteristischen Spitzen 
So tangieren. 

Wir wollen diese Aussage noch etwas prizisieren. Falls etwa die Koeffi- 
zienten im Integranden (1) H-stetig in Z + S differenzierbar sind, dann ist 
bekanntlich eine méglicherweise vorhandene Extremale u(z,y) aus D,*), die 
durch eine zweimal H-stetig differenzierbare Randkurve liuft, in 2 und auf 
dem elliptischen Randteil zweimal H-stetig differenzierbar. Was kénnen wir 
iiber das Verhalten von u(z,y) lings Sj aussagen? Seien P,, P, die beiden 
Endpunkte des parabolischen Teilbogens S,, Py, Pj zwei diesen hinreichend 
benachbarte Punkte auf S — S,. Wir approximieren den S, enthaltenden 
Teilbogen P; P; von S durch eine Folge von ganz in Z verlaufenden P5, P; 
verbindenden Kurvenbégen C, derart, daB auch die Tangentenrichtun- 
gen auf S, mit durch die entsprechenden auf C, approximiert werden. 
Eine Funktion v(z,y) aus D, gehére zur Klasse J’, falls es eine Folge C,, der 
beschriebenen Art gibt, langs der die Integrale 


Jf \re| + |v,| ds n= 1,2... inf. 


gleichmaBig beschrinkt bleiben. Satz 2 ist dann so zu verstehen: Das Va- 
riationsproblem (1) ist im allgemeinen nicht durch Funktionen aus I" lésbar, 
wie weit die Regularitaétsannahmen auch gefaBt sind. Genauer, es existiert 
héchstens eine Lésung von (1) aus J’, die lings S — Sj vorgegebene Werte 
annimmt, wahrend auf Sj keine Bedingungen vorgeschrieben werden. 

Beweis: Seien u(x, y), v(x, y) entgegen unserer Behauptung zwei Funktionen 
aus J’, die lings S — Sj iibereinstimmen und hinreichend regulire Randwerte 
annehmen. Sie mégen Extremalen von (1) sein. Wir denken uns im Variations- 
integral (1) von vornherein die Glieder 2a,,u,u, 2a,,u,u durch partielle 
Integration beseitigt. Indem wir so zu einem aiquivalenten Variationsproblem 
iibergehen, kénnen wir a,,= a,,= 0 annehmen, wihrend a,, durch 


Oa,5 O43 
(220 - az a) 








zu ersetzen ist. Es sei: 


Oa, «ys 
dz by =°- 


E,, bedeute das Teilgebiet von HZ, welches durch S — S, und C, begrenzt wird. 








*) Die Funktionenklasse D, besteht aus den im Sinne von ToNnE Lu! absolutstetigen 
Funktionen, deren Ableitungen erster Ordnung iiber Z quadratisch summierbar sind. 


14* 
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Wir erhalten: 
Sf ayud + 2 ayguz ug + dggu? + agguidx dy 
E, 
— ff Ay0F + 2aygvery + AygVy + aggv*da dy 
En 
(7) _ ff 2 (a4, Uz (Us — vz) + QyQ¥, (Uy — Vy) + AygUy (Uz — v,) + 
+ Agg¥y (Uy — Vy) + Asgv(u — v)]dady 
. ff @y, (u, — v,)* + 2 ay,(u,— vz) (uy — Vy) + Aq (Uy — v,)* + 
+ Gz,(u — vPdady. 
Nach Vertauschung von u(z,y) und v(z,y) ergibt sich eine analoge Glei- 
chung (7’). In £, sind nach den vorhin erwihnten Regularitatssitzen u(z, y) 
und v(z,y) zweimal H-stetig differenzierbar. Sie geniigen als Extremalen den 
zugehérigen Lagrangeschen Variationsgleichungen. Wir kénnen das erste 
Integral in (7), (7’) rechts durch partielle Integration umformen. Es verbleibt 
fiir diesen Term z. B. in (7) das Randintegral 
J 2(Qy,%2+ Aery) (u — v) dy — 2(a,Q0, + Aggvy) (u — v) dx 
C 
8 a 
“ a 2/ (w — v) {(Gy, Ys — Gy2%y) V2 + (Gye Ys — Ayq%,) Vy} ds. 


s bezeichnet den Parameter der Bogenlinge lings C,. Den analogen Aus- 
druck (8’) bekommen wir in (7’). Nach Voraussetzung konvergieren die 
Kurvenbégen C, gegen den Bogen P P;. Sind Q,, Q, die Endpunkte von Sj, 
so existieren auf C, jeweils zwei Punkte Qj, Q7, die gegen Q, bzw. Q, konver- 
gieren. Weiter konvergieren die Bégen P Q5, Q5 Q?, Qf Pi in der voraus- 


gesetzten Weise gegen die Bogen P*, Qo Q, Q:. Q, Pi. Da die charakteristischen 
Spitzen Sj beriihren, gilt dort: 


a,dy—a,dz=0 

a,,dy — a,dx=0. 
Bericksichtigt man noch, daB lings P. Qo Q, P% u= v gilt, sowie u(z,y), 
v(x,y) zu I’ gehéren, so erkennen wir aus Stetigkeitsgriinden leicht, die Folge 


der Randintegrale (8), (8’) konvergiert gegen Null. Nach Addition von (7) 
zu (7’) erhalten wir 


ff Ay, (Uy — Vz)* + 2 Ayg(Ug— Vy) (Uy — Vy) + Ggq(Uy— Vy) + 
+ Agg(u — v)®dady=0 
und hieraus u(x, y) = v(x, y), q.e.d. 
Gibt man sich eine beliebige in Z + S zweimal stetig differenzierbare 
Funktion u,(z,y) vor und errechnet durch Einsetzen in die zu (1) gehérige 


Lagrangesche Gleichung den zugehérigen inhomogenen Term 9,(z, y), 80 er- 
weist sich u,(z, y) als Lésung des halbfreien Variationsproblems J (u/@,) > Min 
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in J’ mit tiber Sj freiem Rand und den vorgegebenen Randwerten u,(s) lings 
S— S. 


Eine Extremale u(z, y) des quasireguliren Variationsproblems 
(9) [[tleuw3t, Fe) dz dy— Min, 
E 


fiir welche lings eines parabolischen Randteils die charakteristischen Spitzen 
tangieren, ist nach Satz 2 in gewissem Sinn als diskret zu bezeichnen mit 
Riicksicht auf ihr Randverhalten lings der singuliren Linie. Das Randwert- 
problem der zweiten Variation, auf welches man bei der Einbettung von (9) 
in eine Problemschar gefiihrt wird, ist von dem soeben betrachteten Typus. 


B. 


Wir wenden uns jetzt der Lésung des Variationsproblems (1) unter den 
angegebenen Voraussetzungen zu. Insbesondere mégen die charakteristischen 
Spitzen die parabolischen Randbégen nirgends beriihren. Wir beginnen mit 
einem niitzlichen Hilfssatz, legen aber keinen besonderen Wert darauf, diesen 
unter méglichst schwachen Voraussetzungen zu beweisen. 

Hiljssatz: Sei S eine geschlossene, doppelpunktfreie, im Endlichen ver- 
laufende Kurve der Klasse B,. Sei weiter S, eine geschlossene Kurve innerhalb 
E£, die um S herum innerhalb eines schmalen Streifens verlauft. Es existiert 
eine auf S verschwindende, zweimal stetig differenzierbare, sonst positive 
Lésung w(zx,y) der Lagrangeschen Gleichung von (1) mit wesentlich nega- 
tivem Absolutglied g, welche in dem von S und S, begrenzten Ringgebiet 
definiert ist und lings S, Randwerte annimmt, die iiber einer beliebig vor- 
gegebenen, positiven Zahl liegen. 

Beweis: Es ist klar, daB wir lediglich die Existenz einer auf S verschwin- 
denden Lésung w(z,y) fiir wesentlich negatives g(x,y) zu beweisen haben, 
welche sonst im Ringgebiet wesentlich positiv ausfillt. Wir kénnen dann 
durch Multiplikation mit einer geniigend groBen positiven Zahl A erreichen, 
daB A w(x,y) lings S, iiber einer beliebig vorgegebenen positiven Schranke 
liegt. Die Konstruktion einer unseren Bedingungen geniigenden Funktion 
gelingt am iibersichtlichsten, wenn wir das von S umschlossene Gebiet tdpo- 
logisch auf den Einheitskreis 2, beziehen, was durch eine zweimal H-stetig 
differenzierbare Transformation (etwa konforme Abbildung) méglich ist. 
Die charakteristischen Spitzen der zu betrachtenden transformierten La- 
grangeschen Gleichung beriihren dann die Kreisperipherie R, von Z, in keinem 
Punkt. Wir kénnen daher in bekannter Weise einen lings R, beliebig vorge- 
gebenen Streifen erster Ordnung so zu einem Streifen zweiter Ordnung er- 
ganzen, daB lings dieses Streifens die transformierte Lagrangesche Gleichung 
ein beliebig negatives aber fest gewihltes Absolutglied besitzt. Die Streifen- 
gréBen erster Ordnung lings R, wahlen wir geniigend regulir und so, daB sie 
zu einem positiven Anstieg nach dem Kreisinnern AnlaB geben. Wir setzen 
den so errechneten Streifen zweiter Ordnung stetig in das Innere von £, fort; 
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in einem an R, angrenzenden, hinreichend schmalen Ringgebiet erfillt dann 
die so gewonnene Funktion w(z,y) die Aussagen unseres Hilfssatzes. Indem 
wir wieder auf unser Ausgangsgebiet zuriicktransformieren, gelangen wir zum 
Beweise unserer Behauptungen. 
Sei 
w(p), P(g), ap), r(p), 8(y), t(g) 
ein Streifen zweiter Ordnung lings R,: 


dw= p(y)d p + 9(¢y) do 
dp=r(y)dgy+s(gy)de;dq=s(g)dgp+t(pde, 
dann ist z. B. 


w(o, y) = w(y) + (oe — 1) ¢g(y) + */2(o — 1)? t(¢g) 


eine geeignete Fortsetzung ins Innere von £,. 

In der gleichen Weise wie soeben kénnen wir einen entsprechenden Hilfs- 
satz fiir eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit n 
unabhangigen Variablen ableiten. 

Falls ein Teilstiick des Randes die charakteristischen Spitzen der vor- 
gegebenen partiellen Differentialgleichung beriihrt, kénnen wir iiber die 
Streifengré6Ben erster Ordnung p, q im allgemeinen nicht von vornherein so 
verfiigen, daB die fortgesetzte Funktion nach dem Kreisinnern einen durchweg 
positiven Anstieg besitzt. Der Hilfssatz erstreckt sich also nicht auf diesen Fall. 

Wir schreiten nach dieser Vorbereitung zur Lésung von Problem (1). Wir 
betten es zu diesem Zweck in eine Problemschar (1*) ein, die aus den Variations- 
problemen 


E,,(u, u) 
(1*) a ff Oy, UZ + 2AygUgly + Myqty + 2aygu,U + 2Zagguyu+ 


+ Aggu®+ p(u2 + uz)dady— Min 
u(s) = h(s) lings S 


besteht. yu > 0 ist ein Parameter. 

Die quadratische Form im Integranden ist fiir alle ~4 > 0 positiv definit. 
Wir fassen jetzt einen Streifen G ins Auge, der um den Rand S herumfihrt 
und die innere Begrenzungskurve S, cE besitzen mége. In © existiere eine 
Funktion w(z,y) mit den in unserem Hilfssatz geforderten Eigenschaften. 
Wir kénnen offenbar den Parameter yu so klein wihlen, etwa 0 < u < 6, daB 
die Funktion w(z,y) langs der Problemschar (1*) 0 < u < 6 die Aussage des 
Hilfssatzes erfillt. Dies ist aus Stetigkeitsgriinden stets' méglich. Neben 
w(zx,y) ziehen wir noch die Funktion — w(z,y) in Betracht, auf die die ent- 
sprechenden Aussagen unseres Hilfssatzes beziiglich positiver Absolutglieder 
der Lagrangeschen Gleichungsschar zutreffen. Mit w(z,y) und — w(z,y) ge- 
niigen auch die Paare A w(z,y); — Aw(z,y); A> 0, unseren Bedingungen 
iiber S. Wir wollen jetzt zeigen, daB bei hinreichend groBem A die Extremalen 
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unserer Problemschar (1*); 0 < u < 6 iiber dem Streifen @ in dem durch die 
Flachen 
h(z,y)+Aw(z,y) und h(z,y) — Aw(z,y) 

aufgespannten Winkelbereich in die vorgelegte Randkurve einmiinden. Hierzu 
miissen wir drei Dinge beachten. Erstens wihlen wir eine Zahl A, > 0 so, 
daB die zu h(z,y) + A, w(z,y) gehérigen Absolutglieder der Lagrangeschen 
Gleichungen der Variationsprobleme (1*), 0 < u < 6, iiber © kleiner als Null 
ausfallen; zweitens wihlen wir eine Zahl A,> 0 so, daB entsprechend die zu 
h(x, y) — A,w(xz,y) gehdrigen Absolutglieder der Lagrangeschen Gleichungen 
zu (1*),0 < uw <4, tiber © gréBer als Null ausfallen. Um nun A > Max(A,, A,) 
noch einer dritten Bedingung zu unterwerfen, bedenken wir folgendes: Die 
Variationsprobleme (1*), 0<y~< 6, sind unter den getroffenen Voraus- 
setzungen eindeutig lésbar. Wir befinden uns hier stets im rein elliptischen 
Fall. Samtliche Extremalen dieser Schar sind in E + S zweimal H-stetig 
differenzierbar (vgl. z. B. [2, 6, 8]). Ihre Funktionswerte sind iiber der Rand- 
kurve S, des Ringbereichs © gleichmaBig beschriinkt. Setzen wir dies zunichst 
einmal als gesichert voraus — wir tiberzeugen uns spéter hiervon —, dann 
bestimmen wir eine Zahl A, so, daB alle Lésungen von (1*), 0< <4, tiber S, 
zwischen den entsprechenden Werten von 


h(z,y) + Agw(x,y) und h(x, y) — A,w(zx, y) 
liegen. Wir wihlen schlieBlich ein festes 
Ag Max (Aj, A», As) 


und zeigen, die Extremalen von (1*), 0 < ~ < 6, miinden innerhalb des von 
den Flachen 


h(z,y) + Ayw(z,y) und h(z,y) — A,w(z,y) 
aufgespannten Winkelbereichs in die vorgelegte Randkurve ein. 
In der Tat, sei etwa u(z,y) Extremale von (1*) fiir den Parameterwert 
iy, 0 < 5 6. Wir betrachten die Funktion 
z(x,y) = h(x,y) + Ayw(z,y) — u(z,y) tiber 6. 
Nach Voraussetzung gilt 
z=0 lings S sowie z>0O lings §,. 


Der Rand L einer offenen Komponente G in ©, die durch die Ungleichung 
z(x,y) < 0 definiert wire, wiirde daher notwendig zu © gehéren. Wir wenden 
Satz 1 auf die beiden Funktionen u(z,y) und h(z,y) + Ayw(z,y) aiber G an. 
Wegen A, > A, liefert dieser sogleich den Widerspruch 


z(z,y)20 tiber G+L. 
Entsprechend verfahren wir mit der Funktion 


2' (x,y) = h(z,y) — Ayw(x,y) — u(z,y) 
Analog haben wir 
z’= 0 lings S, und z’<0 lings 8,. 











212 Herpert Becker: 
Existiere eine Komponente G’, wo z’> 0 ausfiele, so folgt nach Satz 1 wegen 
Ay > A, wie oben ein Widerspruch. Zusammenfassend gilt also: 


(10) h(z,y) + Agw(x,y) = u(z,y) = h(z,y) — Ayw(z,y) 


iiber dem Streifen 6, womit das Ziel unserer Konstruktion erreicht ist. 

Sei jetzt u, > uw, >-**> M_> -** eine Folge positiver, gegen Null konver- 
gierender Zahlen, und wu, (z, y) die entsprechenden Extremalen der Variations- 
probleme (1*). Man vergewissert sich leicht, u,,(x,y) bildet eine Minimalfolge 
fiir das Variationsproblem (1), wenn dieses in der Funktionenklasse D, be- 
trachtet wird. Sei m die untere Grenze des Variationsintegrals ZH (u, wu) von (1) 
fiir diejenigen Funktionen aus D,, welche die gegebene Randbedingung er- 
fiillen, und m, die entsprechende untere Grenze der Integrale E,,(u, u) von (1*). 
Ist ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so existiert offenbar eine Vergleichsfunktion 
v(z,y)C D,, wofiir 


E(v,v) Sm+e 
gilt. Wir kénnen weiter eine Zahl NV > 0 bestimmen, so daB fiir alle y,,,n = N: 
E,, (v,v) Sm + 2e 
ausfallt. Hieraus folgt in Verbindung mit m < m,, 
mam, sm+2e fir n=>N 


die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Wir geben uns jetzt eine Folge ineinandergeschachtelter Gebiete G,; Cc G;, , 
(i= 1,2...) vor, die gegen das Gebiet H konvergiert; dabei mégen die 
Rander L; von G; simtlich im Streifen @ liegen, doch keine Punkte mit S 
gemein haben. Aus bekannten Siatzen (vgl. z. B. [2,6]), entnehmen wir 
folgendes: die Lésungen u, (x,y) der Variationsprobleme EZ, (u, u)—> Min ge- 
niigen in den Teilgebieten G; H-Bedingungen, wobei die H-Konstanten und 
Exponenten auBer von G; von der Konstanten k(@;) in (2), den Maxima der 
absoluten Betrage der Koeffizienten, von einer Zahl s mit m,< 8, sowie der 
Funktion h(z,y) abhingen. G,; bedeutet ein Teilgebiet in unserer Folge, 
welches G,; ganz im Innern enthalt. Hieraus ergibt sich weiter: Die Folge 
u, (x,y) ist in jedem der Teilgebiete G; gleichgradig stetig. Um die gleich- 
maBige Beschrainktheit der Funktionen u,(z,y) in G; zu erweisen, schlieBen 
wir wie folgt: Kommt im Variationsintegral (1) die gesuchte Funktion u(z, y) 
explizit vor, dann hat man nach (2) eine Schranke R(G;,) fiir die Quadrat- 
integrale der u,(z,y) tiber G,. Hieraus folgt die Existenz eines Punktes 
P(Xns Yn) CF, wo 

Uz (2p, Yn) = war 
gilt. m(G,) bedeutet den Flacheninhalt von G,. Die gleichmaBige H-Stetigkeit 
der Funktionen u,(z,y) in G, liefert dann sofort deren gleichmaBige Be- 
schrinktheit in G;. Kommt u(x, y) nicht im Integranden von (1) vor, und ist 
c eine hinreichend groBe positive Zahl, die 


max |h(s)| <c 
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erfillt, so erkennt man durch eine einfache Variationsbetrachtung, daB iiberall 


—cesu,(z,y)S+e 
gelten muB. 

In der Tat sei G’ eine offene Komponente von £, die etwa durch die Un- 
gleichung: c < u,,(z,y) definiert ist, so variiere man das Integral (1*) mit der 
speziellen Variation 
_ ty — ¢ ~euf @’ 

2 W=< auf (E+ 8)-G’. 
Man erhilt sofort den Widerspruch 

u(z,y)=c auf G. 
Ebenso schlieBt man bei dem anderen Teil der Ungleichung. Damit haben wir 
uns nachtriglich iiberzeugt, daB die Extremalen u,,(z,y) von (1*) lings der 
inneren Streifenkurve S, von © gleichmaBig beschrinkt bleiben. Unsere 
Streifenkonstruktion und die daran angestellten Schliisse sind also legitim. 

Weiter folgt die Existenz einer Teilfolge {u,,- (x, y)} von {u,(z,y)}, die in Z 
gegen eine dort stetige Grenzfunktion konvergiert. In der Tat existiert wegen 
der gleichgradigen Stetigkeit eine Teilfolge {u} (x, y)} von {u, (zx, y)}, die in G,, 
der AbschlieBung von G,, gleichmaBig gegen eine dort stetige Grenzfunktion 
u(z,y) konvergiert. Aus dieser ziehen wir eine Teilfolge {u2(z, y)}, die auf G, 
gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert, die wir wieder mit 
u(x, y) bezeichnen, da sie auf G, mit der vorigen Grenzfunktion iibereinstimmt. 
So fahren wir fort. Die Diagonalfolge konvergiert in jedem Punkt von £, 
wir identifizieren sie mit der vorhin mit {u,,(z, y)} bezeichneten Folge. 

u(x, y) = limu,,(z, y) definiert eine in EZ stetige Funktion, die zu einer in 


n'— c 
E + 8 stetigen Funktion erginzt werden kann, welche die Randwerte h(s) 
langs S annimmt. Letzteres erkennt man sofort aus unserer Streifenkon- 
struktion ; fiihren wir den Grenziibergang in (10) durch, so erhalten wir 


h(x,y) — Agw(x,y) S u(z,y) Sh(z,y) + Ayw(z,y) Plx,y)cS. 


Aus bekannten Sitzen iiber elliptische Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung (vgl. etwa [1, 2, 6, 8]), entnimmt man ferner die gleichmaBige H-Stetig- 
keit der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Extremalen 
u,, (x,y) langs der Folge in jedem der Teilgebiete G; von Z. Wie soeben iiber- 
zeugt man sich daraufhin, daB die in E + S stetige Funktion u(x, y) innerhalb 
E hélderstetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Das- 
selbe gilt noch auf dem elliptischen Randteil S — S,, dagegen wissen wir nichts 
iiber das Verhalten der partiellen Ableitungen bei Annaherung an den para- 
bolischen Randtei] S,, nicht einmal, ob u(z,y) ein endliches Dirichletintegral 
besitzt. Deshalb miissen wir im folgenden etwas genauer schlieBen. 

Wir bezeichnen mit m,), die Werte des Variationsintegrals E,, (u,,u,), 
erstreckt iiber die Teilgebiete G,, und mit nm, die Werte von E(u,u) tiber 
G,(t= 1,2...), dann haben wir: 

n, Slim m,,; . 


a-> @ 
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Weiter gilt 
m,;<m,, und limm, =m, 
n-> @ 
also 
(11) n, S lim m,,);< limm,, = m 
n-—> co n-—> oO 


>limn,=nsm. 


Das Variationsintegral (1) nimmt also fiir unsere soeben konstruierte Funktion 

u(x,y) den Wert E(u,u) = n < man. Wir wissen jedoch nicht, ob u(z, y) zur 

Funktionenklasse D, gehért. Da m die untere Grenze des Variationsintegrals 

(1) in der Klasse zulassiger Funktionen in D, ist, wire es denkbar, daB in (11) 

das Ungleichheitszeichen auftrete. Wir hiatten dann in der Funktion u(z, y) 

noch nicht notwendig die Lésung des Variationsproblems (1) gefunden. Wir 

wollen uns daher vergewissern, daB die untere Grenze des Variations- 

integrals (1) fiir alle in Z + S stetigen, die gegebene Randkurve durchlaufenden, 

in jedem inneren Teilgebiet von EZ zur Klasse D, gehérigen Funktionen nicht 

unter m gelegen ist, unabhangig von der Forderung iiber die Beschranktheit 

des Dirichletintegrals. 
Sei v(x, y) eine unsere Randbedingung befriedigende, nicht zu D, gehérige 

Funktion der obigen Art, wofir 


E(v,v) = ng< _m 
ware. Wir zeigen, in diesem Fall existiert eine dieselbe Randbedingung be- 
friedigende Funktion v, (x, y) c D, mit 
E(v,, v,) S Mg+ e<m. 
é ist eine beliebige, hinreichend klein gewihlte, positive Zahl. Dies liefert 
einen Widerspruch. In (11) gilt das Gleichheitszeichen. 
Um », (xz, y) zu konstruieren, gehen wir von der Zerlegung 
v(x, y) = (v(x,y) — A(x,y)) + h(z,y) 
aus. 
(12) E(v,v) = E(v—h,v—h) + 2 E(v —h,h) + Bh, h) 

Sei / eine hinreichend kleine positive Zahl, und N die abgeschlossene Punkt- 
menge von E + S, wo 
v(x, y) = h(x,y) 
gilt. Wir diirfen fiir die MaBe der Mengen E und N m(£) — m(N) > O voraus- 
setzen. Die Punktmengen M,,M,c (H+ S)—MN seien durch die Unglei- 

chungen 
M,: 0 < v(x, y) — h(x, y) <1; M,: —1 < v(x, y) — h(z,y) <0 
definiert. Offenbar existiert bei beliebig vorgelegtem 4 > 0 eine Zahl 1, (6) so, 


daB far 1 < 1, 
m(M,) < 6; m(M,) < 6 


gilt. 








tt 2 lk. UonlCUl lO, OU Oe eh | Oo 


—_ 
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Wegen der Totalstetigkeit eines Integrals einer summierbaren Funktion 
existiert weiter bei beliebig vorgegebenem e, > 0 eine Zah! 6, derart, daB die 
Integrale auf der rechten Seite von (12) absolut unter ¢,/3 liegen, wenn man sie 
iiber eine beliebige meBbare Teilmenge von F + S erstreckt denkt, deren MaB 
kleiner als 6, ist. Wir wihlen 1, so klein, daB 2 6 < 4, wird, dann sind wir sicher, 
der Beitrag der drei Integrale von (12) tiber M,+ M, fallt kleiner als ¢, aus. 
Nunmehr ersetzen wir v(x, y) —h(x, y) durch die folgende Funktion: 

=0 auf M+ M+ NX 
w’ (x,y) = —= v(z,y)—A(z,y)—1, fir v(z,y) — A(z,y) >], 
= v(xz,y) —A(z,y)+1, fiir v(x,y) — h(x, y) < —k,. 
w' (x,y) ist stetig in Z + S, verschwindet lings S und gehért zur Klasse D,. 
Wir fassen die zulissige Funktion 


w’ (x,y) + h(x, y) CD, 
ins Auge und schiatzen die Differenz 
E(v,v) — E(w’ + h, w’ + h) 


ab. Da wir zu diesem Zweck E + S in die Teilmengen M%,+ M+ N und 
M+ M+ N= (EL + S) — (M+ M,+ N) zerlegen, deuten wir im folgenden 
das Integrationsgebiet in naheliegender Weise durch einen Index an. Zunichst 
gilt 


(13) Ex(v,v) = Eq(w' + h, w' +h). 

Ferner 

(14) Ex, +m,(¥, ¥) S& 

(15) Ex, + m,(w' + h, w' + h) = Ex 4m,(h, hk) S26F. 


F ist hierbei eine Konstante, die von der speziellen Wahl von h(z,y) sowie 
den Maxima der absoluten Betrage der quadratischen Form unter dem Integral- 
zeichen von (1) abhangt. I%,+ M,+ MN ist die Vereinigung offener Mengen, 
wo sich jeweils v(z,y) von w’(z,y) + h(z,y) um 1, oder — 1, unterscheidet. 
Demzufolge kann ersichtlich 1, so klein gewahit werden, dab 


(16) Earos al’, *) — Egosa(w’ +h,w'+h)| Se, 
wird. Beriicksichtigen wir (13), (14), (15), (16), so folgt 
(17) |\E(v,v) — E(w'+ h,w'+ h)| S2e,4+26F. 


ei 


Wir diirfen 1, noch so klein wihlen, daB etwa 6 < OF wird, dann haben wir 
mit 3¢,=e und »,(z,y) = w’(z,y) + A(z, y) unsere Behauptung bewiesen, 
zugleich auch den Satz 3. 

Satz 3. Die in E+S stetige, im Innern von E und auf S—S, zweimal 
H-stetig differenzierbare Funktion u(zx,y) nimmt auf S die vorgegebenen Rand- 
werte an und erteilt dem Variationsintegral (1) seine untere Grenze m in der 
Klasse aller in E + S stetigen, die Randwerte h(s) annehmenden Funktionen, 
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welche in jedem ganz im Innern liegenden Teilgebiet von E zur Klasse D, gehéren. 
Diese Extremale ist eindeutig bestimmt. 

Wir bemerken ausdriicklich: Alle unsere Schliisse bleiben giiltig, falls der 
gesamte Rand S in der vorausgesetzten Weise singular wird. 

Die Eindeutigkeit der Lésung ergibt sich wie im rein reguliren Fall. 
Seien etwa u(z,y), v(z,y) zwei verschiedene Lésungen aus unserer Klasse, 
und etwa 

E(v,v) => E(u,u), 
dann folgt aus dem Verschwinden der ersten Variation 
E(u,u) — E(v,v) = E(u—v,u—v) <0 
und hieraus sofort u = v. 

Nach dem gleichen Verfahren, wie wir den ebenen Fall des Variations- 
problems (1) behandelten, kénnen wir das riumliche Problem beliebiger 
Dimension lésen. Wir stiitzen uns dabei auf Satz 1* und auf die entsprechenden 
Satze iiber lineare partielle elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
beliebiger Dimension, die wir soeben im Falle der Dimension 2 herangezogen 
haben ([6, 8]). Es handelt sich um das Variationsproblem: 

E(u, u) 


= du du du 
7 f He ~ 4;x(%*) 55 op + 2 densi (%*) 55 ut 


E+S k=1 
+ On+i.n41 (27) udal... da" Min 


u(o)=h(c) lings S, 


(t’) 


wo fiir die quadratische Form unter dem Integralzeichen eine Ungleichung 
der Form (2) 


9" nf oo (aul? 
2’ Own) 2 Kw] Y (35) + wl 


in jedem echten Teilgebiet Z’ von Z gelten soll. Langs eines Teils des Randes S§ 
werde das Problem (1’) singulir, d.h. es gelte dort noch Q(u,u) => 0, doch 
werde die quadratische Form — 


(3’) x a; , (2) Ay Ay 
ik=1 


semidefinit. Wir gelangen unter den analogen Regularitétsvoraussetzungen 
tiber Gebiet, Koeffizienten und Randwerte zu einem analogen Existenzsatz 
fiir das Variationsproblem (1’), falls das singulire Flichenstiick S, nicht- 
charakteristisch ist ; d. h. die StellungsgréBen { p,/} der Tangentialebenen an S, 
dort in jedem Punkte 


erfiillen. Wenn andererseits ein Teil des parabolischen Randes charakte- 
ristisch wird, dann diirfen wir lings dieses Teils keine Randbedingung stellen. 
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Das erkennen wir wie im ebenen Fall durch analoge Betrachtungen wie auf 
Seite 208. 

In entsprechender Bezeichnungsweise bilden wir nach (7) fiir zwei regulire 
langs des elliptischen Randteils S — S, iibereinstimmende Funktionen u(z*), 
v(a*) 

Eg, (u,u) — Eg (v,v) = 2 Eg (v, u — v) + Eg (u — v, u — ») 


iiber eine Folge von Teilgebieten G,, G,,C G,,. Nach dem friiheren haben wir 
nur zu zeigen, daB die ersten Variationen EZ, (v, u — v) gegen Null streben, 
wenn die Rander der Teilgebiete G, in geeigneter Weise gegen den Rand S 
konvergieren. Bezeichnen wir wieder mit C, die Folge der Randteile, welche 
gegen S, konvergieren, so erhalten wir nach partieller Integration wie bei (8) 
fir EZ, (v,u — v) das Randintegral 


= dv ‘ 
2 ff Sante) 35 con(n, 24) (u - v) do. 
Cn 


n bedeutet den Einheitsvektor der iuBeren Normalen auf C,, da das Ober- 
flichenelement von C,. Da S, als charakteristisch vorausgesetzt wurde, gilt 
dort 


(18) ee) ©08(n_(x*), 2°) COS (ny (x*), z*) = 0. 


N_(x*) bezeichnet den Einheitsvektor der iuBeren Normalen auf S, im Punkt 
mit den Koordinaten (z*). 

Da nach Voraussetzung die quadratische Form (3’) auf S, positiv semi- 
definit ist, nimmt sie fiir 4,= cos(n,(x*), x‘) ihr Minimum an. Es bestehen 
daher die n linearen Gleichungen 


n 
2 %x (2%) 008 (n(x), z*) = 0 
(‘s 
auf S,. Nunmehr kann man genauso wie im ebenen Fall weiter schlieBen, 
um zu erkennen, da die erste Variation E(v, u — v) verschwindet. 

Zum SchluB sei noch darauf verwiesen, daB man unsere Methoden auch 
auf das allgemeine Variationsproblem (9). bei festen Randwerten ausdehnen 
kann, wenn dieses im Gebietsinnern durchweg regular, dagegen lings eines 
Randteils singular ist. In den Fillen, in denen es gelingt, um den gegebenen 
Rand herum eine entsprechende Streifenkonstruktion durchzufiihren wie 
soeben im Linearen, kénnen wir bei hinreichender Regularitét des Problems 
mit Hilfe von Satz 1 zu einem Existenzbeweis gelangen. 
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Die Torsionsuntergruppe einer Abelschen Gruppe 


Friepricu Levi, dem alten Freunde, dem Berg- und Forschungskameraden, 
zum 70. Geburtstag am 6. Februar 1958 


Von 


RemnHOoLp Baer in Frankfurt am Main 


Ist A eine beliebige [additiv geschriebene] abelsche Gruppe, so bilden die 
Elemente endlicher Ordnung in A die Torsionsuntergruppe 7'(A), und die 
Faktorgruppe A/7'(A) = F(A) ist eine torsionsfreie Gruppe. Wire 7'(A) stets 
ein direkter Summand von A, so wire die Struktur von A véllig durch dic 
Struktur der beiden ,,ungemischten‘‘ Komponenten 7'(A) und F(A) bestimmt. 
DaB dies nicht der Fall ist, hat als erster F. Levi durch ein Bespiel gezeigt. 
Damit entsteht das Problem, einen Uberblick iiber die méglichen (abelschen) 
Erweiterungen einer gegebenen Torsionsgruppe 7' durch eine gegebene torsions- 
freie Gruppe F zu gewinnen; und es liegt nahe, zu diesem Zwecke die Gruppe 
%(F, 7’) der abelschen Erweiterungen von 7' durch F heranzuziehen. Das soll 
in der vorliegenden Note geschehen. Es stellt sich zunichst heraus, daB die 
Gruppe 2 (F, 7’) stets eine Gruppe mit Division ist, so daB zwei Erweiterungen 
dann und nur dann zur gleichen Klasse [beziiglich der Automorphismengruppe 
von %(F,7')] gehéren, wenn sie die gleiche Ordnung (= Schurschen Expo- 
nenten) haben. Setzt man iiberdies die Abziahlbarkeit der torsionsfreien 
Gruppe F voravs, so erweist sich 2(F,7') als torsionsfrei, so daB es in einem 
solchen Falle eigentlich nur zwei wesentlich verschiedene Typen von Er- 
weiterungen gibt: die zerfallenden und die nicht zerfallenden. Andererseits 
kénnen wir zeigen, daB es Erweiterungen von p-Gruppen durch die Gruppe 
der Folgen ganzer Zahlen gibt, die die Ordnung p haben, dies das vielleicht. 
tiberraschenuste Ergebnis unserer Betrachtungen. 

Die beschriebene Strukturlosigkeit der Gruppe 2(F,7') kénnte vielleicht 
behoben werden, wenn man systematisch ihren natiirlichen Endomorphismen- 
ring ins Spiel brichte. Dieser wird von den Endomorphismen aufgespannt, 
die von Endomorphismen der Komponenten F und 7 in 2%(F,7') induziert 
werden. DaB dies vielleicht richtig ist, wird durch die Bemerkung nahegelegt, 
daB wir einige unserer Resultate durch Betrachtung geeigneter Endomor- 
phismen dieser Art gewinnen. Man vergleiche hierzu die Untersuchungen von 
NUNKE. 

Es ist selbstverstandlich, da8 sich unsere Uberlegungen auch auf allerlei 
Klassen abelscher Operatorgruppen ausdehnen lassen. Dies geht ohne Miihe, 
wenn man die Operatorenringe speziell genug wiahlt, etwa nullteilerfreie 
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kommutative Hauptidealringe. Die Ausdehnung unserer Ergebnisse auf 
Gruppen iiber Dedekindschen Ringen scheint nicht so ganz auf der Hand zu 
liegen ; man vergleiche hierzu KaPLansky und NuNKE. 

Bezeichnungen: Ist A eine abelsche Gruppe, n eine positive Zahl, so ist 
A,, stets die Untergruppe der na = 0 erfiillenden Elemente a aus A. Das 
Wort ,,Gruppe“ wird im folgenden stets als Abkiirzung von ,,abelsche Gruppe‘ 
benutzt. 


1. Die Grundbegriffe 


Im folgenden stellen wir die von uns bendétigten Grundbegriffe aus der 
Theorie der abelschen Erweiterungen in einer fiir unsere Zwecke bequemen 
Form zusammen. Fiir die Beweise dieser wohlbekannten Tatsachen sei etwa 
auf MacLane oder auch CaRTAN-EILENBERG verwiesen. 

Alle von uns diskutierten Gruppen werden abelsch sein; und als Gruppen- 
komposition wahlen wir die Addition. 

Sind F und T zwei (abelsche) Gruppen, so sei $(F,7') die Gruppe der 
Homomorphismen von F in 7. Eine Erweiterung von 7 durch F ist ein 
Paar (EZ, 6), wo EZ eine T enthaltende Gruppe und 6 ein Epimorphismus von £ 
auf F mit Kern K(b) = T ist. Die Klassen aquivalenter Erweiterungen von 7 
durch F bilden wieder eine Gruppe, die wir mit %(/, 7’) (= Gruppe der abel- 
schen Erweiterungen von 7' durch F) bezeichnen wollen. 

Es sei an die wohlbekannte Darstellung von %(F,7') durch Faktoren- 
systeme erinnert. Ein (abelsches) Faktorensystem von F iiber 7' ist eine 
T-wertige Funktion / von zwei Variablen iiber F mit folgenden Eigenschaften : 


f(0, x)= f(z, 0) = 0, f(z, y) = fly, x), 

f(x, y) + f(x + y, 2) = f(z, y + 2) + fly, 2) 
fiir x, y,z aus F. Diese Faktorensysteme bilden eine Gruppe; und es existiert 
ein kanonischer Epimorphismus dieser Gruppe auf 2%(F,7). Dieser bildet 
das Faktorensystem / auf eine Erweiterung (Z, b) mit folgenden Eigenschaften 
ab: Es gibt eine Z-wertige Funktion r einer Variablen iiber F derart, dab 


r(0)= 0, f(z,y)=r(z+y) — r(x) —rly), r(z)b=2 
fiir x, y in F gilt. Das Faktorensystem / gehért dann und nur dann zum Kern 


des kanonischen Epimorphismus, wenn es eine 7-wertige Funktion ¢ einer 
Variablen iiber F derart gibt, daB 


t(0)= 0, f(x,y) = t(x + y) — t(x) — ty) 
fiir x, y in F gilt. 

Ist w ein Homomorphismus der Gruppe F in die Gruppe G, / ein Faktoren- 
system von G iiber 7’, so wird ein Faktorensystem / w von F iiber 7 durch 
die Gleichung (f w) (x, y) = f(z w, y w) fiir z, y in F definiert.. Man iiberzeugt 
sich, daB w auf diese Weise einen Homomorphismus von 2 (G, 7') in A(F, 7’) 
induziert; und ahnlich, nur noch einfacher, sieht man ein, daB w einen Homo- 
morphismus von §(G,7) in $(F,7) induziert. Diese induzierten Endo- 
morphismen kénnen und wollen wir ebenfalls w nennen. 







































Die erste exakte Folge: Ist 


eine exakte Folge und lé6t sich die Erweiterung V von U durch W durch 
das Faktorensystem v von W iiber U darstellen, so ist auch 


0+ $(W,T) + 9(V,T) > 9(U,7)+A(W, 7) > AV, 7) +AU, T) + 0 


eine exakte Folge, wobei der Homomorphismus s den Homomorphismus 5 
aus $)(U, 7) auf die durch das Faktorensystem v(z, y) b definierte Erweiterung 
von 7' durch W abbildet. 

Ist w ein Homomorphismus der Gruppe T' in die Gruppe S, / ein Faktoren- 
system von F iiber 7’, so wird ein Faktorensystem / w von F iiber S durch 
die Gleichung (f w) (z, y) = /(z,y) w fiir z, y in F definiert. Man iiberzeugt 
sich, daB w auf diese Weise einen Homomorphismus von %(F,7') in 2(F, 8) 
induziert ; und ahnlich, nur noch einfacher, sieht man ein, daB w einen Homo- 
morphismus von $(F,7) in 9(F, 8) induziert. Diese induzierten Endo- 
morphismen werden wir ebenfalls mit w beZeichnen. 

Die zweite exakte Folge: Ist 


eine exakte Folge und JaBt sich die Erweiterung V von U durch W durch das 
Faktorensystem v von W iiber U darstellen, so ist auch 


0+ 9(F, U) > 9(F,V)> 9(F,W)+A(F, U) > AF, V) > A(F, W) +0 


eine exakte Folge, wobei der Homomorphismus s den Homomorphismus } 
aus 9$(F,W) auf die durch das Faktorensystem v(xb, yb) von F iiber U 
definierte Erweiterung von U durch F abbildet. 

SchlieBlich sei noch auf die wohlbekannte Tatsache hingewiesen, daB 
Gruppen mit Division direkte Summanden aller ihrer Obergruppen sind; 
siehe etwa Bakr [1; p. 766, (1; 1)]. Hieraus folgt insbesondere: 

Ist die Untergruppe U von 7 eine Gruppe mit Division, so sind 2(F, 7’) 
und %(F, 7/U) im wesentlichen identisch. 


2. Die induzierten Endomorpaismen der Gruppe der abelschen Erweiterungen 


Ist F, T ein Paar beliebiger abelscher Gruppen, so induziert jeder Endo- 
morphismus von F und jeder Endomorphismus von 7' in der Gruppe 2 (F, 7’) 
der abelschen Erweiterungen von 7’ durch F in natiirlicher Weise einen Endo- 
morphismus, iiber den die erste bzw. zweite exakte Folge (aus § 1) einige 
Auskunft gibt, vorausgesetzt, da8 es sich um Monomorphismen oder Epi- 
morphismen handelt. Wir stellen zunachst die so sich ergebenden Resultate 


zusammen. 


Hilfssatz 2.1: Der Endomorphismus a von F sei ein Monomorphismus. 

(a) a induziert einen Epimorphismus in A(F, 7). 

(b) Die Erweiterung (E,b) von T durch F gehért dann und nur dann zum 
Kern &(a) des von a in A(F, 7) induzierten Epimorphismus, wenn T ein direkter 
Summand von (F a) b— ist. 
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0+USVlW+0 


0+U+V>W+0 
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(c) R(a) ist epimorphes Bild von A(F/Fa,T). 
Beweis: Wir betrachten die exakte Folge 


0+F5F+F/Fa+0, 


wo ¢ der kanonische Epimorphismus von F auf F/Fa ist und deren Exaktheit 
daraus folgt, daB a nach Voraussetzung ein Monomorphismus ist. Anwendung 
der ersten exakten Folge ergibt sofort, daB a ein Epimorphismus von 2 (F, 7’) 
auf 2% (F, 7') ist und daB R(a) = A(F/Fa, 7) gilt, womit (a) und (c) bewiesen 
sind, wihrend (b) sich daraus ergibt, daB § die Erweiterungen von 7 durch 
F/Fa. genau auf die simtlichen Erweiterungen von 7' durch F abbildet, die 
auf Fa trivial sind — ist naimlich (Z,b) eine Erweiterung von 7' durch F 
und 7' direkter Summand-von (Fa) b-, so ist (Fa) b= 7'@ T’ und (E/7", b) 
ist einé Erweiterung von 7’ durch F/F a. 

Hilfssatz 2.2: Der Endomorphismus b von T sei ein Epimorphismus. 

(a) b induziert einen Epimorphismus in A(F, 7). 

(b) Die Erweiterung (E,b) von T durch F gehért dann und nur dann zum 
Kern &(b) des von b in A(F,7') induzierten Epimorphismus, wenn E/K (b) 
eine zerfallende Erweiterung von T/K(b) durch F ist. 

(c) R(b) ist epimorphes Bild von A(F, K (b)). 

Beweis: Wir betrachten die exakte Folge 


0+K(b) + Ti 70, 


wobei i der Injektionsisomorphismus der Untergruppe K(b) von 7' in T ist: 
daB diese Folge exakt ist, folgt daraus, daB 6 nach Voraussetzung ein Epi- 
morphismus von 7' auf 7’ ist. Anwendung der zweiten exakten Folge ergibt 
sofort, daB 6 einen Epimorphismus von %(F,7') auf 2(F, 7’) induziert, dessen 
Kern &(b) = A(F, K(b)) i ist, womit bereits (a) und (c) bewiesen sind. Da 
aber zu 2(F, K(b))i genau die Erweiterungen von 7 durch F gehéren, die 
sich durch ein Faktorensystem von F iiber K(b) darstellen lassen, folgt (b) 
aus (c). 
_ Bemerkung 2.1: Die Hilfssitze 2.1 und 2.2 reichen in mehreren Fallen zur 

Konstruktion von Automorphismen von 2 (F,7’) aus. 

(a) Ist a ein Monomorphismus von F in F und A(F/Fa,7') = 0, so indu- 
ziert a einen Automorphismus in 2 (F, 7’). 

(b) Ist 6 ein Epimorphismus von 7' auf 7 und A(F’, K (6)) = 0, so induziert 
b einen Automorphismus in 2 (F, 7’). 

Bemerkung 2.2: Jeder Endomorphismus von 2 (F, 7’), der von einem Endo- 
morphismus a von F induziert wird, ist mit jedem Endomorphismus von 
(F,7) vertauschbar, der von einem Endomorphismus 6 von 7’ induziert 


wird. Denn die von dem Faktorensystem / definierte Erweiterung von 7 


durch F wird durch das (in irgendeiner Reihenfolge gebildete) Produkt dieser 
beiden induzierten Endomorphismen auf die durch das Faktorensystem 
f(xa, ya) b fir x, y in F definierte Erweiterung von 7 durch F abgebildet. 
Der von Endomo phismen von F und der von Endomorphismen von 7’ in- 
duzierte Endomorphismenring von 2 (F, 7’) zentralisieren sich also gegenseitig ; 
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insbesondere liegen also die Endomorphismen von %(F,7'), die gleichzeitig 
von Endomorphismen von F und von Endomorphismen von 7 induziert 
werden, im Zentrum des von diesen beiden induzierten Ringen aufgespannten 
Endomorphismenrings von %(F, 7’). 


Da in einer exakten Folge 0+ U+V > W-0 stets u ein Monomor- 
phismus ist und p ein Epimorphismus, lassen sich die beiden exakten Folgen 
des § 1 nicht ohne weiteres auf Endomorphismen von F oder 7 anwenden, 
die weder Monomorphismen noch Epimorphismen sind. Fiir unsere Anwen- 
dungen wird folgendes Resultat ausreichen. 

Hilfssatz 2.3: Ein A(F, K(b))=0 erfiillender Endomorphismus b von T in- 
duziert in UA(F, T) einen Endomorphismus, dessen Kern R(b) im wesentlichen mit 
H(F,7T/T'b)/D(F, 7) b identisch ist. 

Ist r ein Homomorphismus von F in 7’, so ergibt sein Produkt mit dem 
kanonischen Epimorphismus von 7 auf 7/7'b einen Homomorphismus von F 
in 7/7Tb; und wir erhalten auf diese Weise den von 6 induzierten Homo- 
morphismus von 9(F,7') in §(F,7/Tb). 

Beweis: Wir wollen bei unserem Beweise zunichst keinen Gebrauch von 
der Voraussetzung 2(F, K(b))= 0 machen, um dann gleich ein etwas all- 
gemeineres Resultat herzuleiten. Die Injektion i von K(b) in 7 induziert 
in natiirlicher Weise einen Homomorphismus i von W(F, K(b)) in A(F, 7’). 
Ist namlich f irgendein Faktorensystem von F in K(b), so definiert dieses 
nicht nur eine Erweiterung von K (b) durch F, sondern auch eine Erweiterung 
von 7' durch F — die zweite ist das Bild der ersten bei i. Ist weiter g irgendein 
Faktorensystem von F in 7’, so wird ja die von g definierte Erweiterung von T 
durch F von b auf die durch das Faktorensystem (gb) (x,y) = g(z,y)b von F 
in 7 definierte Erweiterung abgebildet. Es ist klar, daB dabei die Erweite- 
rungen aus %(F, K(b)) i auf 0 abgebildet werden, daB also 


U(F, K(b)) is K(b) 
gilt. Wir werden nun die folgende Isomorphie beweisen : 
(2.3*) R(b)/AF, K(b) i= H(F,T/Tb)/H(F.T)b. 


Es ist klar, daB diese Isomorphie, die sich iibrigens als eine natiirliche erweisen 
wird, zum Beweise unseres Hilfssatzes ausreicht. 


Aus der Exaktheit der Folge 0 + K(b) ~7T. Th +0 ergibt sich wegen 
der zweiten exakten Folge, daB 6 einen Epimorphismus von %(F,7') auf 
A(F, T 6) induziert — da 6 ein Endomorphismus ist, ist dies auch eine Folge 
aus der trivialen Tatsache, daB jede Erweiterung (£,6) einer Untergruppe 
von 7' durch F auch eine Erweiterung [naimlich (2 + 7,6)] von 7 durch F 
induziert. 


Es sei zunachst / ein Faktorensystem von F iiber 7’ mit zerfallendem / b. 
Dann existiert wenigstens eine T-wertige Funktion r tiber F derart, dab 
r(0) = 0 und 


f(z, y)b6 = r(x + y) — r(x) — r(y) fir xz, y in F 
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gilt. Ist weiter s,¢ ein Paar 7-wertiger Funktionen, iiber F derart, daB 
8(0) = t(0) = 0 und 


(f(a, y) — (x +y) + 8(z) + 8{y)] b = t(x + y) — t(x) — t(y) 
fir x, y in F gelten, so setzen wir g(x) = r(x) — t(x) — (x) b und folgern 
g(x +y) — g(x) — g(y) = 0 fir z,yin F, 


so daB also g ein Homomorphismus von F in T ist. Die Abbildungen 
#(z)= 7b + r(x) und t(x) = 7b + t(x) sind offenbar Homomorphismen von 
F in T/Tb; und aus 

t(z) = Tb + r(x) — g(x) = —[T'b + g(x)] + F(x) 


folgern wir, daB die Homomorphismen 7 und ¢ aus 9(F,7/7'b) zur gleichen 
Restklasse modulo §(F,7')b gehéren — die letzte Gruppe enthilt ja genau 
die Homomorphismen von F in 7'/7'b, die durch Homomorphismen von F 
in T induziert. werden. Damit haben wir eine eindeutige Abbildung p von 
R(b) in H(F, T/T'6)/H(F, 7)b erhalten. Es ist klar, daB vp ein Homomorphismus 
ist [und daB nur zu Elementen aus R(b) gehérige Faktorensysteme in der 
vorliegenden Art abgebildet werden kénnen J. 

Sei weiter / ein Faktorensystem von F iiber 7’ derart, daB die zugehdérige 
Erweiterung von 7’ durch F zum Kern von pv gehért. Dann gibt es einen 
Homomorphimus hk von F in T und eine 7'-wertige Funktion r iiber F derart, 
daB 


r(0)=0, f(z,y)b=r(x+y) —r(x)—rly), Tbh+ r(x) = Tb + h(z) 


fiir z, y in F gelten. Aus r(0) = h(O) = 0 und r(z) = h(x) modulo T6 folgern 
wir die Existenz einer 7-wertigen Funktion k iiber F derart, daB k(0)= 0 
und r(x) — h(x) = k(x) fiir x in F gelten. Aus 


(f(x,y) — k(w@ +y) + k(x) + k(y)jb = 0 fiir x,y in F 


ergibt sich, daB g(x,y) = f(x,y) — k(x + y) + k(x) + k(y) ein zu f ahnliches 
Faktorensystem mit Werten in X (b) ist, und daB also die von f definierte Er- 
weiterung von 7’ durch F in A(F, K (b)) i liegt. — DaB umgekehrt 2(F, K (b)) i 
im Kern von p liegt, ist klar. Wir haben also die Giiltigkeit von 
A(F,K(b)) i= K(v) gezeigt. 

SchlieBlich betrachten wir irgendeinen Homomorphismus aus 9 (F, 7'/7'b). 
Dieser kann durch eine 7'-wertige Funktion w iiber F mit folgenden Eigen- 
schaften dargestelit werden: 


w(0)= 0, w(x) + w(y) = w(x + y) moduloTb fir z,y in F. 


Setzen wir v(z,y) = w(x + y) — w(x) — w(y) fiir x,y in F, so liegt v in Tb 
und ist also ein Faktorensystem von F iiber 7'b (und ein zerfallendes Faktoren- 
system von F iiber 7'). Da aber 6, wie am Anfang des Beweises von (2.3*) 
bemerkt, einen Epimorphismus von %(F,7') auf 2(F,7'b) induziert, so gibu 
es ein Faktorensystem u von F iiber 7 derart, daB ub und v iiber 7'b ahnlich 
sind. Man iiberzeugt sich leicht, daB die von u definierte Erweiterung von 7' 
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durch F in &(b) liegt und von pv auf die von w definierte Homomorphismen- 
klasse von 9(F,7/Tb) modulo $(F,7')b abgebildet wird. Damit ist gezeigt, 
daB pv den Isomorphismus (2.3*) liefert. 


3. Die Struktur von 2% (F, 7’) 

Die Resultate des § 2 wollen wir auf die durch Multiplikation mit ganzen 
Zahlen bewirkten Endomorphismen (d. h. auf die Multiplikationen) anwenden. 
Das fundamentale Hilfsmittel ist der folgende 

Hilfssutz 3.1: Die Multiplikation mit n in T und die Multiplikation mit n 
in F induzteren beide die Multiplikation mit n in A(F, 7). 

Beweis: Ist n eine ganze Zahl, so sei s;, der durch Multiplikation mit n 
in T induzierte Endomorphismus; und $,;’ sei der durch Multiplikation mit n 
in F induzierte Endomorphismus. Ist / irgendein Faktorensystem von F iiber 
T, so gilt 

(fo,) (x,y) = nf(z,y) fir x,y in F; 


und es ist klar, daB s;, in %(F, 7’) die Multiplikation mit n induziert. Um die 
entsprechende Betrachtung fiir s;’ durchzufiihren, ist es zweckmaBig, eine 
durch das Faktorensystem / darstellbare Erweiterung (Z,6) von 7 durch F 
heranzuziehen. Dann existiert eine Z-wertige Funktion e(z) tiber F derart, 
daB e(0) = 0, e(x)b = x und 


f(x,y) = e(x + y) — e(x) — e(y) fir z,y in F 


gilt. Natiirlich liegt t(z) = e(mx) — ne(zx) fiir jedes x aus F in 7’; und es gilt 
fir x,y in F , 


(fon) (x,y) = f(nx, ny) = e(nz + ny) — e(nzx) — e(ny) 
= t(x +y) — t(x) — t(y) + nf(z,y), 


woraus die Ahnlichkeit der Faktorensysteme n/ und /s;’ folgt. Also induziert 
auch $,’ in 2(F, 7’) die Multiplikation mit n. 

Folgerung 3.1: Ist n eine F,=0 und n A(F, 7) =0 erfiillende positive Zahl, 
so ist A(F, T) = 0. 

Beweis: Aus der ersten Voraussetzung folgt, daB Multiplikation mit n 
in F einen Monomorphismus bewirkt ; und es ergibt sich also aus Hilfssatz 2.1, 
daB dieser Monomorphismus einen Epimorphismus in %(F,7') induziert. 
Dieser Epimorphismus ist aber nach Hilfssatz 3.1 gerade die Multiplikation 
mit n ; und nun folgern wir ausderzweiten Voraussetzung (F, 7') = n(F, 7) = 0. 

Bemerkung 3.1: Die Folgerung 3.1, die wir hauptsichlich sp&terer An- 
wendung wegen gezogen haben, enthilt allerlei bekannte Satze als Spezial- 
fall. Ist etwa nT eine Gruppe mit Division, so ist bekanntlich A(F, n 7’) = 0. 
Nach Hilfssatz 3.1 sind aber n%(F,7') und 2%(F,n 7) nicht wesentlich ver- 
schieden. Anwendung von Folgerung 3.1 ergibt dann: Ist F,,= 0 und nT eine 
Gruppe mit Division, so ist 2%(F, 7’) = 0. 

Satz 3.1: Dann und nur dann gilt A(F,T)=pA(F, 7) fiir die Primzahl p, 
wenn F,= 0 oder T= pT ist. 
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Bemerkung: Dies ist ein Spezialfall von NuNkE, Theorem 4.5. Der Beweis 
ist der Bequemlichkeit des Lesers wegen eingefiigt. 

Beweis: Ist gleichzeitig F,+ 0 und T + pT’, so gibt es eine Untergruppe U 
von F und eine Untergruppe S von 7' derart, daB U und 7/8 beide zyklisch 
von der Primzahlordnung p sind. Man iiberzeugt sich ohne Miihe davon, 
daB dann 2%(U,7'/S) ebenfalls zyklisch von der Ordnung p ist. Anwendung 
der beiden exakten Folgen ergibt, daB 21(U,7') epimorphes Bild von 2(F, 7) 
und %(U, 7/S) epimorphes Bild von 2(U, 7') ist. Also ist die zyklische Gruppe 
A(U, T/S) der Ordnung p epimorphes Bild von 2(F, 7’). Diese Gruppe besitzt 
also eine Untergruppe vom Index p, woraus insbesondere 2% (F, 7’) + p%(F, 7) 
folgt. Damit ist die Notwendigkeit unserer Bedingung erwiesen. 

Als nachstes nehmen wir an, daB T= pT ist. Dann bewirkt Multiplikation 
mit p einen Epimorphismus von 7' auf sich, und Hilfssatz 2.2 zeigt (zusammen 
mit Hilfssatz 3.1), daB Multiplikation mit p ein Epimorphismus von 2 (F, 7') 
ist, daB also A(F, 7) = pAa(F, 7) gilt. 

Sei schlieBlich F,= 0. Dann bewirkt Multiplikation mit p in F einen 
Monomorphismus; und dieser induziert nach Hilfssatz 2.1 in 2%(F,7') einen 
Epimorphismus, der wegen Hilfssatz 3.1 mit dem durch Multiplikation mit p 
bewirkten Endomorphismus iibereinstimmt. Also wird 2(F,7') = pa(F,7); 
und unser Satz ist voll bewiesen. 

Satz 3.2: Es sei p eine Primzahl und F,=0. 

(a) Die Erweiterung (E,b) von T durch F gehért dann und nur dann zu 
A(F,T),, wenn T ein direkter Summand von T + pE ist. 

(b) A(F,T7),, ist im wesentlichen mit 9(F,T/pT)/9(F.T)* identisch, wobei 
9(F,7)* die Untergruppe der von Homomorphismen aus 9 (FT) induzierten 
Homomorphismen aus $(F,T/pT) ist. 

Beweis: Wegen F,= 0 bewirkt Multiplikation mit p einen Monomorphismus 
von F. Dieser induziert in 2(F,7') wegen Hilfssatz 3.1 ebenfalls die Multi- 
plikation mit p; und der Kern dieses Endomorphismus ist genau U(/,7),. 
Unsere Behauptung (a) ergibt sich nun aus Hilfssatz 2.1, (b). — Aus F,= 0 
und (dem trivialen) p 7’, = 0 kénnen wir wegen Folgerung 3.1 das Verschwinden 
von A(F, T,) erschlieBen. Aus Hilfssatz 3.1 folgt weiter, daB die Multiplikation 
mit p in &(F, 7’) (sowoh] von der Multiplikation mit p in F als auch) von der 
Multiplikation mit p in 7' induziert wird. Also sind alle Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 2.3 erfiillt, woraus sich sofort unsere Behauptung (b) ergibt. 

Folgerung 3.2: Es sei p eine Primzahl und F,=0. Dann und nur dann 
gilt AF, X),= 0 fiir jede Gruppe X, wenn pF eine Untergruppe U mit freier 
Faktorgruppe F/U besitzt. 

Beweis: Wegen Satz 3.2 gilt U(F, X),= 0 dann und nur dann, wenn jeder 
Homomorphismus von F in X/pX durch einen Homomorphismus von f in X 
induziert wird. 


Gibt es eine Untergruppe U von pF mit freier Faktorgruppe F/U, so ist 
die Faktorgruppe F/pF im wesentlichen mit der Faktorgruppe (F/U)/p(F/U) 
der freien Gruppe F/U identisch. Homomorphismen von F in X/pX sind im 
wesentlichen mit Homomorphismen von F/pF in X/pX identisch. Wir kénnen 
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sie also mit Homomorphismen von (F/U)/p(F/U) identifizieren; und diese 
werden selbstverstindlich durch Homomorphismen der freien Grappe F/U 
induziert, die wiederum mit U anullierenden Homomorphismen von F identi- 
fiziert werden kénnen. Daraus folgt das Hinreichen unserer Bedingung. 

Wir nehmen schlieBlich an, daB fiir jede freie Gruppe X jeder Homo- 
morphismus von F in X/pX durch einen Homomorphismus von F in X in, 
duziert werde. Es sei V eine freie Gruppe, deren Rang genau gleich dem 
Rang von F/pF ist. Dann sind F/pF und V/pV isomorphe Gruppen. Nach 
Voraussetzung existiert also ein Homomorphismus o von F in V, der einen 
Isomorphismus von F/pF auf V/pV induziert. Der Kern K(s) von s ist dann 
in pF enthalten und F/K(s) ist mit der Untergruppe F's der freien Gruppe V 
isomorph. Untergruppen freier Gruppen sind aber bekanntlich frei; vgl. 
KAPLANSKY (p. 44, Lemma 15). Also ist auch F/K(s) frei, womit die Not- 
wendigkeit unserer Bedingung dargetan ist. 

Bemerkung 3.2: Es gibt viele torsionsfreie Gruppen F derart, daB pF 
keine Untergruppe U mit freier Faktorgruppe F/U enthalt. Jede F + pF 
erfiillende, nicht zyklische, additive Gruppe rationaler Zahlen geniigt dieser 
Bedingung. Tieferliegende Beispiele fiir (F, 7'),+ 0 werden wir im §4 angeben. 

Satz 3.2, (b) legt es.nahe, nach Kriterien dafiir zu suchen, daB ein Homo- 
morphismus von F in 7/pT durch einen Homomorphismus von F in T' indu- 
ziert wird. Ein umfassendes Kriterium dieser Art werde zunichst abgeleitet. 

Lemma ‘3.1: Ist p eine Primzahl und F,=0, so wird der Homomorphismus $ 
von F in T/pT durch einen Homomorphismus von F in T induziert, wenn es 
eine aufsteigende Folge von Untergruppen F (i) von F und von positiven ganzen 
Zahlen n(i) mit folgenden Eigenschaften gibt: 


(a) F= UF (i). 

i=1 

(b) [F(i + 1)/F(i)],= 0 fiir jedes i. 

(c) F(i)s <[pT+T7,w\/pT fiir jedes i. 

Vorbemerkung: Natiirlich ist n(i) = n'(i) q(t) mit zu p teilerfremdem n’(#) 
und q(t) = p™®. Dann wird 7), ¢ = Ty) ® T,q und pT + Tyg = pT + Tew, 
Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, da8 die n(i) eine aufsteigende Folge 
von Potenzen von p bilden. — Weiter kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dab 
F(1) = 0 und n(1) = 1 ist. SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB das 
Abbrechen einer der beiden Folgen F(i) und n(i) nicht ausgeschlossen ist. 

Beweis: Der eigentlichen Konstruktion des gewiinschten Homomorphismus 
seien einige spezielle Homomorphismenkonstruktionen vorausgeschickt. 

(1) Ist s’ ein Homomorphismus von F”’ in [p7"+ T),|/p7",:n'+ 1 eine 
Potenz von p, ist F” eine n'F’’= 0 erfiillende Untergruppe von F’ und 
[|F’/F’’),= 0, ist schlieBlich $” ein Homomorphismus von F” in 7’, der den 
von s’ auf F” induzierten Homomorphismus induziert, so gibt es einen mit 5” 
auf F’’ tibereinstimmenden Homomorphismus von F’ in 7’,,, der s’ induziert. 

Zum Beweise von (1) benierken wir zunichst, daB %(F’/F’’, F’’) = 0 aus 
‘olgerung 3.1 bzw. Bemerkung 3.1 und den Voraussetzungen n’F’’= 0 und 
|F’/F’’}, = 0 folgt, da ja die zweite Voraussetzung [F’/F’’],,,= 0 nach sich zieht, 
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weil n’ eine Potenz von p ist. Also ist F’” ein direkter Summand von F’; 
und es gibt eine F’= F’’ @ D erfillende Untergruppe D von F’. Aus der Iso- 
morphie D = F’/F” folgt D,= 0. Mithin ist Multiplikation mit p ein Mono- 
morphismus von D. Also ist D/p‘ D fiir jedes positive i eine direkte Summe 
zyklischer Gruppen der Ordnung p‘. Insbesondere ist also D/n’ D eine direkte 
Summe zyklischer Gruppen der Ordnung n’. Wir kénnen also eine Teil- 
menge B von D auswihlen, die genau eine Basis von D modulo n’ D repri- 
sentiert ; und wir bemerken, daB n’ D + 6 fiir 6 aus B ein Element der Ordnung 
n’ ist. Nach Voraussetzung ist bs’ ein Element aus F’s’< [p7"+ 7",,]/p7". 
Also gibt es (wenigstens) ein bs’= p7”+ b* erfiillendes Element 5* in 77,,. 
Da n’b* = 0 ist und die Elemente n’ D + 6 mit 6 in B eine Basis von D/n’ D 
bilden, so existiert ein Homomorphismus } von D in 7”, der n’ Dd = 0 und 
bd = b* fiir jedes 6 aus B erfillt. Da F’= F’’@ D ist, so gibt es einen Homo- 
morphismus pv von F’ in 7”, ders” in F” und } in D induziert. Das’ von 5” 
in F”’ und offenbar auch von } in D induziert wird — denn B reprisentiert 
natiirlich auch eine Basis von D/pD — so wird s’ auch von pb in F’ induziert; 
da F’s"<T;,, aus n'F’ = 0 folgt, so gilt auch F’p < T;,; und damit ist (1) 
bewiesen. 

(2) Ist s’ ein Homomorphismus von F’ in [p 7"+ T,,-]/pT’, n’ eine Potenz 
von p, ist F” eine [F’/F’),= 0 erfiillende Untergruppe und 5” ein Homo- 
morphismus von F”’ in 7',,, der den von s’ in F’’ induzierten Homomorphismus 
induziert, so gibt es einen mit 5”’ auf F’’ iibereinstimmenden Homomorphismus 
von F’ in T’.., der 8’ induziert. 

Ist n’= 1, so sind 7), und also auch [p7"+ T;,]/pT’ und s” samtlich 0; 
und es ist nichts zu beweisen. Sei also n’+ 1. Ist K = K(s’’) der Kern des 
Homomorphismus $”, so folgt n’(F”"/K)=0 aus F’s"<T7",. Die Gruppen 
F’/K und F”/K geniigen also den beiden Voraussetzungen von (1). Da 3” 
den Homomorphismus s’ auf F’”’ induziert, so liegt K sicher im Kern von 9’. 
Es geniigen also auch die von s’ und 8” in F’/K bzw. F”’/K induzierten Homo- 
morphismen den Voraussetzungen von (1). Aus (1) folgt also die Existenz 
eines Homomorphismus pv von F’/K in T;,,, ders’ in F’/K induziert. Natiirlich 
definiert » einen Homomorphismus von F’ in T;,,, der s’ in F’ induziert. 

Wir werden nun durch vollstindige Induktion eine Folge von Homo- 
morphismen $(i) mit folgenden Eigenschaften konstruieren : 

(3) $(¢) ist ein Homomorphismus von F(t) in 7’, (,). 

(4) $(i) stimmt fir i= 2,3,... in F(i — 1) mit 5(i — 1) tiberein und in- 
duziert s in F (i). 

Wegen F(1) = 0 ist $(1)= 0 zulassig; und wir kénnen also die Induktions- 
annahme machen, daB den Bedingungen (3), (4) geniigende Homomorphismen 
$(j) mit 1 <7 <7 bereits konstruiert sind. Um (2) anzuwenden, setzen wir 
F’= F(i + 1), F’= F(t), n’= n(i + 1), 9’"= 8(t) und verstehen unter s’ den 
von $ in F(t +1) induzierten Homomorphismus. Da n(i) ein Teiler von 
n(t + 1) ist, so ergibt sich aus (b) und (c) die Giiltigkeit aller in (2) gemachten 
Voraussetzungen. Aus (2) folgt also die Existenz eines (3), (4) erfillenden 














Die Torsionsuntergruppe einer Abelschen Gruppe 


Homomorphismus $(i + 1); und damit ist die induktive Konstruktion dieser 
Homomorphismen vollendet. 

Da wegen (a) die Gruppe F genau die Vereinigungsmenge des Unter- 
gruppenturms Fi) ist, so folgt aus (3), (4) die Existenz eines eindeutig be- 
stimmten Homomorphismus $* von F in 7’, der auf F(t) mit $ (i) tibereinstimmt. 
Es ist dann klar, daB s* den Homomorphismus ¢ induziert und da8B Fs* eine 
p-Untergruppe von T' ist. 

Satz 3.3: Ist F die Vereinigungsmenge einer aufsteigenden Folge von Unter- 
gruppen F (i) derart, dap 

F(1)=0, F(t)/pF (i) endlich und [F(i + 1)/F(i)),= 0 


ist, ist weiter T eine Torsionsgruppe, so ist U(F,7),= 0. 

Beweis: Aus der Tatsache, daB F(1) = 0, [F(i + 1)/F(i)],= 0 und F die 
Vereinigungsmenge der F'(i) ist, folgt F,= 0. Sei weiter ein Homomorphismus 
$ von F in T/pT gegeben. Da F'(i)/pF (i) endlich ist, so ist F(t) 5 eine endliche 
Untergruppe von 7/pT. Da T' eine Torsionsgruppe ist, so existiert eine end- 
liche Untergruppe 7'(i) von 7, die der Bedingung F(i)s < [p7'+ T(i)|/pT 
geniigt. Ist n(i) das k.g.V. der Ordnungen der endlichen Gruppen 7'(j) mit 
1<j<i, so bilden die n(i) eine aufsteigende Folge ganzer Zahlen derart, 
daB F(i)s<[pT+T7,q\/pT gilt, da ja offenbar 7 (i) <7, () erfillt ist. 
Damit ist die Anwendbarkeit von Lemma 3.1 dargetan; und es folgt, daB 
$ durch einen Homomorphismus von F in 7 induziert wird. Also haben 
wir 9(F, 7T/pT)= 9(F,7)* verifiziert ; und nun folgt U(F, 7'),=0 aus Satz 3.2, 
(b), der wegen F, = 0 anwendbar ist. 

Folgerung 3.3: Ist F,—0, F/pF endlich oder F abzihlbar [p eine Primzahl], 
ist weiter T eine Torsionsgruppe, so ist U(F,T), = 0. 

Dies ergibt sich leicht durch Spezialisierung aus Satz 3.3. 

Folgerung 3.4: Ist F torsionsfrei und ist F abziihlbar oder F/pF fiir jede 
Primzahl p endlich, ist weiter T eine Torsionsgruppe, so ist U(F', T’) torsionsfrei. 

Aus unseren Voraussetzungen und Folgerung 3.3 ergibt sich nimlich 
A(F,7T),= 0 fiir jede Primzahl p und damit die Torsionsfreiheit von %(F, 7’). 

Ist F torsionsfrei, so folgt aus Satz 3.1, daB A%(F,7') eine Gruppe mit 
Division ist, daB also Multiplikation mit positiven Zahlen Epimorphismen von 
A(F,7T) bewirkt. Ist tiberdies F abzaéhlbar (oder F/pF fiir jede Primzahl p 
endlich) und ist weiter 7' eine Torsionsgruppe, so ergibt sich aus Folgerung 3.4 
die Torsionsfreiheit von 2(F,7'), so daB also Multiplikation mit positiven 
Zahlen sogar Automorphismen von 2(F', 7’) bewirkt. In diesem Falle operiert 
also der Kérper der rationalen Zahlen auf 2%(F,7), und die Struktur von 
%(F,7) (als abstrakte Gruppe) ist véllig durch ihren Rang bestimmt. Die 
genauere Bestimmung dieses Ranges, der sich in vielen Fallen als 2”* erweisen 
wird, sei spiteren Untersuchungen iiberlassen. 

Ist 7 eine Torsionsgruppe, so operiert auf 7’ der Ring der verallgemeinerten 
Multiplikationen ; dies sind Endomorphismen von 7’, die jedes Element aus 7 
auf ein Vielfaches seiner selbst abbilden. Dieser Ring induziert einen Endo- 
morphismenring von %(F, 7’), der in den eben diskutierten Fallen den Kérper 
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der rationalen Zahlen enthalt. Er ist stets epimorphes Bild des universalen 
Zahirings (im Sinne von van Dantzia), der die (unbeschrinkte) direkte Summe 
aller Ringe ganzer p-adischer Zahlen ist. 

Die Art der Anwendung dieser Bemerkungen erhellt aus folgender Be- 
trachtung. Ist 7 eine p-Gruppe, so operiert auf 7 der Ring R(p) der ganzen 
p-adischen Zahlen; und die zu p teilerfremden p-adischen Zahlen wirken als 
Automorphismen auf 7. Jede ganze p-adische Zahl induziert also einen 
Endomorphismus in A(F,7'), die zu p teilerfremden sogar Automorphismen. 
Ist e ein Element der Ordnung 0 in %(F,7'), so bildet die Gesamtheit o(e) 
der p-adischen Zahlen u mit der Eigenschaft, daB der von u induzierte Endo- 
morphismus von %(F',7') das Element ¢ anulliert, ein Ideal in R(p). Wire 
dieses Ideal + 0, so wiirde es eine Potenz von p enthalten; und daraus wiirde 
felgen, daB ¢ positive Ordnung hat. Also ist auch o(¢) = 0, so daB e von den 
p-adischen Zahlen auf lauter verschiedene Elemente abgebildet wird. Ins- 
besondere muB dann 2% (F, 7') ein Kontinuum von Elementen enthalten. Ver- 
gleiche in diesem Zusammenhang auch die von NUNKE angegebene Topologi- 
sierung von 2 (F, 7’). 


4. Die Gruppe der Folgen ganzer Zahlen 


Unter Z sei im folgenden stets die (additive) Gruppe aller Folgen ganzer 
Zahlen verstanden. Dabei wollen wir die Elemente von Z in der Form 
x= [2,,... -, Lj, Lj4y, - - .] mit ganzzahligen Koeffizienten xz, darstellen. Die 
Wichtigkeit dieser Gruppe beruht u. a. darauf, daB sie zwar keine freie Gruppe 
ist, von einer solchen aber ,,lokal* in dem Sinne nicht unterschieden werden 
kann, daB jede endliche Teilmenge von Z in einem direkten Summanden 
von Z liegt, der selbst eine freie Gruppe endlichen Ranges ist; siehe Barr 
({2]; p. 121/122). 

Ist p eine Primzahl, so sei unter Z(p) die Untergruppe aller Folgen x mit 
der Eigenschaft 
(p) Ist n irgendeine positive ganze Zahl, so sind fast alle x, durch p” teilbar, 
verstanden. Auch diese Gruppe Z(p) ist nicht frei, obwohl sie im oben an- 
gegebenen Sinne ebenfalls von einer freien Gruppe lokal nicht unterschieden 
werden kann. 

Unter Z(0) sei weiter die Untergruppe aller Folgen z mit der Eigenschaft 
(0) Fast alle x, sind 0 
verstanden. Es ist klar, daB Z(0) eine freie Gruppe abzihlbar unendlichen 
Ranges ist und daB Z(0) in allen Z(p) enthalten ist. Die folgenden Eigenschaften 
dieser Gruppen sind wohlbekannt und leicht verifiziert : 

(A) Z/Z(p) und Z/Z (0) sind torsionsfreie Gruppen. 
(B) Z(p) = Z(0) + p"Z(p) fiir jede Primzahl p und jedes positive n. 


Aus (B) folgt u.a., daB Z(p)/pZ(p) eine direkte Summe von abzahlbar 
unendlich vielen zyklischen Gruppen der Ordnung p ist, woraus sich sofort 
ergibt, daS die iiberabzihlbare Gruppe Z(p) — und-also auch ihre Ober- 
gruppe Z — nicht frei ist. 
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Bezeichnungen: Ist A eine p-Gruppe, so hat die Ordnung eines jeden 
Elements a aus A die Form p*), wobei der Ordnungsexponent e(a) eine ein- 
deutig bestimmte, nicht negative ganze Zahl ist. Liegt das Element a aus A 
zwar in p" A, aber nicht in p"*! A, so werde diese wohlbestimmte nicht. nega- 
tive ganze Zahli n die is h(a) = h(a, A) von a in A genannt. Liegt aber a 


im Durchschnitt p? A = A p" A, so ist a ein Element unendlicher Hohe. Ist 
n=1 

insbesondere p* A = 0, so sagen wir, daB A frei von Hlementen unendlicher 

Hohe ist. Es ist klar, daB direkte Summen zyklischer Gruppen-von p-Potenz- 

ordnung frei von Elementen unendlicher Hohe sind. 

Hilfssatz 4.1: Ist die p-Gruppe A epimorphes Bild von Z(p), so ist A direkte 
Summe einer Gruppe mit Division und einer Gruppe mit Elementen beschriinkter 
Ordnung. 

Beweis: Die Gruppe B = A/p® A ist frei von Elementen unendlicher Hohe. 
Mit A ist auch B ein epimorphes Bild von Z(p); und es existiert also ein Epi- 
morphismus $ von Z(p) auf B. Wir zeigen zuniichst: 

(+) Die Ordnungen der Elemente in Z(0)s sind beschrinkt. 

Angenommen (+) ware falsch. Dann betrachten wir die kanonische Basis 
b(t) von Z(0), die durch die Gleichungen 6(i),= 1, b(i),= 0 fiir i +7 definiert 
ist. Da die Ordnungen der Elemente in Z(0)s nicht beschrinkt sind, so sind 
auch die Ordnungen der Elemente 6(i)s nicht beschrinkt. Da B frei von 
Elementen unendlicher Héhe ist, so hat jedes von 0 verschiedene Element 
aus B wohlbestimmte endliche Héhe in B; und die Héhen der Elemente 
einer jeden endlichen Untergruppe von B sind beschriinkt. Da die Ordnungs- 
exponenten e[6(i)s] nicht beschrinkt sind, so kann man eine aufsteigende 
Folge ganzer Zahlen i, mit folgender Eigenschaft konstruieren 


= ] , is< $541 , 
e[b(t;.,)$] — 27 — 2 ist gréBer = die Héhe [in B] eines jeden von 0 ver- 
schiedenen Elements aus £(j) = Py {b (i,) 8}. 


Die £(j) bilden dann eine idteetgieille Folge endlicher Untergruppen von 
Z(0)s. Die Hoéhen (in B) der von 0 verschiedenen Elemente aus £(j) sind be- 
schrinkt. Ist £(j) = 0, so setzen wir h(j) = 0 — was allerdings héchstens fiir 
j = 1 eintreten kénnte — sonst sei h(j) das Maximum aller Héhen A(x) mit 
x +0 in E(j). Die definierende Eigenschaft der Zahlenfolge i, liBt sich jetzt 
folgendermaBen_ausdriicken : 

(*) h(j) + 27 + 2 < e[b(t;,,)5] fir j= 1,2,... 
Setzen wir zur Abkiirzung e(j) = e[6(i,) $], so gilt also sicherlich 

2j < e(j) far j = 2,3,.... 
Das Element p*/+»)-1b(i;,,)6 hat die genaue Ordnung p, und seine Hohe ist 
wenigstens e(j7 + 1) — 1. Sie ist also gréBer als h(j) + 2) + 1, so daB dieses 
Element gewiB nicht im £(j) liegen kann. Also wird 


~ B(j) AV {b(i; 4) 8} = 0. 
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Die Elemente 6(i;)s mit j= 1,..., bilden folglich eine Basis von E(k) 
[wenn wir nur b(1)s fortlassen, im Falle 6(1)s = 0 ist]. 
Es ist klar (und soeben benutzt worden), daB 


e(j) — 1 <A(j) far j= 1,2,... 
gilt; und hieraus folgt in Verbindung mit (*) 
e(j) + 27+ 1<e(j +1) far j=1,2,.... 
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB sowohl die e(j) wie auch die h(j) mit 7 gegen 


unendlich streben. 
Wir definieren nun folgendermaBen eine Zahlenfolge w aus Z: 


%1= print, 
w,= 0, wenn i von allen i; ,, verschieden ist. Da die h(j) mit 7 gegen unendlich 
streben (sogar monoton), so liegt w in Z(p); und da auch fir jedes feste k 
die Zahlen h(j + k) — h(k) mit j gegen unendlich streben, so gilt 


t 
w= 3 phO*1B(i,,,) modulo pM+++1Z(p) 
j=1 
Das Element ws aus B hat eine wohlbestimmte endliche Ordnung p’ mit 
v= e(ws). Folglich wird 


t 
O= FY p+t+#b(i,,,)8 modulo p*(t+i)+1+e B, 


j=1 
da ja Z(p)s = Bist. Das Element 
t 


w(t) = Y pr**+" bli, 41)8 


j=1 

liegt also in E(t + 1)-\ p*“*+)+*1+° B. Da aber die Maximalhéhe der Ele- 
mente + 0 aus £(t+ 1) genau A(t +1) ist, so wird E(t+1)np**1**B=0. 
Es folgt, daB alle w(t)= 0 sind; und hieraus ergibt sich durch eine nahe- 
liegende Induktion 

prO+*1+*b(i,,,) = 0 fir j= 1,2,.... 
Dann ist aber wegen (*) 

h(j)+27+2<e(j+ 1) Sh(j)+14 2, 
so daB sogar 2) < v fiir alle j gilt; und dies ist unméglich. Damit sind wir zu 
einem Widerspruch gefiihrt worden, aus dem die Giiltigkeit von (+) folgt. 

Aus (+) ergibt sich die Existenz einer positiven ganzen Zahl k mit 

p*Z(0)s = 0. Anwendung von (B) ergibt dann 


p* B= p*Z(p)s = p*(Z(0) + pZ(p)]s = p**1Z(p)s = p***B. 
Da aber B frei von Elementen unendlicher Héhe ist (nach Konstruktion), 
so wird sogar p*B=0. Aus B= A/p*A folgt dann p* A= p**!A. Also 
ist p* A eine Untergruppe mit Division der p-Gruppe A; und als solche ist 
p* A ein direkter Summand von A. Mithin wird A = C@p*A und p*C = 0. 
womit der Hilfssatz vollstindig bewiesen ist. 
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Satz 4.1: Die folgenden Eigenschaften der p-Gruppe T sind untereinander 
dquivalent : 

(1) T ist direkte Summe einer Gruppe mit Division und einer Gruppe mit Ele- 
menten beschriinkter Ordnung. 

(2) Aus F,= 0 folgt A(F,T) = 0 

(3) 2(Z, 7’) = 0 

(4) A(Z(p), 7) = 

(5) 2(Z, T),= 0. 

(6) 1(Z(p), 7), = 0. 

Beweis: Anwendung der Folgerung 3.1 und der Bemerkung, daB Gruppen 
mit Division direkte Summanden aller ihrer Obergruppen sind (§ 1), zeigt, 
daB (2) aus (1) folgt. Da Z und Z(p) torsionsfrei sind, so folgen (3) und (4) 
aus (2); und es ist klar, daB (5) aus (3) und (6) aus (4) folgt. 

Wird (1) nicht von T erfiillt, so gilt p'*+ 7'< p‘T fir alle nicht negativen 
ganzen Zahlen i. Es gibt also Elemente z(i) in 7 derart, daB p‘z(i) nicht in 
p'*'T liegt. Sei X die von den so ausgewihiten Elementen z(i) erzeugte 
Untergruppe von 7’. Wire q= p* eine p-Potenz derart, dab X <= pT+T, 
wire, so wiirde p* x(k) in p**+! T liegen, was unméglich ist. Also gilt 


X + pT+T, fir alle k; 


und hieraus folgt insbesondere die abzihlbare Unendlichkeit von (p T+ X Ip i! 
Aus (A) und (B) folgt 
Z(p)/pZ(p) = [Z(0) + pZ(p))/pZ(p) = Z(0)/[Z(0) \ pZ(p)) = Z(0)/pZ(0) . 
Da aber Z(0) eine freie Gruppe abzahlbar unendlichen Ranges ist, so ist 
auch Z(p)/pZ(p) abzihlbar unendlich; und damit ist die Isomorphie 
Z(p)/pZ(p) = (pT + X)/pT dargetan. Also gibt es einen Epimorphismus s von 
Z(p) auf (p T + X)/p T, dereinen Isomorphismus von Z (p)/pZ(p)auf(p 7 +X)/pT 
induziert. Angenommen nun, $ wiirde durch einen Homomorphismus ) von 
Z(p) in T induziert. Dann ist ein Epimorphismus von Z(p) auf die p-Gruppe 
Z(p)b= AST. Aus Hilfssatz 4.1 folgt die Existenz einer p* A = p*t'A 
erfiillenden nicht negativen ganzen Zahl k. Da aber s von 6 induziert wird, 
so ergibt sich 
(pT + X\/pT= Z(p)s = [pT + Z(p) b\/pT, pT + X = pT + Z(p)b, 
PRs pT + PA= ptil+ PriA= pT; 
und da8 dies unméglich ist, haben wir schon bei der Einfiihrung der Unter- 
gruppe X bemerkt. Damit haben wir gezeigt, daB nicht jeder Homomorphis- 


mus von Z(p) in Tip T durch einen Homomorphismus von Z(p) in 7 induziert 
wird. Anwendung von Satz 3.2, (b) ergibt 21(Z(p), 7),+ 0, so daB (1) aus (6) 
folgt. 
Da Z/Z(p) wegen (A) torsionsfrei ist, so gilt 
(pZ + Z(p)\/pZ = Z(p)/[Z(p) \ pZ) = Z(p)/pZ(p) . 


Da aber jede Untergruppe von Z/pZ direkter Summand von Z/pZ ist, so 
gibt es einen Epimorphismus s’ von Z auf (p7'+ X)/pT — hierbei ist X die 
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im vorigen Absatz konstruierte Untergruppe — der auf Z(p) genau den im 
vorigen Absatz konstruierten Epimorphismus o von Z(p) auf (pT + X)/pT 
induziert. Das nicht durch einen Homomorphismus von Z(p) in 7 induziert 
wird, so wird a fortiori s nicht durch einen Homomorphismus der Ober- 
gruppe Z in T induziert. Anwendung von Satz 3.2, (b) ergibt wieder 
2(Z, T), + 0, so daB (1) auch aus (5) folgt. Damit ist die Aquivalenz der Bedin- 
gungen (1) bis (6) bewiesen. 

Zusatz 4.1: Ist T eine p-Gruppe und UA(Z, T') + 0, so enthalten A(Z,T) und 
A(Z(p), 7’) sowohl Elemente beliebiger p-Potenzordnung wie auch Elemente der 
Ordnung 0. 

Beweis: Aus Satz 4.1 folgt, daB 2(Z,7’) und 2%(Z(p), 7’) Elemente der 
Ordnung p enthalten. Da diese beiden Gruppen nach Satz 3.1 Gruppen mit 
Division sind, so enthalten sie auch Elemente von beliebiger p-Potenzordnung. 
Weiter. iiberzeugt man sich leicht, daB Z(p) eine Untergruppe S besitzt, die 
die (gewohnliche) direkte Summe von Gruppen S(t) ist, deren jede zu Z(p) 
isomorph ist. Also enthalt 2(S(i),7) ein Element der Ordnung p‘; und 
daraus ergibt sich, daB 2(S,7') ein Element der Ordnung 0 enthalt. Aus der 
ersten exakten Folge erschlieBen wir die Tatsache, daB 2(S,7') epimorphes 
Bild von %(Z, 7’) und 2 (Z(p), 7’) ist, so daB also auch die beiden letzten Gruppen 
Elemente der Ordnung 0 enthalten. 

Bemerkung: Aus Satz 4.1 ergibt sich 21(Z, 7’) + 0, wenn nur 7 eine direkte 
Summe zyklischer Gruppen wachserider Ordnung ist. In diesem Falle ist 
also Zusatz 4.1 anwendbar. Damit haben wir u. a. eine in BAER [1] offen- 
gelassene Frage entschieden. 
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Proper Bases and Linear Homeomorphisms 
in Spaces of Analytic Functions 


By 
MAYNARD G. ARSOVE in Paris 


1. Introduction 


In his study of bases in the space of entire functions, V. GanaPpaTHy 
Iyer [6] introduced the notion of a proper basis and established a relationship 
between proper bases and automorphisms of the space. At the same time he 
suggested the possibility of characterizing automorphisms by means of bases. 
The problem thus posed was solved later in [1]. Using a modified definition 
of proper basis, it was there shown that the linearly homeomorphic images 
of the space in itself consist of those closed subspaces admitting proper bases. 
Further information on proper bases was obtained in [2]. 

The main purpose of the present paper is to extend this theory to spaces 
of functions analytic on a neighborhood Nz (0) of radius R about the origin. 
As before, proper bases are defined so as to preserve the essential properties 
of coefficient sequencés for expansions in terms of the fundamental basis {6,}: 

6,,(z) = 2” (n = 0,1,...). 
The main results are (i) a characterization of proper bases by means of the 
limiting behavior of the maxium function, and (ii) a characterization of the 
linear homeomorphic mappings onto closed subspaces as those linear mappings 
carrying {6,} into proper bases. 


2. Preliminaries 

To being with, let us fix 0 < R < + co and denote by F the space of all 
functions analytic on NV;,(0), the topology being that of uniform convergence 
on compact sets. As is well known, F is a complete metric linear space; it is 
also non-normable, but this fact is irrelevant in our discussion. A general study 
of the spaces F appears in a work begun by Torptirz in 1937 and published 
posthumously by Kérue in 1949 (see [14], and for further generalizations, 
K6ruHeE [12] and Nrwns [13)). 

For { any function in F% and 0 <r < R we shall employ the notation 

M,(f) = —_ If (2)| . 
jzj=r 

Then, defining ||/\|, in terms of the power series expansion 


(2) = 2 anz" 
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of f as 
(2.1) IIflle= & lanl 

a= 
we apply the familiar Cauchy inequality on the coefficients a, to obtain 

M, 
(2.2) M,() 5 lifes 2m (r<e<R). 
Since ||/||, is obviously monotone in r, is quuiee 
IIf\| = lim ||f\I, 
r—R 


always exists in the extended sense. The set of all functions / in F for which 
||/|| is finite forms a normed linear space which we shall denote by .o/. Moreover, 
it is evident from ABeE.’s theorem ([11], pp. 177—178) that consists of 
those functions f{ for which 


Py ja,| R"< +00, 
and that a=0 


IIAll = 2 lanl Rr. 
A classical argument, which we sketch below, shows that .o is, in fact, a 
Banach space. 


From (2.2) it is clear that convergence in the norm on .» implies uniform 
convergence on Nz(0). Similarly, if {f,} is a Cauchy sequence in , then {f,} 
converges uniformly on N,(0) to an analytic function /. Now, given « > 0 
there corresponds an integer N such that 

n,m>WN and O<r<R = |lfn—fmlleS \\fn—fmll < € 
Passage to the limit first on m and then on r results in ||/,— /|| < ¢ forn > N, 
proving that of is complete. 

An essential aspect of the basis théory, as developed here, is that linear 
combinations be interpreted in the infinite-series sense. Since our terminology 
will therefore differ somewhat from the usual linear space terminology, we 
state it explicitly. Thus, let {a,} be a sequence’) of functions in F. If 


one =0 


implies c,= 0 (n = 0, 1, .°. .) for all sequences {c,} of complex numbers for 
which the series converges, the sequence {«,} will be called linearly inde- 
pendent (otherwise, linearly dependent). We shall say that {a,} spans a sub- 
space F, of F provided that F, consists of all linear combinations 
ae Cn Lp ’ 
n=0 

where {c,} is any sequence of complex numbers for which the series converges 
in F. A sequence {«,,} which is linearly independent and spans a subspace F, 
of F will be said to be a basis in F,. (The same terminology will be used rela- 
tive to the e space A.) 


ay The sequences which arise will be indexed by n = 0,1,... (or by k = 0,1,...). 
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Trivially, {6,} is a basis in #. That {6,} is likewise a basis in of follows 
from the fact that the norm on .# is additive over disjoint sections of power 


series expansions: for f in .o/ 


n | oo 2 
i~s 2 Os — 2d || R* 3 0. 
k=0 k 





=n+1 





It is this additivity property which accounts for our choice of norm on & 
in preference to the more usual H! norm of Harpy [9]. 
Having observed that {6,} is a basis in the spaces F and ./, we formulate 
Definition 1. A basis {«,} in a subspace F, of F (or a subspace ~, of oA) 
will be called proper provided that for all sequences {c,} of complex numbers 


oc i) 


» Cn%, converges <> J’ c,d, converges”). 
n=0 n=0 


‘ 


3. A characterization of proper bases in F 


It is convenient to introduce a number of conditions applicable to se- 
quences {«,} of functions in #. Conditions (x) and (f) are defined by the 
limiting relationships 


(a) lim sup[M,(a,)}/"< R (all r < R) 


and 


lim }lim inf (a, (2) > R. 
(B) r—>R\ n-~>o 


The further conditions (A,), (A,), (A;), (B,), (B,), (B,) are defined as follows: 
for all sequences {c,,} of complex numbers 


(A,) lim sup |c,|/"s 1/R > JD |c,a,| converges uniformly on compact sub- 
n—> co n=0 


sets of Np(0); 
(A,) lim sup |e,//"<1/R => 3'c,«, converes uniformly on compact sub- 
— ee sets of Np(0); 
(A;) limsup|e,//"“s1/R => c,a,+0 uniformly en compact subsets of 
(B,) D \en%,| convergent uniformly on 
oe compact subsets of Np(0) = lim sup |c,|"< 1/R; 
(B,) D Cnn convergent uniformly on 
ane . compact subsets of Np(0) = lim sup |c,|"<1/R; 
(B,) Cn%,—> 0 uniformly on compact 
subsets of Np(0) => lim sup |c,//"s 1/R. 
n—> oo 





*) The convergence here is, of course, to be interpreted as that of the space in question. 
Bases closely resembling proper bases have been considered by Hapianov [8], who 
referred to them as “quasi-power bases”. We recall also that, in the case of F, conver- 
gence of J c,6, is equivalent to lim sup |c,|" < 1/R. 

n-—> co 
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Using an argument paralleling that of the proof of Theorem 1 of [2], 
we arrive at 

Lemma 1. For any sequence {a,} of functions in F, conditions («), (A,), 
(A,), (Ag) are equivalent. 

Proof. Suppose that («) holds. Then, given r < R, we choose 9 as any 
number such that 

lim sup [M,(a,))/"<o<R. 
There results 
M,(%,) < 9” 

for large n. It follows that if |z| < r, then the series 


dX’ enn (2)! 
n=0 
is ultimately dominated by 


oo 
» |enl o”- 
n=0 
Hence, 


(x) => (A,) > (Ag) > (A), 

and there remains only to show that (A,) implies (a). 
For this, suppose that (A,) holds but (a) fails. Then some choice of 

r < R yields 

lim sup [M,(«,)}//"= R. 

n-> co 

Taking {r,} as any sequence of real numbers less than R and increasing to 
R, we obtain at once an increasing sequence {n,} of positive integers for which 


[M, (Ong) P/"* > Te. 
Consequently, the sequence {c,} defined by 


Cy = 1/M, (%,) , Ch = 0 (n + Nx) 
has the property that 
lim sup |e, |" < 1/R 


n->oc 


However, for all k 


max |c,,%,(z)| =1, 
jzl=r 


and this evident contradiction to (A;) completes the proof. 

In similar fashion we establish the following generalization of Theorem 2 
of [2]. 

Lemma 2. For any sequence {a,} of functions in F, conditions (f), (B,), 
(B,), (B;) are equivalent. 

Proof. Suppose that (8) holds but (B,) fails. Then for some sequence 
{c,} of complex numbers and some constant o, we have c,a,—> 0 uniformly 
on compact sets and 


lim sup |c,/)/"> 1/o > 1/R. 


n— co 
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It follows that there exists an increasing sequence {n,} of positive integers 
for which 
len,| > L/o™. 
On the other hand, condition (f) ensures that for some r < R 
lim inf [M,(«,)//"> 0. 
a? @ 


Hence, M,(«,) > 0” for large n, so that ultimately 
[eng My (An,)| > 1. 


Confronted with this contradiction of c,«,— 0 uniformly on compact sets, 
we conclude that 
(B) > (B,) > (B,) > (B,) . 


The proof will be completed by showing that (B,) implies (/). 
To this end we assume that (B,) holds but (f) fails. There then exists 
a constant 9 such that 
lim {lim inf [M,(«,)}/"} <o< R, 


r—+>R | n+ 
and the monotoneity of the maximum functions yields 
lim inf [M,(«,)]}/"< 0 
n-? 2 


for allr < R. Taking {r,} as any sequence of real numbers less than R and 
increasing to R, we can thus obtain an increasing sequence {n,} of positive 
integers such that 

[M,, (Gy) P< Q- 


Hence, given any r < R, we have 
|on, (2)| < o% 


for |z| <r and k large enough so that r,>r. We next fix 9 < 9,< R and 
define a sequence {c,} by the relations 


Cny= Lote, p= O (m+ m,) - 
Then 
X |en%n| 
n=0 
converges uniformly on compact sets, and 
lim sup |c,|*/"= 1/o,>1/R . 
an-> oc 


This contradiction completes the proof. 
Conditions (A,) and (B,) are obviously necessary and sufficient for a basis 

{a,} in F to be proper. Hence, combining Lemmas 1 and 2 gives rise at once 

to a characterization of proper bases in terms of conditions («) and (f). 

16* 
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Theorem 1. A basis {x,,} in a subspace F, of F is proper if and only if 
lim sup [M,(a,)}/"< R (all r < R) 
and Ts 
Kim {lim inf (24 (2)} & 
rR | n> 
It should be observed that the inequalities (2.2) allow us to replace M,(«,,) 
in the above theorem by ||«,||,. Moreover, uniform convergence on compact 
sets of one of the series 2c,«,, 2 |c,«,| implies uniform convergence on 
compact sets of the other, provided that {a,} is a proper basis in F,. In 
this sense every proper basis in F, is an absolutely convergent basis*). 


4. Proper bases and linear homeomorphisms in F 


As our first step, we establish for the space F two lemmas on linear ope- 
rators, analogous to corresponding results of Ganapatuy Iyer for the space 
of entire functions ({6], pp. 879—880)*). The notation F, will be used to 
designate the space of all functions in A normed according to (2.1) for some 
fixed r < R. 

Lemma 3. Let T be a linear mapping of F into itself. Then for T to be 
continuous on F it is necessary and sufficient that to each r < R there correspond 
ao < R such that T maps F , continuously into F,. 

Proof. (Necessity). Suppose that 7’ is continuous on F but, for some 
r < R, does not map any F, continuously into F,. Then there exist a sequence 
{o,} of positive numbers increasing to R and a sequence {f,} of functions in 
F such that 


(4.1) \lfnlle, > 9 
and 
(4.2) IT falle= 1. 


It is clear from (4.1) that {/,} converges to 0 in F, and by (4.2) we see that 
{T f,} cannot converge to 0 in #. The continuity of 7 is thus violated. 

(Sufficiency). For each r < R the given hypothesis yields a 9 < R such 
that 7 maps F, continuously into F,. Let {/,} be a sequence of functions 
converging to 0 in #. Then ||/,||, > 0, so that ||7' /,||,> 9. That is to say, 
{T f,,} converges to 0 uniformly on compact sets, as required. 

Lemma 4. If T is a continuous linear mapping of F into itself and {a,} 
a sequence of functions in F with T 6,= a, (n=0,1,...), then condition (x) 
holds. Conversely, if {a,} is a sequence of functions in F for which condition (a) 


8) This terminology corresponds to that of Karxry [10] for Banach spaces. For bre- 
vity, the designation “absolute basis’ was used in [1] and [2], as in Newns [13]. 

*) It should be noted that Theorem 6 of Ganapatuy Iyer ([6], p. 880), which serves 
as the model for our Lemma 4, is contained in Satz 2 of Torpiitz ({14], p. 238). Moreover, 
the method of proof of Lemma 4 yields a similar result characterizing continuous linear 
mappings of F into another such space, but having a different value of R (replacing the 
last R in condition («)). This, in turn, strengthens the second half of Toeplitz’s Satz 2. 
We remark, further, that the result expressed in Lemma 3 is well known in the theory 
of locally convex topological linear spaces (see, for example, [5, pp. 100—101)). 
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holds, then there exists a continuous linear mapping T of F into itself such that 
T 6,= % (n=90,1,...). 

Proof. For the direct assertion we fix r < R and use Lemma 3 to obtain a 
o < R such that 7 maps F, continuously into F,. There then exists a con- 
stant K yielding 

lenle= ||7" 6,||-< KX ||d,||,—= K o* (n=0,1,.. o).- 

Hence, 
lim sup ||,||)"< @, 


nc 


so that («) holds. 
Conversely, let us assume that («) holds and fix r < R arbitrarily. Choosing 
o < R so that 
lim sup ||aql[2"< 9 < R, 
n—> © 


we infer that for large n 


||anl|- < @”*- 
Thus, there exists a constant K such that 
(4.3) |\|an||- = K o” (n =0,1,...). 


We now define a linear transformation 7 on F by 


r(Eat)- Fon. 
n=0 n=0 

convergence of the series in the right-hand member being assured by (4.3). 
Condition (4.3) also results in ||7' f\|,< K ||f\|,, and we conclude from Lemma 3 
that 7' is continuous on F. 

Essentially the same argument as used in proving Theorem 4 of [1] serves 
to derive the following characterization of linear homeomorphisms on F¥ in 
terms of proper bases. 

Theorem 2. If T is a linear homeomorphic mapping of F into itself, 
then {T 6,} is a proper basis in some closed subspace F, of F. Conversely, if 
{a,,} is a proper basis in a closed subspace F,, of F, then there exists a linear 
homeomorphic mapping T of F onto F, such that T 6,—a, (n=0,1,...). 

Proof. Let T be a linear homeomorphism of F into itself, and let F, 
be the range of 7. From the completeness of F and the uniform continuity 
of 7" it is clear that F, is a closed subspace of F. We proceed to show that 
the sequence {a,} defined by a, = 7' 4, is a proper basis in F,. Taking f as 
any function in Fy, we have T-! { = 2 c,d, for some corresponding sequence 
{c,} of complex .numbers. By the linearity and continuity of 7 there results 
f= Xc,%,, so that {x,} spans F,. That {«,,} is a proper basis in F, is then 
apparent from the fact that f and 7’ / have the same coefficient sequences 
relative to {a,} and {6,}, respectively. 

For the converse we start with a closed subspace F, admitting a proper 
basis {«,} and apply condition’ («) to obtain a continuous linear mapping 7’ 
of F into itself, carrying 6, into «,(n =0,1,...). Then-for m any function 
in F, so that some corresponding sequence {c,} of complex numbers yields 
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gy = Zc, 6,, we again infer from the linearity and continuity of 7 that 7 » 
= 2 ¢,%,. It follows that 7 is one-to-one and maps F onto F,. Hence, 
by a theorem of Banacu ([4], p. 41, Theorem 5) 7' must be a homeomorphism. 

Combining mappings in the usual fashion leads to 

Corollary 2.1. If {a,} and {8,} are proper bases for closed subspaces P and 
2, respectively, of F, then there exists a linear homeomorphic mapping T of 7 
onto 2 such that T «,= B, (n= 0,1,...). Conversely, let T be a linear homeo- 
morphic mapping of a closed subspace F of F onto a closed subspace 2 of F, 
and let {a,,} be a proper basis in P; then the sequence {B,,} defined by 8B, = T «,, 
(n = 0,1, ...) t8 @ proper basis in 2. 


5. Proper bases and linear homeomorphisms in / 


A theory of proper bases for the space / can be developed along lines 
paralleling those of the theory for 7. However, the space ./, which reduces 
to when R = 1, is easily seen to be isomorphic to /' for all finite values of 
R ({10), p. 974). Analytic functions are thus involved in only a superficial 
way. For this reason we merely state here the general conclusions, a more 
detailed treatment of proper bases in Banach spaces being contained in [3]. 

The following theorem provides a characterization of proper bases in 
closed subspaces of .0/. 

Theorem 3. Let {a,} be a basis for a closed subspace A, of %. Then a 
necessary and sufficient condition for {x,} to be a proper basis in A, is that 
there exist positive constants x and K such that 


x R"S \\a|| < KR (n=0,1,...). 


Moreover, every proper basis {a,} in a closed subspace 7, of « is an 
absolutely convergent basis®): for all sequences {c,} of complex numbers, 
2 Cy %, converges if and only if Z |\c,,«,,|| converges. 

Lemma 5. If T is a continuous linear mapping of A into itself and {a,} 
a sequence of functions in A with T 6,=a, (n=0,1,...), then the sequence 
{||x,,||/R"} ts bounded. Conversely, if {a,} is a sequence of functions in & for 
which the sequence {||x,,||/R"} is bounded, then there exists a continuous linear 
mapping T of of into itself such that T 6,= a, (n=0,1,...). 

Using this lemma in a way similar to that for the space F%, we reconstruct 
the main theorem connecting proper bases with linear homeomorphisms. 

Theorem 4. If 7 is a linear homeomorphic mapping of A into itself, then 
{T 6,} ts a proper basis in a closed subspace A, of of. Conversely, if {a,} is 
a proper basis in a closed subspace of, of of, then there exists a linear homeo- 
morphic mapping T of xf onto A, such that T6,=a, (n=0,1,...). 

It is, of course, obvious that Corollary 2.1 carries over to the space ./. 


6. Further remarks 


The study carried out here in terms of spaces of analytic functions can 
be transcribed in terms of sequence spaces, and from this point of view the 


8) See footnote 3. 
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linear transformations which arise can be represented as infinite matrices. 
Hapianov, in particular, has.used the infinite-matrix approach to obtain a 
criterion [7] for a linear transformation to map F into itself. This criterion 
is readily expressed by means of the individual matrix elements. 

On the other hand, our criteria for proper bases (Theorems | and 3) appear 
in terms of norms of rows (or columns), rather than individual matrix elements. 
It therefore seems unlikely that the infinite-matrix approach offers any ad- 
vantages in the present case. 
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Uber raumliche Drehungen 
Von 
HANFRIED LENZ in Miinchen 


Einleitung 


Die Herren G. Pickert und R. Barr haben vor einer Reihe von Jahren 
die euklidischen Bewegungsgruppen durch Axiome iiber freie Beweglichkeit 
gekennzeichnet'). Dafiir, daB eine Gruppe von Affinitaéten eine (nicht not- 
wendig die volle) orthogonale Gruppe zu einer definiten quadratischen Form 
ist, reichen nun bereits wesentlich schwachere Voraussetzungen hin, als 
PickEeRT und BaEr verwendet haben. Das soll in der vorliegenden Arbeit, 
derenSchwerpunkt aufdem dreidimensionalen reellenRaum liegt, gezeigt werden. 
Unter einer invarianten Geraden bzw. Ebene einer Gruppe © verstehen wir 
eine Gerade bzw. Ebene, die von jeder Abbildung X¢@G auf sich abgebildet 
wird. Wir wollen vor allem den folgenden Satz beweisen. 

Satz 1: Hine Gruppe G homogener Affinititen des dreidimensionalen reellen 
Raumes habe folgende Eigenschaften: 

(I) Es gibt keine hinsichtlich G invarianten Geraden oder Ebenen durch den 
Ursprung O. 

(II) Die reellen Eigenwerte der Abbildung G ¢€ © sind gleichmépfig beschrinkt 
(also entweder 1 oder —1). Dann und nur dann ist © eine orthogonale Gruppe 
zu einer bis auf einen konstanten Faktor bestimmten positiv definiten quadratischen 
Form. 

Die Bedingung (II) bedeutet geometrisch, daB jede Gerade durch den 
Nullpunkt, die durch eine Untergruppe auf sich abgebildet wird, durch sie 
beschrankt abgebildet wird. Da8® die Bedingung (I) nicht entbehrt werden 
kann, sieht man an dem Beispiel (in Matrixdarstellung) : 


+1 0 0 
(1) o-( f(g) cos p “Heya, 

b f(y)sing = f(y) cos 
wobei a,b, m beliebige Werte annehmen kénnen und / > 0 eine Lésung der 
Funktionalgleichungen {(g + wy) = /(q) f(y), f(a) = List. Statt (1) kann man 
auch die transponierten Matrizen betrachten. Das von PicKErT a. a. O. an- 
gegebene Beispiel 

G = (Iiv) ome —t(9) =) 
S(g) sing — f(y) cosy 


1) Pickert, G.: Elementare Behandlung des Helmholtzschen Raumproblems. Math. 
Ann. 120, 492—501 (1948). — R. Barr: Free mobility and orthogonality. Trans. Amer. 
math. Soc. 68, 439—460 (1950). 





ae 





--- 









Uber raumliche Drehungen 245 


zeigt, daB Satz 1 in der Ebene auch unter schirferen Voraussetzungen (z. B. 
freie Beweglichkeit jeder Geraden durch O in jede andere) nicht richtig ist. 
Im Raum von mehr als drei Dimensionen gelingt die Kennzeichnung ortho- 
gonaler Gruppen bisher nur unter schirferen Voraussetzungen. 


§ 1. Ein Hilfssatz 


Hilfssatz: G sei eine Gruppe homogener Affinitiiten des dreidimensionalen 
Raumes iiber dem reellen Zahlkérper P mit folgender Eigenschaft: Es gibt einen 
Vektor a + 0, so daB die Menge Ga ganz auf zwei zum Ursprung symmetrisch 
gelegenen Ebenen liegt. 

Dann hat & entweder eine invariante Gerade oder eine invariante Ebene durch 
den Nullpunkt, oder © besteht aus lauter Elementen endlicher Ordnung. 

Beweis: I. Die Behauptung ist klar, falls die beiden Ebenen zusammen- 
fallen; denn dann ist die lineare Hille von G a invariant und entweder eine 
Gerade oder Ebene. Dieser Fall sei also jetzt ausgeschlossen. Dann gibt es 
eine Basis a, b, ¢ des Raumes, so daB fiir alle G ¢ G 


Gaéeétia+Pb+ Pc 


ist. Die beiden Ebenen +a + Pb + Pc seien mit a,, x, bezeichnet. 
II. Wir nehmen an, die Menge Ga = U @a liege ganz in einer Ebene x 
GEG 


€ 

durch 0. Dann ist entweder G a ¢ {+ a, — a}, d. h. Pa ist invariante Gerade, 
oder es gibt ein p€Pb+Pc, p+0 mit +a+ p¢€Ga, etwa Ga=+a+p. 
Dann bilden a und +a + p eine Basis von x. Wegen G?a = G(+a+p)¢€2 
bildet G die Ebene z auf sich ab. Weil das fiir jedes G ¢ G mit Ga + + gilt, 
ist 2 invariante Ebene. Aus H¢€G, Ha=+a folgt nimlich G Ha + +a, 
GHa=2,Gn=2,@G n=2,Hxa=G"GHxa=2X. Dieser Fall sei ab jetzt 
ausgeschlossen. 

III. Die Menge G a U G(— a) wird durch G auf sich abgebildet. Falls es 
nur ein Paar zum Ursprung symmetrischer Ebenen gibt, das diese ‘Menge 
enthalt, also das Paar a,, «, so ist dieses Paar gegen Abbildungen aus © 
invariant. Jedes G ¢ © laBt a, und a, entweder einzeln fest oder vertauscht sie. 
Daher ist ihre Mittelebene P b + P ¢ invariant. 

IV. Es bleibt nur noch der Fall iibrig, daB zwei zu O zentralsymmetrische 
Ebenenpaare «,, a, und #,, 8, existieren, die sich in vier parallelen Geraden 
schneiden, so daB jeder Punkt von G a G(— a) auf einer dieser vier Geraden 
liegt. Weil wir den Fall II ausgeschlossen haben, enthalten alle diese Geraden 
wirklich Punkte aus G a\/G(—a). Falls die Anzahl dieser Punkte endlich 
ist, etwa r, so ist G”' fiir alle G ¢ G eine Abbildung, die die nicht in einer Ebene 
liegende Menge G a G(— a) punktweise fest l4Bt, also die Identitaét, d. h. G 
besteht aus lauter Elementen der Ordnung < r!. Falls die Menge G a \v G(— a) 
unendlich ist, so liegen in jeder der beiden Ebenen y,, y, durch O und eine 
unserer vier Geraden unendlich viele Punkte aus © a.) G(— a). Daher kann 
ein G ¢ G diese Ebenen y, und y, nur entweder einzeln fest lassen oder unter 
sich vertauschen. Die Schnittgerade y, ~ y, ist dann invariant. 
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Der Fall, daB keine invariante Gerade oder Ebene existiert, aber alle 
Elemente von endlicher Ordnung sind, kann wirklich eintreten, wie das Bei- 
spiel der Gruppe zeigt, die einen Wiirfel mit Mittelpunkt O und Ecke a in 
sich iiberfiihrt und deren Ordnung bekanntlich 48 ist. 


§ 2. Gruppen mit beschrinkten Eigenwerten 

Satz 2: Hine Gruppe © homogener Affinitdten des dreidimensionalen reellen 
Raumes, deren sdémtliche Eigenwerte gleichmaBig beschréinkt sind, und die keine 
invariante Gerade oder Ebene hat, ist eine orthogonale Gruppe zu einer definiten 
quadratischen Form. 

Die Voraussetzung, daB keine invarianten Geraden oder Ebenen existieren, 
ist offenbar auch notwendig, wie etwa das Beispiel (1) mit f = 1 zeigt. 

Beweis: Nach dem Satz von AUERBACH?) geniigt es zu zeigen, daB die 
Gruppe © unter diesen Voraussetzungen beschrankt ist, d. h. daB alle Matrix- 
elemente der © in irgendeinem Koordinatensystem darstellenden Matrizen be- 
schrankt sind. 

Die Eigenwerte jedes G¢@ miissen nach Voraussetzung den absoluten 
Betrag 1 haben; denn sonst wiirden die Eigenwerte von G+™ fiir hinreichend 
groBes m jede Schranke iiberschreiten. 

Alle Abbildungen aus G haben die Determinante +1, d. h., sie sind vo- 
lumentreu; denn die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte und hat 
daher den absoluten Betrag 1. 

Wir nehmen nun an, © sei nicht beschrankt. Bei gegebener Basis a,, 
ay, a, entspricht jedem X ¢ G eine Matrix, die wieder mit X bezeichnet werde. 
Es sei also 

X a;= J) 25,0; - 
? 
Dann entspricht dem Produkt zweier Abbildungen X Y das Matrizenprodukt 
XY im iblichen Sinn. Unter der Norm |X| einer Matrix X verstehen wir 
den Betrag des absolut gréBten Matrixelements, also Max |z;,|. Unter der 
i,k 
reduzierten Matrix X¢ einer Matrix X ¢G verstehen wir die Matrix x 
Die reduzierten Matrizen X¢, X ¢€ G brauchen keine Gruppe mehr zu bilden. 
Sie bilden aber eine beschrankte Menge, daher gilt das Haufungsstellenprinzip. 

Wir nehmen nun an, die Gruppe G sei nicht beschrankt. Dann kann man 
eine nicht beschrinkte Folge X,,, m=1,2,... auswahlen, so daB die zu- 
gehorige reduzierte Folge X®, gegen eine Matrix X¢ von der Norm | kon- 
vergiert. Dabei ist det Xe= 0. Sonst ware namlich die Folge 

iX,.P =o = +— 
, det X° det X°, 
und daher auch die Folge X,, beschrankt. 

*) Einen elementaren Beweis mit Hilfe des Léwnerschen Ellipsoids hat Herr Lave- 
witz gegeben: Uber die Invarianz quadratischer Formen bei linearen Transformationen 
und das Raumproblem. Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, KI. Ila, 21—25 (1956). Vgl. 


auch L. Danzer, D. Laucwrrz u. H. Lenz: Uber das Léwnersche Ellipsoid... . Arch. 
Math. 8, 214—219 (1957). 
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Weil alle Eigenwerte von X,, und daher auch von X®, gleichen absoluten 
Betrag haben und weil die Eigenwerte stetig von den Matrixelementen ab- 
hangen, miissen simtliche Eigenwerte der Grenzmatrix verschwinden. Wegen 
| Xe\| = 1 ist Xe jedoch nicht die Nullmatrix. X¢ l4Bt sich daher durch eine 
Basistransformation auf eine der beiden Normalformen 

010 010 
(2) ( 0 0} oder ( 0 ) 

000 000 
bringen. Im ersten Fall setzen wir 


Y= X,, YS = Xt, Y= Xe, 
im zweiten Fall 
Y,.= X;., Y= (X¢,)’, Y°= (Xe)?. 
Die Folge Y° konvergiert gegen Y°; denn die von der Norm im neun- 
dimensionalen Raum der Matrizen erzeugte topologische Struktur ist unab- 


haingig vom Koordinatensystem. Es braucht nicht mehr || Y°!| = 1 zu sein. 
Im zweiten Fall ist 

001 
(3) y® = (0 0 0} : 

0 0 0 


Nun verwenden wir die Voraussetzung, daB G keine invariante Gerade 
oder Ebene hat. Ist a, 6, ¢ die zur erhaltenen Normalform von Y® [(2) bzw 
(3)] gehérige Basis, so kann G so gewahit werden, da& in der Darstellung 


Ga=aa+bb+ecce 


im ersten Fall 6 + 0, im zweiten Fall c + 0 wird. Ware namlich etwa b = 0 
fiir alle G € G, so ware entweder auch stets c = 0, und Pa wire invariante 
Gerade, oder es gabe ein G € © mit c + 0, 


@a=Glaa+ce)cePa+ Pc. 


Weil a und aa+cc eine Basis von Pa + Pc bilden, ware diese Ebene 
invariant. G hat also die Matrixdarstellung 


Secce 

(o::::). 

SB esece 
Midea 010 0a 0 
$2.) (0.0 0) (00), 
S waet 000 0c 0, 


OR a wi 001 00a 
are(o--) (000) (00). 
Coase 000 00 ¢ 


Es folgt im ersten Fall 


GY*= 


—_——— 


im zweiten Fall 


Die Matrix G Y° hat im ersten Fall die Eigenwerte 0, 0, b + 0, im zweiten 
Fall die Eigenwerte 0,0,c +0. Beides ist unméglich; denn G Y° ist Limes 
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der Folge GY° aus lauter Matrizen, deren Eigenwerte gleichen absoluten 
Betrag haben. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit des Satzes 2%). 


§ 3. Beweis des Satzes 1 


Es bleibt nur noch zu zeigen, daB fir eine Gruppe G von homogenen 
Affinitaten, die keine invarianten Geraden oder Ebenen hat und deren Ele- 
mente auBer +1 keine reellen Eigenwerte haben, auch keine komplexen 
Eigenwerte vom absoluten Betrag + 1 méglich sind; denn dann folgt der Rest 
der Behauptung aus Satz 2. Es sei G ¢ G eine Abbildung mit den Eigenwerten 
1, y,¥; y¥ <1. Das ist, wenn die Behauptung nicht zutrifft, keine Be- 
schrankung der Allgemeinheit; denn hat S ¢G einen komplexen Eigenwert. 
vom Betrag +1, so erfillt entweder G = S? oder G = S~* die eben ange- 
gebenen Bedingungen. 

G habe die linear unabhangigen Eigenvektoren a, ¢,€. Dabei sind e und = 
konjugiert komplex. Wir fiihren reelle Basisvektoren a, 6, ¢ ein durch die 
Festsetzung 

e=b+ic, 
@=b—sc. 


In der Basis a, 6, ¢ entspricht der Abbildung G™ die Matrix 


* 
( a +8) mit y"=a+if, 
mi 
d. h. fiir hinreichend groBes m werden « und f dem Betrag nach beliebig klein. 
Nun gibt es in © eine Abbildung 7 mit der Eigenschaft 


Ta=aa+bbicc, a++1; 
denn anderenfalls hatte nach dem Hilfssatz des § 1 entweder G eine invariante 
Gerade oder Ebene oder alle Elemente von © waren von endlicher Ordnung 


und hatten im Gegensatz zu unserer Annahme lauter Eigenwerte vom Be- 
trag 1. Die zugehdrige Matrix ist (wieder mit 7’ bezeichnet) 


rf) 


In der zweiten und dritten Spalte stehen lauter Glieder, die sich fiir hin- 
reichend groBes m beliebig wenig von 0 unterscheiden; daher unterscheiden 
sich, weil die Eigenwerte von den Matrixelementen stetig abhangen, die 
Eigenwerte von 7'G™¢ © beliebig wenig von a, 0,0, wenn nur m geeignet 


®) Satz 2 gilt im n-dimensignalen Raum. Siehe H. Lenz, Eine Kennzeichnung der 
euklidischen Drehgruppen. Erscheint im Archiv der Mathematik. Damit wird gleichzeitig 
Satz 3 verscharft. (Zusatz bei der Korrektur.) 
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gewahit wird. Das widerspricht aber der Voraussetzung, daB der reelle Eigen- 
wert von 7’G™ den absoluten Betrag 1 hat. Damit ist Satz 1 bewiesen; denn 
wenn © nichtproportionale quadratische Formen invariant l4Bt, so auch eine 
ausgeartete quadratische Form und damit eine Gerade und eine Ebene. 


§ 4. Erginzungen 

Satz 2 gilt unverandert fiir den komplexen dreidimensionalen Raum; nur 
tritt an Stelle der quadratischen Form dann eine definite Hermitesche Form 
(vgl.2) Danzer-Lavewrrz-Lenz a. a. O., 8. 216). Es geniigt, wenn an Stelle 
des vollen komplexen Zahlkérpers ein algebraisch abgeschlossener Teilkérper J" 
als Koordinatenkérper genommen wird. Denn liegen alle Matrixelemente 
in diesem Teilkérper, so driicken sich auch alle invarianten Geraden und Ebenen 
der Gruppe, die im komplexen Erweiterungsraum liegen, durch Koordinaten 
aus dem Kérper J" aus, liegen also schon im gegebenen Raum. Es wiirde ge- 
niigen, daB in J’ jedes kubische Polynom in Linearfaktoren zerfallt. 

Ebenso 148t sich Satz 1 und Satz 2 auf dreidimensionale Raume iiber 
solchen Teilkérpern 2 des reellen Zahlkérpers erweitern, in denen alle reellen 
Wurzeln kubischer Gleichungen mit Koeffizienten aus X enthalten sind. 

Fiir héhere Dimensionenzahl n des Raumes kénnen bisher nur schwachere 
Aussagen gemacht werden‘). 

Satz 3: G sei eine Gruppe homogener Affinititen des reellen n-dimensionalen 
Raumes mit folgenden EHigenschaften: 

(I') Sind a, b linear unabhiingige Vektoren, so gibt es ein G € G mit Ga = aa + 
+ bb,b+0. 

(Il’) Alle Eigenwerte eines beliebigen X ¢G haben den Betrag 1. Dann ist. 
eine orthogonale Gruppe zu einer definiten quadratischen Form. 

Der Beweis verlauft zunichst ganz wie bei Satz 2. Fiir die Matrix Xe 
= lim X¢ ergibt sich an Stelle von (2) die Normalform 


Xe=/00..... 


Biden's dae 
G=]| 0....... , b6+0 
eee 
Es folgt 
Ye 
D Bscvcs 
GXe={00..... 


eee eee 


*) Siehe FuBnote 3. 





250 Hanrriep Lenz: Uber raumliche Drehungen 


Diese Matrix hat u.a. die beiden Eigenwerte 0 und b + 0, was fiir eine 
Grenzmatrix von Matrizen mit Eigenwerten gleichen Betrages unmédglich ist. 
Also ist G beschrinkt. Die Ubertragung des Satzes 3 ins Komplexe liegt auf 
der Hand. 

Satz 4: G sei eine Gruppe homogener Affinitéten des n-dimensionalen reellen 
Raumes, die folgende Bedingungen erfiillt : 

(I) Sind a, 6 linear unabhéngige Vektoren, so gibt es ein G € © mit 


Ga=aa+hbb, 
Gb=ca+db, ad—bc <0 


und ein SEG mit Sa=pa+gqb, q+0. 
(II) Kein X € G hat andere reelle Eigenwerte als +1. Dann ist G eine ortho- 
gonale Gruppe zu einer definiien quadratischen Form. 

Weil (I’) in (I”) enthalten ist, geniigt es zu zeigen, daB auch die kom- 
plexen Eigenwerte von X ¢G stets den Betrag 1 haben. Es sei X ¢ G und 
y, y komplexe Eigenwerte von X. Zu diesen Eigenwerten gehéren linear 
unabhangige, konjugiert komplexe Eigenvektoren ¢,¢. Diese spannen eine 
Ebene z auf, die zwei reelle Basisvektoren a, b enthalt. X bildet 2 auf sich ab. 
Nach (I’’) gibt es ein G ¢ G, das die Ebene 2 mit negativer Determinante 
det,,@ auf sich abbildet. Daher hat G als Abbildung von z auf sich zwei reelle 
Eigenwerte, die nach (II) und wegen det,,G < 0 die Werte + 1 und —1 haben. 
Auch GX hat als Abbildung von za auf sich negative Determinante. Nach dem 
soeben angewendeten SchluB ist also 


det, 7X = det,G = -—1, dh. 
det, X = y y=+1, w.z.b.w. 
Dieser Beweis zeigt tibrigens, daB sich die Bedingung (II’) des Satzes 3 
auch wie folgt geometrisch formulieren laBt : 


(II’) Bildet ein X € G eine Gerade bzw. Ebene durch den Nullpunkt in sich ab, 
so ist diese Abbildung lingen- bzw. flichentreu. 


(Eingegangen am 31. Januar 1958) 
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Uber zahlentheoretische Funktionen III 
Von 


Hans-Joacuim Kanovp in Braunschweig 


In einer friiheren Arbeit [2], die wir mit FI zitieren wollen, wurden all- 
gemeinere Satze iiber zahlentheoretische Funktionen bewiesen und einige 
bekannte spezielle Funktionen untersucht. Die Satze von FI, § 1 wurden in 
einer zweiten Arbeit [3] (FII) verschirft und erginzt. Wir wollen in der vor- 
liegenden Arbeit zunichst einige Bemerkungen zu den Satzen 4 und 5 aus 
FI, § 2 machen und dann einen Satz iiber multiplikative Funktionen beweisen. 


§1 
Wir beginnen mit einigen Bemerkungen zu FI, Satz 4. Sei 
(1) n=py...pee mit p<---< py 
die Primzahlpotenzzerlegung einer natiirlichen Zahl n. Wir definieren eine 
zahlentheoretische Funktion /(n) so: 
(2) f)=1; f (pe... pat) = ph pe... pt, 
wobei fiir «,= 1 auch £,= 1 sein soll. Im Fall «, > 1 sei f, eine durch «, ein- 


deutig bestimmte natiirliche Zahl < «,. Dann ist jedem n eindeutig ein f(n) 
zugeordnet. Es ist 
Ar... tt B, 

(3) H(i Pi) _ Pr <1; lim sip /”) =1. 

PY Pe* Bi no =” 
Ist fiir wenigstens ein «, ¢ {2, 3, . . .} die Ungleichung 
(4) Bi < %, 
erfillt, dann ist 


(5) lim inf £(™) =0. 


n-> 2 


Ist nun z. B. mit einer vorgegebenen natiirlichen Zahl r > 1 


a } 
r jf’ 
dann gehéren zu jedem f(n) > 1 entweder 2r—1 oder r verschiedene 
Zahlen n, d. hh. N, ist die Nullmenge fiir s 2>2r— 1. Dieses Beispiel 
zeigt, daB sich FI, Satz 4 nicht etwa in der Weise verschirfen laBt, dab 
lim durch lim inf ersetzt wird. Definieren wir mit einer beliebig vorgegebenen 


(6) p,= max i, 
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natiirlichen Zahl r’ 

(7) 8, = max {l, a,—?1}, 

so ist N, die Nullmenge fiir s>r’. Die Menge %, umfaBt dann genau alle 
Zahlen, die ihren kleinsten Primteiler nicht in der (r’ + 2)-ten Potenz enthalten. 
Wir wollen jetzt noch zeigen, daB 

(8) i— er-3 = D*(R,-) _ D*(R,-) = D*(R,) ae 6, <i- S-"-8 


gilt. Wenn £, > | ist, dann gehért zu jedem f(n) nach (7) genau ein n. Wenn 
B,= 1 ist, kann a, die Werte 1, 2,.. ., r’+ 1 annehmen, also gehéren dann zu 


jedem f(n) genau r’+ 1 verschiedene n. Es seien 9,< 9,< +++ <q,;<-:-*: die 
der GréBe nach geordneten Primzahlen. Wenn 

(9) n = 0 (mod 2"'*?2) 

gilt, dann ist n ¢N,. Somit haben wir 

(10) D*(R,-) < 1 —2-"-2: 

Wenn 

(11) n = 0 (mod2”* 2) , n = 0 (mod 2) 

erfiallt ist, dann ist n ¢N,. Also bekommen wir 

(12) D*(N,-) = 2-1 — 2-"'-2, 

Aus 


(13) n=aq™ (mod q,q,-..9;-19;**); (4q---q)=1; 1sSa<r'+2 


folgt n ¢N,. Fir i = 1 wird g,...q;-,= 1 gesetzt. Aus 


(14) n=aq;** (mod 4,99... 9:19) **); (aq. --%) =1 
folgt n ¢N,-. Die Dichte der Menge aller Zahlen, welche (13) geniigen, betragt 
ae. & et oR! ,., Sn). Era. 
a =1 “Gad ** nh Gi-1 iia 
=F bed 
Fir i= 1 wird 2— ... fexrt = 1 gesetzt. Daraus erhalten wir fiir jede 
1 i-1 
natiirliche Zahl j die Abschatzung 
ql 1-1 /) i 
*N)>v & io ah — Li. 
(16) D* (Xr) aa Gi-1 Ss qi +2 ) 
Die Dichte der Menge aller Zahlen, welche (14) geniigen, betragt 
(17) P(N" Sev — os . @,—5 mR “ 
We U-1G n Ste 
Daraus gewinnen wir die Abschatzung 
Piel. : 
(18) Picts ss: ... ee _.. 
jn. om S-. ¢** 


Aus (16) und (18) folgt 


j tet j Se x 
(9) YH wand (dh sa yeh. eat 


i=1 Gi-1 q qi 














Das liefert wegen 











(20) oy qa—1 fin G-1—1 t= 2 (> -_ G-1—1 é. q—1 ? —*)s1 





i-1 Gi-1 im1\ & Cr-1 % % 
sogleich auch 
4 q,-1 —11 —1 —1 
21 lim h and Gira == Ge (i-4—... 1—*)- 
(21) jo ~ n H%-1 U% pre hn % I 
und 





D* = D* mani —o-7-24 9 S—! ... 1 (+ L 
(22) on rg sa alias +, % M1 \u gf ** 
<n 2 eee Ik Sao SY Not 
i=9 ~ n G-1 gf +3 ° 





Daraus erhalten wir durch einfache Abschitzung mit Hilfe von (21) 
ee el -ea PHA! Gall 
(23) net ~<s ~ vi U-1 4% 
= 3-"-1 (1 —1/,) < Q-1-2 
Hiermit ist die Behauptung (8) vollstandig bewiesen. 


§2 
Jetzt wollen wir einige Bemerkungen zu FI, Satz 5 machen. Wir setzen 
voraus, daB f(n) multiplikativ sei (vgl. FII, Einleitung). Ferner soll es min- 
destens ein (s + 1)-Tupel verschiedener natiirlicher Zahlen n,,..., %,,, 80 
geben, daB 


(24) f(m) = +++ = f(%e+1) 

gilt. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von n,,...,,,, bezeichnen 
wir mit 

(25) v = {n,,..., e44)- 


Es seien @,,d,..., @,(,) die zu v teilerfremden Zahlen des abgeschlossenen 
Intervalls (1, v) . Dann ergibt sich aus (24) 


(26) f((k v + a4) my) => ++ = f((kv + a) m, 41) 

fir Z=1,..., p(v) und k=0,1,2,... . Dabei folgt aus 

(27) (kv+a)n,=(k’'v+a,)n;; Ilsijjost+l1; &k20; 
Lsdaus pvr) 


sofort 
(28) t=j,k=k, A=y. 


Wir fragen nun nach einer Abschitzung von D*(%,). Wir bezeichnen mit 
A(N) die Anzahl der Zahlen (k v + a,) n,;< N. Halten wir zunichst A und i 
Math. Ann. 135 17 
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fest, so ist diese Anzahl gleich 


29 a. 


v 





Wir summieren jetzt iiber i und 4. Das ergibt 


om aon, 2, (|) (2) 20-1) 


A=1,..., (0) 


da 1 < a,< v gilt. Damit wird 








N _ AW) of) *S' 1 (8+1) ee) 
G1) AW) > FT —+ Ye; Ayr>L YL Stree. 


0 ¢=1 ™ 
Das liefert schlieBlich 
. A(N) ov) “hh 1 
D*(N,) lim 40) _ 9 y log 
oa Drea zim AQ _ 20. ZT >0 


Aus der Giiltigkeit von (24) folgt bei multiplikativen Funktionen auch die- 
jenige von (32). Aus der Gleichung 


(33) (1 + 24) (1+ 3#)=1+ 7 
folgt z. B. fiir {(n) = o,(n) 
0% peasy ($+4)-2. 


Wir wollen jetzt FI, Satz 5 eine etwas andere Fassung geben. 

Satz 5’. Hs sei N die- Menge aller natiirlichen Zahlen, N'c N, D*(X’) 
=3 > D*(N’) = 6. Wenn n’ die Menge N’ durchliiuft, durchlaufe f(n’) die Menge 
SSG. Es sei D*(G') = 0 und He) = O(N). Dann ist D*(2;) = 3 und 
D*(R,) = 8. 

Der Beweis kann genau so gefiihrt werden wie der von FI, Satz 5. Ahnlich 


wie in FI verstehen wir unter N; die Untermengen von N’, die genau aus allen 
den n’ bestehen, fiir welche gilt: 


(35) Zu jedem n’c N, gibt es mindestens s paarweise und von n’ verschiedene 


Zahlen nj,...,”, aus N’, so daB f(n’) = f(nj) = --- =f (nj) erfiillt ist. 
Die Komplementarmengen &; geniigen 
(36) RUN = NR’; RAN; = Nullmenge . 


Zum Beweis geniigt es dann zu zeigen, daB D*(R;) = 0 erfiillt ist. Wir wollen 
jetzt diesen Satz auf einige spezielle Mengen und bekannte Funktionen an- 
wenden. 


(37) Q’ sei die Menge aller quadratfreien Zahlen. Dann ist D*(N’) = +. Es 
sei f(n)=o(n) oder g(n). Wir beachten, daB beide Funktionen die 
Voraussetzungen von Satz 5’ erfiillen. Also gilt D*(2;) = S. 





SS. 


_- s &. e 


a 


oe wh & — 
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(38) 2’ sei die Menge aller defizienten Zahlen. Wir betrachten also die 
Funktion f(n) = o(n) und diejenigen n’, fir welche ©"? < 2 gilt. Nach 
F. BEnReEnp [1] ist D*(N’) > 0,686. Daraus folgt nach unserem Satz 
D* (Rj) = 0,686. 

(39) QM’ sei die Menge aller quadratfreien defizienten Zahlen. Dann ist be- 
stimmt D*(N’) = + + 0,686 —1>0,29. Fir f(n) = a(n) ist somit 
D* (Rj) > 0,29. 





(40) QR’ sei die Menge aller quadratfreien Zahlen n’, welche ‘ s is) <2 
erfiillen. Wir nehmen wieder {(n) = a(n). Nach F. Benrenp [1] be- 


sitzt die Menge derjenigen n mit ¢ < ot) 





<2 eine untere asymptoti- 


sche Dichte 2 0,428. Das ergibt D*(%’) 2-5 + 0,428 — 1 > 0,08 und 
D* (Xi) > 0,03. 


Wir wollen jetzt den in der Einleitung erwahnten Satz iiber multiplikative 
Funktionen beweisen. 


Satz. Es sei {(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, welche die 
Bedingungen lim inf {(n) =o, fe) =0O(zx), D*(F) =0 erfiillt. Ferner sei Q 
naz 


n> @ 


die Menge der Quadrate aller ganzen Zahlen. Dann ist der Durchschnitt § \Q 
eine unendliche Menge. 

Beweis. {(n) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 5’. Nehmen wir als %’ 
die Menge der quadratfreien Zahlen, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl s 
quadratfreie Zahlen 


(41) My <Mg<***< M41, 
welche 
(42) f(y) = f (mg) = ++ > =f (mG 40) 


erfiillen. Es seien nun q,, 2, ... die der GréBe nach geordneten Primzahlen. 
Wir setzen 


(43) m=h% "°° Mh» 
wobei ¢ eine beliebig groBe gegebene natiirliche Zahl ist. Es sei noch 
(44) a d,= (m, nj) vo Pere ss |e 


Die Zahlen d; kénnen héchstens 2‘ verschiedene Werte annehmen. Wahlen 
wir nun bei beliebig gegebener natiirlicher Zahl H > 1 


(45) 8+1>2(H—1), 

so gibt es mindestens H Zahlen nj, ,...,nj,, die wir aus n},...,, 4, derart 
auswahlen kénnen, daB 

(46) d,=-:+=d,=d 


17* 
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gilt. Schreiben wir jetzt statt *, Fe a einfach a,,...,4@,, dann ist 
(47) yc he 


Dabgi sind a,, . . ., @q paarweise verschiedene quadratfreie Zahlen, welche nur 
Primteiler > q, besitzen. Ist jetzt 

(48) (4, 43) = dy. , 

so folgt 


(49) t(g)= gt) 1(Set)-((Y- 


Damit ist der Satz bewiesen. Es liegt nach (47) nahe zu vermuten, daB auch 
der Durchschnitt § ~\, eine unendliche Menge ist, wenn wir unter k eine 
beliebig vorgegebene natiirliche Zah] und unter J, die Menge der k-ten Po- 
tenzen aller natiirlichen Zahlen verstehen. 





Literatur 


{1] Benrenp, F.: Uber numeri abundantes. I, II. S.-B. Akad. Berlin 1982, 322—328; 
1983, 280—293. — [2] Kanoip, H.-J.: Uber zahlentheoretische Funktionen. J. reine 
apgew. Math. 195, 180—191 (1956). — [3] Kanoup, H.-J.: Uber zahlentheoretische 
Funktionen. IT. Math. Ann. 134, 41—46 (1957). 


(Eingegangen am 23. Februar 1958) 





— «eae. #214 toe SS fe 


ae! pein te 











Bruns, G. und Scumipr, J. 
Math. Annalen, Bd. 135, 8. 257—262 (1958) 


Eine Verscharfung des Bernsteinschen Aquivalenzsatzes 


Von 
GUntTerR Bruns in Berlin und J0reen Scumipt in Koln 


Der klassische Bernsteinsche Aquivalenzsatz betrifft zunachst abstrakte 
(strukturlose) Mengen. Es fragt sich: wie darf man die betrachteten Grund- 
mengen strukturieren, so daB der Aquivalenzsatz giiltig bleibt? Eine (keines- 
wegs erschépfende) Antwort geben wir hier: man darf in den Grundmengen 
gewisse Mengensysteme (Mengen von Teilmengen) auszeichnen. Wir gelangen 
so zu einer nicht unwesentlichen Verscharfung; in einer spiteren Note werden 
wir Anwendungen auf die Filtertheorie und damit auf die Theorie der punk- 
talen Typen topologischer Réume’) geben. 

Der Bequemlichkeit halber werden wir unsere Verscharfung zunachst rein 
mengentheoretisch formulieren und beweisen; durch ein Beispiel kénnen wir 
zeigen, daB die Beschrankung auf den hier in Rede stehenden Typus von 
Mengensystemen, namlich die konvexen Mengenverbande, in gewisser Weise 
. wesentlich ist. Aber der klassische Bernsteinsche Satz ist ja in Wahrheit 
ein Satz iiber gewisse Boolesche Verbinde, namlich iiber Potenzmengen, also 
iiber vollstandige atomistische Boolesche Verbiande, und nach einer Bemerkung 
von SrkorskI ist hier die Voraussetzung der Atomistizitat vdllig iiberfliissig, 
und die Voraussetzung der schlechthinnigen Vollstandigkeit darf zu der ier 
abzaéhlbaren Volistandigkeit (der sog. o-Vollstandigkeit) abgeschwacht werden. 
Diese Bemerkung trifft aber auch noch unsere Verscharfung, so da8B wir ab- 
schlieBend unseren Aquivalenzsatz fiir abzihlbar vollstandige Boolesche Ver- 
bande mit darin ausgezeichneten konvexen Teilverbinden formulieren kénnen. 

1. Betrachten wir zunichst zwei (nichtleere) disjunkte Mengen EZ, und E, 
sowie nichtleere Mengensysteme ©, und ©, tiber HZ, bzw. H,. Unter der di- 
rekten Summe von ©, und ©,*) verstehen wir das System © = ©, @@, aller 
Vereinigungsmengen S = 8, S, mit S,¢@, (i = 1, 2), also gewissermaBen 
die Vereinigung der Systeme ©, und ©, im Sinne des Komplexrechnensg; es 
ist dies ein gewisses Mengensystem iiber der Vereinigungsmenge Z = £, v E£,,. 
Aber aus der direkten Summe und der Klasseneinteilung (£,, Z,) von 2 kénnen 
wir sofort die direkte Zerlegung (S,,S,) von © zuriickgewinnen, ist doch ©, 
= 1,2) nichts als die Bourbakische Spur von © in der Grundmenge £,, 


ay Sass Begriff des punktalen “yom eines topologischen Raumes ZF im Punkte x 
siehe Bruns-Scumiprt [3]. 

*) Fiir den Spezialfall, daB S, und S Filter sind, bereits bei Bruns-Scumupt [3], § 2. 
Der Begriff hangt eng mit dem des ,,direkten‘‘ oder ,,kardinalen Produkts‘‘ geordneter 
Mengen zusammen; siehe BrrkHorFF [2], p. 7f. und p. 25ff. 








258 Ginrer Bruns und Jircen Scumipr: 


d. h. das System Gy, aller Durchschnitte S\ Z; mit S €@*). Per definitionem 
wird also jede direkte Zerlegung (S,,©,) des Mengensystems © iiber EZ von 
einer (nicht notwendig eindeutig bestimmten) Klasseneinteilung (Z,, Z,) von 
E induziert. Aber nicht jede Zerlegung von £ in zwei (nichtleere) element- 
fremde Klassen-A und A = EF — A induziert auch eine direkte Zerlegung des 
vorgelegten Mengensystems © iiber Z; im allgemeinen kann man vielmehr 
nur die Inklusion 


(1) S < Ga ® S A 

behaupten. Wir miissen uns notgedrungen spezialisieten auf solche Mengen- 
systeme © iiber Z, bei denen fiir beliebiges A ¢ E in (1) stets das Gleichheits- 
zeichen eintritt, die also der Bedingung geniigen: 

(2) _ wenn S,€@ und S,¢@ und ACE, so (8, A)U(S,0 4) ES. 


Behauptung: Das sind genau die konvexen Mengenverbande, d.h. die 
Systeme ©, die folgenden Bedingungen geniigen: 


(3) wenn S,€@ und 8,¢6, so 8, 8,¢6; 
(4) wenn S,€@ und S,¢€G, so 8, S8,€6; 
(5) wenn S,€S und S8,¢€@ und §8,¢ ACS,, 19 ACS. 


(3) und (4) charakterisiert dabei die Mengenverbénde (die sog. Mengenringe) ; 
(5) ist die Konvezxitétsbedingung. Wir miissen also zeigen: aus (3), (4) und (5) 
folgt (2) und umgekehrt. Es werde also (3), (4) und (5) sowie die Primisse 
von (2) vorausgesetzt; man -.hat dann wegen S,/\S,= (8,08, A)U 
U(SLN SA A) ¢ (8; A)U(S,0 A).¢ 8S,U S, auch die Konklusion von (2). 
Umgekehrt: Wenn (2) gilt, so ist mit S,,S8,¢@ auch 8,U S,= (8, 8,)vU 
U (Sr 8) €S und 8,7 S,= (8,0 8,)U (8,0 8,) €S, und, wenn 8S, ¢ A ¢ 
¢ 8,, auch A = (8S, A)U(S, 4) €S. 

Zu den konvexen Mengenverbinden gehéren alle Filter und alle Ideale. 
Das sind aber im wesentlichen auch alle konvexen Mengenverbande: Jeder 
(nichtleere) konvexe Mengenverband © ist Durchschnitt eines Filters § und 
eines Ideals 3, @ =“ G. In der Tat braucht man ja nur F als das System 
aller F ¢ E mit S ¢ F fir ein S € 6, die sog. aufsteigende Hille von G, § als 
das System aller J ¢ FE mit S2/ fir ein S €@, die sog. absteigende Hiille 
von © zu definieren. 

Jedenfalls erfaBt man mit diesen konvexen Mengenverbanden eine hin- 
reichend groBe und interessante Klasse von Mengensystemen. 

2. Um nun unseren verscharften Aquivalenzsatz formulieren zu kénnen, 
bediirfen wir, in Verallgemeinerung des Begriffes ,,cineindeutige Abbildung*, 
noch des Begriffes der Isomorphie. Gegeben Mengen E und F und Mengen- 
systeme © iiber FE und €& iiber F, so werden wir die durch © bzw. ¢& struktu- 
rierten Mengen £ und F, genauer: die geordneten Paare (Z,@) und (F, $), 
isomorph nennen, wenn es eine eineindeutige Abbildung t gibt von E auf F 
mit t@ = {; dabei hat man unter dem Bild tS des Mengensystems © offenbar 


’) Hierbei spielt es eine Rolle, daB die Systeme G, und 6, nichtleer sind. 











Eine Verscharfung des Bernsteinschen Aquivalenzsatzes 259 


zu verstehen das System aller Bildmengen t S mit S ¢ 6, unter der Bildmenge 
t S die Menge aller Bildelemente rs mit s € S. 

Aquivalenzsatz (mengentheoretische Fassung). Seien G und & konvexe 
Mengenverbinde iiber E bzw. F, und sei (Z,S) einer Spur (B,&,) von (F,f), 
(F,&) einer Spur (A,G,) von (Z,S) isomoyph. Dann sind auch (Z,S) und 
(F, &) selbst isomorph. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine ¢ineindeutige Abbildung g von Z 
auf BC F mit p6={, sowie eine eineindeutige Abbildung py von F auf 
ACEmit yf =G,. Durch o M = E — y(F — po M) (M ¢ EB) definieren wir 
einen Endomorphismus o der Potenzmenge J} Z. Nach dem allgemeinen 
Fixpunktsatz fiir vollstaindige Verbainde*) besitzt dieser Endomorphismus o 
einen Fixpunkt C5); man hat also oC = C, d. h. E —C = y(F — pC) oder, 
wenn man der Symmetrie halber F — pC = D setzt, E—C= yD, F—D 
= gC. Mit anderen Worten: » (genauer: die Einschrankung von » auf C) 
bildet C eineindeutig auf F — D, p (genauer: die Einschrankung von y auf D) 
bildet D eineindeutig auf # — C ab‘). Dariiber hinaus ist sogar pS~=—Tp-p, 
hat man doch, unter Beriicksichtigung von pC ¢C pE = B, pSo = (9S), 
= (Laoc = Coc= Sp_p; analog erhalt man ytip= Sz-c- 

Wir kénnen das bisherige Resultat auch so ausdriicken: (C,@,) ist — 
vermoge =: mit (F —D, Sp_p), (Z —C,Gz-¢) —_- vermoge der Umkehr- 
abbildung y~! — mit (D,£&p) isomorph; bis dahin haben wir noch keinerlei 
besondere Eigenschaften von © und £ bendtigt. 

Wenn nun aber © und £ konvexe Mengenverbande sind, so sind sie damit 
auch selbst isomorph. Man definiere namlich:t z = @ 2, falls z € C,t z= py" z, 
falls « ¢ H —C; dann ist t eine eineindeutige Abbildung von 2 auf F und 
tTOc = PSc=—Fp_p, tTOx-c= yp 'Sz-c=Tp und damit schlieBlich rS 
= t(Sc® Sz-c) = tSc® tOg-c = Cr_p® Sy, = g, q.e.d. 

Besonders suggestiv wird die Formulierung unseres Aquivalenzsatzes, 
wenn wir, geringfigig spezialisierend, als Z die natiirliche Grundmenge wahlen 
von ©, d. h. die Vereinigungsmenge aller S ¢ © (sie liegt’ z. B. immer dann vor, 
wenn © ein Filter ist iiber 2), ebenso als F die natiirliche Grundmenge von ©. 
[Ist EZ die natiirliche Grundmenge des Mengensystems ©, so ist auch A ¢ £ 
die natirliche Grundmenge der Spur ©,; daraus ergibt sich eine natiirliche 
eineindeutige Entsprechung zwischen den Klasseneinteilungen (A, A) der 
natiirlichen Grundmenge EZ des konvexen Mengenverbandes © und den direkten 





‘) Siehe Brrkuorr [2], p. 54, Theorem 8; Tarski (7], Theorem 1. Explizite formuliert 
findet sich dieser Fixpunktsatz, wenigstens ein wesentlicher Spezialfall davon, wohl 
zuerst bei Knaster [5]; implizite diirfte er schon friiher nachweisbar sein (siehe den — 
im allgemeinen Banacu [1] zugeschriebenen — ,,zweiten Beweis‘‘ des Bernsteinschen 
Aquivalenzsatzes bei FRaAENKEL [4], p. 102f. und die dort angegebene Literatur). 

5) Da unser Endomorphismus abzahibar vereinigungstreu ist ("distributive under 
countable joins‘), bediirfen wir hier nur der Variante des Fixpunktsatzes fiir abzihibar 
supremumtreue Endomorphismen in abzahlbar vollstandigen Verbanden (siehe Tarski [7], 
p. 305, sowie Brrxuorr [2], p. 64 ex. 1). 

*) Soweit die iibliche SchluBweise des — siehe FuBnote 4 — ,,zweiten Beweises“ 
des Bernsteinschen Aquivalenzsatzes. 
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Zerlegungen (G,,@ 3) von G]. Indem man unter der (mengentheoretischen — 
im Unterschied zur bloB verbandstheoretischen) Isomorphie konvexer Mengen- 
verbande die Isomorphie beziiglich ihrer natirlichen Grundmengen versteht, 
erhalt man das 

Korollar. Ist der konvexe Mengenverband © einer Spur &, des konvexen 
Mengenverbandes £, dieser einer Spur SG, von © (mengentheoretisch) isomorph, 
so sind © und & selbst (mengentheoretisch) isomorph. 

' Offenbar liegt der klassische Spezialfall gerade dann vor, wenn hier G 
und & Potenzmengen sind. 

3. Zur Illustration folgendes Beispiel : 

E sei die Menge der nicht-negativen, F die der positiven reellen Zahlen. 
S sei das System aller Enden von E, € das aller Enden von F; dabei ver- 
stehen wir (wie stets in geordneten Mengen) unter einem Ende eine Teilmenge M, 
die mit einem zx auch jedes y = x enthalt, hier also eine abgeschlossene oder 
offene Halbgerade (x,, + { bzw. } x), +1, oder aber die leere Menge O. Indem 
(wie stets in geordneten Mengen) Vereinigung und Durchschnitt beliebig vieler 
(eines beliebigen Systems von) Enden wieder ein Ende ist, sind G und € 
nicht nur Mengenverbinde, sondern, wenn wir so sagen diirfen, Mengenvoll- 
verbiinde, allerdings nicht konvex’). Jeder dieser beiden Mengenvollver- 
bande © und ¢ enthilt séine natiirliche Grundmenge Z = (0, -{ bzw. F = 
}0,—-{ als Element; allein im System © existiert eine von der natiirlichen 
Grundmenge, nimlich #, verschiedene Menge, nimlich F, welche alle von 
der natiirlichen Grundmenge, Z, verschiedenen Systemmengen S¢@ um- 
faBt, nicht so in ©: @ und € sind also gewiB nicht verbandstheoretisch, ge- 
schweige denn mengentheoretisch isomorph. Nun ist aber I vermége der 
identischen Selbstabbildung y von F = A mit der Spur G, von © (mengen- 
theoretisch) isomorph; und bezeichnet B die abgeschlossene Halbgerade 
{l,--{, so vermittelt » x = x + 1 (x20) einen (mengentheoretischen) Iso- 
morphismus zwischen © und der Spur £,. Damit ist also erwiesen, da8 wir 
in der bisherigen Formulierung unseres Aquivalenzsatzes der Konvexitats- 
voraussetzungen jedenfalls nicht entraten kénnen. 

Nun besitzen aber © und & hier keine direkten Summanden, sie sind direkt 
unzerlegbar; in der Tat wiirde aus ©,@ G3 CS, wegen HE ¢S und O€G, ja 
A =(E\A)U(ON A) €S und A =(00 A)U(EN A) €G, mithin (da denn 
dies die einzigen Enden, deren Komplementarmengen gleichfalls Enden sind) 
A = E oder A = O folgen®), und entsprechend schlieBt man fir £. Demnach 
wiirde sich unser Korollar hier auch dann noch als richtig erweisen, wenn wir 
den Terminus ,,Spur“ durch den (im allgemeinen engeren, nur eben fiir kon- 
vexe Mengenverbande synonymen) Terminus ,,direkter Summand“ ersetzen. 
Es ergibt sich also das 


Problem. Wie miissen die Mengensysteme © und & beschaffen sein, so dap 
man von der (mengentheoretischen) Isomorphie von G mit einem direkten 





*) Die einzigen konvexen Mengenvollverbande sind ja die Potenzmengen. 
*) Mit anderen Worten: Das ,,Zentrum“’ — siehe Brrkuorr [2], p. 27 — des Ver- 
bandes © besteht nur aus dem ,,Nullelement“ O und dem ,,Einselement“ Z. 
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Summanden fy von F und von mit einem direkten Summanden G, von 
S auf die von © und & selbst schlieBen kann ? 

4. Gehen wir Begriffsbildungen, Formulierung und Beweis unseres Aqui- 
valenzsatzes durch, so stellen wir fest, daB wir in Wahrheit nur operieren in 
Booleschen Verbanden (mit Einselement) P und Q, bisher: den Potenzmengen 
$ £ und YF. Wir betrachten also geordnete Paare (P, 8) und (Q,7), wo P 
und Q Boolesche Verbande (mit Einselement), S und 7' konvexe Teilverbande 
von P bzw. Q sind, die an die Stelle der bisherigen konvexen Mengenverbinde © 
und ¢ treten. Formal wie bisher definieren wir die Spuren S,—S Aa 
={sAa|s¢eS} und 7,=TAb={tAb|t¢€T}; im Spezialfall S=P ist 
iibrigens S, = P,=)<,a) der von a€ P (an Stelle der bisherigen Menge 
A ¢ EB) erzeugte Hauptanfang von P, entsprechend Q, = J<-, b} der von b € Q 
(an Stelle der bisherigen Menge BC F) erzeugte Hauptanfang von Q. Wir 
erinnern uns, daB die Verbandsisomorphismen zwischen Potenzmengen in 
natiirlicher Weise umkehrbar eindeutig den eineindeutigen Abbildungen 
zwischen ihren Grundmengen entsprechen; so tritt an die Stelle unserer bis- 
herigen eineindeutigen Abbildung g von E auf B ¢ F eine verbandsisumorphe 
Abbildung g von P auf Q,, an die Stelle der eineindeutigen Abbildung py 
von F auf A ¢ E eine verbandsisomorphe Abbildung y von Q auf P,. Fir 
den FixpunktschluB des bisherigen Beweises miissen wir allerdings, nach dem 
Vorgang von Srkorsk!®) die abzahlbare Vollstandigkeit von P und Q voraus- 
setzen, nicht mehr, aber leider auch nicht weniger. Wir gelangen so zu dem 


Aquivalenzsatz (verbandstheoretische Fassung). Seien S und T konvexe 
Teilverbinde der abzihlbar vollstindigen Booleschen Verbiinde P bzw. Q, und 
sei (P, 8) einer Spur (Q,,7',) von (Q, 7), (Q, 7’) einer Spur (P,, S,) von (P. 8) 
isomorph. Dann sind auch (P, 8) und (Q, 7’) selbst isomorph. 

Ein Isomorphismus in dem hier in Rede stehenden Sinne, etwa zwischen 
(P, 8) und (Q,7), ist eine verbandsisomorphe Abbildung 1, also etwa von P 
auf Q, welche die ausgezeichneten konvexen Teilverbinde ineinander iiber- 
fiihrt, also etwa tS =T. Der im Beweis konstruierte Isomorphismus t wird 
jetzt so zu definieren sein: tx = p(x Ac) yV wy '(x Aé); dabei bedeutet der 
Querstrich die Komplementbildung (in dem jeweiligen Booleschen Verband, 
hier nun gerade P), ¢ ist ein Fixpunkt des eames oxr=ypQr 
en ae ae ee 


Man erhalt die von Sikorski angegebene, von iiberfliissigen Voraus- 
setzungen befreite verbandstheoretische Fassung des klassischen Bernstein- 
schen Aquivalenzsatzes"), wenn man S = P, T= Q annimmt. Unsere Ver- 
scharfung darf als ein erster Schritt angesehen werden in folgender Richtung: 
Den ,,klassischen“ Sikorskischen Aquivalenzsatz auszudehnen auf eine gréBere 
Klasse von Verbanden, ja geordneten Mengen als die der abzahlbar voll- 
standigen Booleschen Verbande;.das ist hier geschehen fiir solche Verbande. 








*) Srxorsk1 [6]; siehe auch Tarski [7], p. 305. 
1°) o ist jedenfalls abzihlbar supremumtreu (siehe FuBnote 5). 
“) Sreorsk1 [6], Theorem 2. 
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die konvexe Teilverbande sind von abzahlbar vollstandigen Booleschen Ver- 
banden, und die Methode war die der Einbettung in solche Booleschen Ver- 
bande. 
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Analytische Faserungen 
tiber holomorph-volistandigen Riumen*) 


Von 
Hans Gravert in Minster (Westf.) 


Einleitunz 


Die Faserbiindel tauchten in der mathematischen Literatur zum ersten 
Male vor etwa 20 Jahren auf. Ihre erste hinreichend allgemein gehaltene 
Definition wurde von H. Wuitnry gegeben. In dem darauf folgenden Jahr- 
zehnt hat dieser neu eingefiihrte Begriff zu immer neuen Untersuchungen 
AnlaB gegeben. Die dadurch gewonnenen Methoden sind heute aus der Topo- 
logie nicht mehr fortzudenken. 

Da enge Beziehungen zwischen der Topologie und der komplexen Analysis 
bestehen, liegt der Gedanke nahe, auch die Faserbiindel fiir die Funktionen- 
theorie mehrerer Veranderlichen zu verwenden. Einen ersten Schritt tat 
H. Cartan [2], als er 1950 zeigte, daB sich die bekannten Cousinschen Probleme 
in der Sprache dieser neuen Theorie formulieren lassen. Dann hat PF. Hirze- 
BRUCH spezielle komplexe Geradenbiindel benutzt, den Satz von Rremann- 
Rocu auf algebraische Mannigfaltigkeiten héherer Dimension zu iibertragen. 
Ferner sind umfangreiche Untersuchungen iiber den Problemkreis von ATryauH, 
Koparra, Spencer, SERRE, FRENKEL u. a. durchgefiihrt worden. 

Bei allen diesen Betrachtungen ging es im wesentlichen darum, analytische 
Eigenschaften als Folgerungen von topologischen Daten auszudriicken. So 
ist das II. Cousinsche Problem (vgl. [17, 19]) in Holomorphiegebieten genau 
dann lésbar, wenn eine gewisse Kohomologiebedingung erfiillt ist. Die Anzahl 
der im Satz von Riemann-Rocu zu einem vorgegebenen Divisor gehérenden, 
linear unabhangigen meromorphen Funktionen wird mit einer algebraischen 
Kombination von Chernschen Klassen in Beziehung gesetzt. In dieser Arbeit 
wird gezeigt, daB die sog. analytischen Faserbiindel schon durch ihre topologischen 
Eigenschaften bestimmt sind, wenn ihre Basis ein nicht-kompakter, fiir. die 
Funktionentheorie sinnvoller, komplexer Raum ist (vgl. die Satze I und II 
in § 2.4)!). , 

*) Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich im wesentlichen um den 3. Teil der 
Habilitationsschrift des Verf. (vgl. [10, 11, 12]). — Die eckigen Klammern beziehen sich 
auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

1) Das hei8t, es wird vorausgesetzt, daB die Basis ein holomorph-vollstandiger Raum 
ist. Diese Raume, die eine echte Teilklasse K der komplexen Raume bilden, sind als 
die richtigen Verallgemeinerungen der nicht-kompakten Riemannschen Flachen anzu- 
sehen. Die Holomorphiegebiete des C* und die viel untersuchten ,,variétés de Stern“ 
(zur Def. vgl. [3], p. 49) gehéren zu K. Die Satze I und II wurden schon 1953 von F. Fren- 


KEL hergeleitet fiir den Sonderfall, daB die Faserbiindel auflésbare Strukturgruppen 
haben (vgl. [6, 7]). 
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Das hat zur Folge, daB die Theorie der topologischen Faserbiindel auf die 
analytischen Faserbiindel anwendbar wird. Es ergibt sich eine Anzahl von 
Aussagen, von der in § 3 eine Auswahl zusammengestellt ist, u. a. folgt, daB 
jedes analytische Faserbiindel X iiber einem holomorph-vollstandigen Raum B 
stets dann analytisch trivial ist, wenn G stetig in sich auf einen Punkt zu- 
sammenziehbar ist (Satz 6). Ist G eine nicht-kompakte Riemannsche Filache, 
so ist jedes analytische Faserbiindel tiber G analytisch trivial, das eine zu- 
sammenhangende Strukturgruppe L hat (Satz 7). Ferner werden Aussagen 
iiber die Méglichkeit bewiesen, die Strukturgruppen von Faserbiindeln RX auf 
Untergruppen zu beschranken (Satze 4 und 5). Alle diese Aussagen kénnen 
in der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen erfolgreich verwendet 
- werden (vgl. die Untersuchungen von H. Réurt [16] iiber das Riemann- 
Hilbertsche Problem, die Untersuchungen von H. Hotmann [14] iiber Ab- 
bildungstheorie und die Sitze in § 4). 

Es sei noch eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der einzelnen Paragraphen 
der vorliegenden Arbeit gegeben: Im § 1 werden die Begriffe der komplexen 
Lieschen Gruppe, des analytischen Faserbiindels, der Aquivalenz von Faser- 
biindeln usw. definiert. Der § 2 bringt sodann den Zusammenhang mit. der 
Garbentheorie. Es werden hier auch die Hatiptresultate angegeben und her- 
geleitet. Die Paragraphen 3 und 4 befassen sich schlieBlich, wie schon gesagt, 
mit den Folgerungen, die sich aus der Anwendung von Satzen der Theorie 
der topologischen Faserbiindel ergeben. 


§ 1. Faserbiindel 


1. Es sei in diesem Paragraphen eine kurze Ubersicht iiber einige Defi- 
nitionen und Satze gegeben. Unter einer komplexen Lieschen Gruppe L” ver- 
steht man eine (nicht notwendig zusammenhangende) m-dimensionale kom- 
plexe Mannigfaltigkeit, die noch zusatzlich folgende Eigenschaften hat: 

1) Zwischen den Punkten | ¢ L™ ist eine Gruppenoperation © definiert. 

2) Bezeichnet |-' das Inverse der Punkte | ¢ L”, so iat (l,,1,) > Oly’ eine 
holomorphe Abbildung von L™ x L” auf L™. 

Die Punkte einer komplexen Lieschen Gruppe kénnen gleichzeitig holo- 
morphe Automorphismen eines komplexen Raumes*) sein. Wir sagen: 

Eine komplexe Liesche Gruppe L™ wirkt in einem komplexen Raum & holo- 
morph, wenn: 

1) ein Gruppenautomorphismus w der Gruppe L™ in die Gruppe G der holo- 
morphen Automorphismen von & definiert ist, 

2) die Abbildung der Paare (l, x) > w(l) O x: L™ x GF > F holomorph ist. 

Dabei bezeichnet 0 die Anwendung des Automorphismus @(l) auf x. Wir 
werden in Zukunft statt @(l) einfach | setzen. Wenn « ein Monomorphismus 
von L” in G ist, so sagen wir, daB L” in § effektiv wirkt. 


*) Komplexe Raume in dieser Arbeit seien stets C-Raume (vgl. [8,9 und 11]). C- 
Raume hei®en nach ol. Cartan ,,normale komplexe Raume“ (vgl. [4], p. 96). Die Re- 
sultate sind jedoch fiir beliebige komplexe Raume im Sinne von CartaN-Serre giiltig 
(vgl. [5]). 
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2. Um den Begriff des komplexen Faserbiindels zu definieren, seien zu- 
nachst einige Bezeichnungen eingefiihrt. Wir denken uns komplexe Raume G 
und § gegeben, L sei eine komplexe Liesche Gruppe, die in § effektiv 
holomorph wirkt, ferner sei R ein Hausdorffscher Raum. 

Definition 1. Line (GB, §)-Karte in R ist ein Tripel (U, y, W x G), bei dem U 
eine offene Menge in %, W eine offene Menge in B und yw eine topologische Ab- 
bildung von U auf Wx & ist. Zwei (B, F)-Karten K,=(U,, y,,W, x) und 
K,= (U2, wo, W, x F) sind miteinander stetig (holomorph) vertriglich, wenn 
folgendes gilt: 

a) Es ist p,(U,\ U,) = p,(U, 9 U,) = (WA W,) x &. 

b) Die Abbildung y,O wz! lapt sich in der Form (x, y) + (x, ®(x)Oy) geben. 

c) Die Abbildung D(x): W, 0 W, > L ist stetig (bzw. holomorph). 

Offenbar besagt b) u.a., daB y,O wy," ,,fasertreu“ abbildet. Ist ®(z) 
holomorph, so sind auch y,O y;! und y,O wz" holomorphe Abbildungen. 
Die in U, U, durch K,, v= 1,2 induzierten komplexen Strukturen sind 
dann identisch. — (3, )-Karten werden zu Faseratlanten vereinigt : 

Definition 2. Ein stetiger (holomorpher) (GB, G)-Atlas in R ist ein System 
{(U., py, W,* 9), « € 1} von paarweise stetig (holomorph) vertriglichen (B, §)- 
Karten in , bei dom ¥ U,=R, U W,=DT ist. 

el 

Wir nennen einen ae (holomorphen) (3, %)-Atlas 2 = {K,, « € I} voll- 
stindig, wenn jede (B, F)-Karte in R, die mit allen X,, : ¢ J stetig (holomorph) 
vertraglich ist, zu 2% gehért. Ein unvollstandiger (G, )-Atlas laBt sich stets 
(eindeutig) vervollstindigen. Einen vollstandigen (G, G)-Atlas nennen wir 
eine topologische (analytische) Faserstruktur. Da alle y,O y;," fasertreu sind, 
wird R durch jede Faserstruktur in natirlicher Weise ,,gefasert**. 

Definition 3. Ein komplex-topologisches (-analytisches) Faserbiindel ist : in 
Hausdorffscher Raum R mit einer topologischen (analytischen) Faserstruktur. 

Jedes komplex-analytische Faserbiindel ist natiirlich auch ein komplexer 
Raum. Die komplexe Struktur wird ihm durch die Karten seiner Faser- 
struktur aufgepragt. — Es sei noch auf folgende Bezeichnungen hingewiesen : 

F heiBt die Faser von R,B die Basis von R, L.die Strukturgruppe von R. 
Die natiirliche Zerlegungsabbildung z : R + VB ~ R/F heiBt die Faserprojektion. 

3. Wir wollen nun zwei Faserbiindel, die gleich strukturiert sind, als 
aquivalent ansehen: 

Definition 4. Es seien R,,R, komplex-topologische (-analytische) Faser- 
biindel mit gleicoher Basis B, gleicher Faser G und gleicher Strukturgruppe L. 
(Uy wo W.x &), € DT} bew. (Ul, yl, Wi x &), «€1'} sei die topologische 
(analytische) Faserstruktur von R, bzw. Ry, 2, bzw. mn, sei die zugehdrige Faser- 
projektion. Dann heiBen R, und R, topologisch (analytisch) dquivalent, wenn es 
eine topologische Abbildung a von R, auf R, gibt, so daB gilt: 

1) « ist fasertreu: a,= 1,0 a. 

2) Es ist {(a-*(O0), y. O a, Wi x §), eel} = (0, wo Wx &), © € DT} und 
mithin {(U!, pi, Wi x &), «€ 1} = {(a(U,), py, O a, W, x &), « € TZ}. 
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Es sei noch angemerkt: Sind %,, R, analytische Faserbiindel*), die vermége 
a zueinander analytisch aquivalent sind, so ist « eine umkehrbar holomorphe 
Abbildung des komplexen Raumes &, auf den komplexen Raum &,. Ferner 
wird jedes analytische Faserbiindel R zu einem topologischen Faserbiindel, 
wenn man die analytische Faserstruktur von X zu einer topologischen vervoll- 
standigt. Wir sagen, man kann R auch als ein topologisches Faserbiindel auf- 
fassen. Zwei beliebige Faserbiindel heiBen topologisch aquivalent, wenn sie 
als topologische Faserbiindel aufgefaBt topologisch aquivalent sind. 

Das kartesische Produkt S x & tragt den l-elementigen Atlas A = {(G x F, 
i,B x §F)}, wobei i die Identitat B x F —-B x F bezeichnet. A vervollstandigt 
macht G x zu einem analytischen Faserbiindel. Komplexe Faserbiindel, 
die zu B x F topologisch (analytisch) aquivalent sind, werden topologisch 
(analytisch) trivial genannt. 


§ 2. Die adjungierte Strukturgarbe. Hauptresultate 


1. Es sei nun L irgendeine komplexe Liesche Gruppe. G sei ein kom- 
plexer Raum und 2° bzw. L* iiber GB die Garbe der Keime von stetigen bzw. 
holomorphen Abbildungen in LZ. 2° und 2* sind Garben von Gruppen, die 
nur dann abelsch sind, wenn L eine abelsche Liesche Gruppe ist. Offenbar 
ist 2* eine Untergarbe von 2°. 

Obgleich im allgemeinen eine Kohomologietheorie mit Koeffizienten in 2° 
(oder 2*) unméglich ist, sind 1. Kohomologiemengen von B mit Koeffizienten 
in 2° und 2? definiert (vgl. [13], p. 40). Diese seien mit H1(%B, 2°) bzw. H1(B,L*) 
bezeichnet. H1(G, 2°) und H1(%, 2*) tragen keine Gruppenstruktur. Es gibt 
aber ein wohlbestimmtes neutrales Element e « H'(B, 2°) und e € H1(B, L*). 

H1(G 2°) und H1(B, L*) sind als induktiver Limes von Kohomologiemengen 
H1(W, 2°) bzw. H'(W, L*) erklart, die jeder offenc~ Uherdeckung Y von @ 
zugeordnet sind. Es gibt daher einen kanonischen Monomorphismus *) 
t,. H(D, L°)"> H'(B, L*) und 1, : H'(W, L*) + A (B, L*). 

Wir fiihren nun die Konstruktion der Mengen H'(%, 2) durch (2 = &° 
oder = 2). Es seien % = {W,,¢€ ]}, Wi, = Wi.0W,, 4,,,, eine Schnitt- 
flache tiber W,,. in 2. Wir bezeichnen mit s eine Kollektion {s,,, 4, ¢ J, 
t,€ J} von Schnittflachen und mit C(W®, 2) die Menge der s. Es werde e, 
= {8, ,= 162, 4, &€ J} gesetzt. Ferner heiBe s ein Kozyklus, wenn fiir alle 
by ty tg in Wee. WWW, gilt: 8,,.,0 8,.,.= 8. (wobei O die 
Gruppenoperation in 2 bezeichnet). 

In der Menge Z(%®, 2) der Kozyklen wird nun eine Aquivalenzrelation 
eingefiihrt: s, = {s‘')} ¢ Z(W, 2) und s,= {s'?)} « Z(WB, L) heiBen aquivalent, 
wenn es eine Kollektion {s,, 1 ¢ J} von Schnittflachen s, tiber W, gibt, derart, 


’) Wir lassen im folgenden das Wort komplex in ,,komplex-analytisch“ usw. haufig aus. 
*) Ein Monomorphismus (Homomorphismus, Isomorphismus, usw.) sei stets eine 
eineindeutige (eindeutige, usw.) Abbildung, die mit den betrachteten Strukturen ver- 
traglich ist. In dem vorliegenden Falle bilden t, und rt, das neutrale Element auf das 
neutrale Element ab. 
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daB in W,,,, stets gilt: 8,0 3 © s1=s('). H'(W, 2) ist dann die. Menge 
der Aquivalenzklassen von Z(%, 2), e € H'(W, 2) die von e,¢ Z(W, 2) er- 
zeugte Aquivalenzklasse. 

2. Es werde nun vorausgesetzt, daB L in einem komplexen Raum 
effektiv holomorph wirkt. % sei ein topologisches (analytisches) Faserbiindel, 
das L als Strukturgruppe, § als Faser und G zur Basis hat. Da je zwei Karten 
der Faserstruktur {(U,, y,, W, x §), «€ J} von ® stetig (holomorph) vertraglich 
sind, werden die Abbildungen y, O y,,?: W,,,, x & > W,,., x F durch Formeln 
(x, y) > (x, ®,,,(z) O y) gegeben, wobei @,, (x) stetige (holomorphe) Ab- 
bildungen W,,,— L sind. Man hat in allen’ W,,,, die Beziehung @,, (x) O 
O ®,,,, (x) = @,,,,(z). FaBt man @,,,(z) als Schnittfliche in 2° (bzw. 2*) 
auf, so ist daher {®, ,, (x), t, t,€ J} ein Element aus Z(W, 2°) (bzw. aus Z (2B, L*)) 
und erzeugt ein Element aus H1(%, 2°) (aus H1 (WB, L*)). Jedem topologischen 
(analytischen) Faserbiindel % ist also ein Element &,(R) ¢ H*(W, 2°) bzw. 
&,(R) € H*(W, L*) zugeordnet. Ist R =B x F, so folgt &,(N) =e. 

Nach [13], p. 44 gilt der elementare Satz: 

Satz 1. Es sei R° bzw. R* die Menge der topologischen bzw. der analytischen 
Faserbiindel mit B als Basis, § als Faser und L als Strukturgruppe. Dann wird 
das System der topologischen bzw. der analytischen Aquivalenzklassen von &° 
bzw. R* durch die Abbildung h,:R—>1,(E,(M)) bzw. ha: R-> t.(Eq(MN)) iso- 
morph auf H(B, 2°) bzw. H'(B, L*) abgebildet. 

3. Die Injektion i : 2*-+ 2° erzeugt einen Homomorphismus H*(%D, 2*) — 
— H}(, 2°) und dadurch einen Homomorphismus i* der induktiven Limiten: 
A) (ZB, 2°) > H1(B, V2). Es ist leicht einzusehen, daB & und i*(&), &€ 
H’(%, 2*), im Sinne von Satz | stets topologisch aquivalenten Faserbiindeln 
zugeordnet sind. In [12] konnte der folgende Satz bewiesen werden: 

Satz 2. Ist B ein holomorph-vollstindiger Raum, so ist i* ein Isomorphismus 
von H'(B, 2*) auf H'(B, 2°). 

Dabei ist der Begriff des holomorph-vollstandigen Raumes wie folgt zu 
definieren : 

Definition 5. Zin komplexer Raum B heiBt holomorph-vollstindig, wenn er noch 
zusitzlich zwei Figenschajten hat: 

1) Er ist holomorph-konvex: ist M eine kompakte Teilmenge von %, so 
ist auch die Menge M = {x¢2, |f(z)| < sup |f(M)| fair f ¢ H} kompakt 
(H = Menge der in % holomorphen Funktionen). 

2) Er ist K-vollstindig: zu jedem Punkt +¢% gibt es eine Umgebung 
U(x) und eine holomorphe Abbildung 9 von 3 in einen komplexen Zahlen- 
raum C*, die U(x) nirgends entartet abbiidet. 

,,WNirgends entartet’ heiBt, daB die Menge o~* (4) ~ U (x) fiir jedes 4 ¢ C* in U 
diskret liegt. Die K-Vollstandigkeit von @ bedeutet deshalb nichts anderes, 
als daB in B hinreichend viele holomorphe Funktionen existieren, die dort 
eine komplexe Funktionentheorie sinnvoll machen. 

4. Jedes analytische Faserbiindel aus R* 14Bt sich nach § 1.3 auch als ein 
topologisches Faserbiindel aus R¢ auffassen. Die dadurch definierte Abbildung 
j : R*+ K° erzeugt offenbar einen Homomorphismus j* des Systems S* der 
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analytischen Aquivalenzklassen von * in das System S¢ der topologischen 
Aquivalenzklassen von 8°. Aus Satz 1 und Satz 2 ergibt sich sofort, da das 
Diagramm : 
Se"... Se 
Ne he 
H'(B, 2¢) —"_. H1(B, 2°) 

kommutativ ist (d. h.: i* h, = h,j*): 

Satz 3. Ist G ein holomorph-vollstiindiger Raum, so ist }* ein Isomorphismus 
von S* auf S°. 

In anderen Worten heiBt das: 

Satz I, Zs sei G ein holomorph-vollstindiger Raum. Dann sind zwei ana- 
lytische topologisch dquivalente Faserbiindel iiber GB, die gleiche Faser und Struktur- 
gruppe haben, auch stets analytisch dquivalent. 

Satz II. Ist B ein holomorph-vollstindiger Raum, so gibt es zu jedem komplex- 
topologischen Faserbiindel iiber B ein topologisch dquivalentes komplex-anal yti- 
sches Faserbiindel mit gleicher Faser und Strukturgruppe. 

5. Wie der Verf. in einer spaiteren Arbeit zu zeigen beabsichtigt, kann der 
Cartan-Serresche Begriff der analytischen Garbe von abelschen Gruppen so 
verallgemeinert werden, da8 unter ihn auch dic Garben 2* fallen. Diesem 
neu-aufgestellten Begriff mége der Name ,,allgemeine analytische Garbe‘‘ ge- 
geben werden. Es zeigt sich, daB jede allgemeine analytische Garbe 6* Unter- 
garbe einer Garbe ©° ist, die ahnliche Eigenschaften wie 2° hat. Damit inter- 
essante Sitze gelten, muB wie bei den Cartanschen Garben eine Koharenz- 
bedingung erfiillt scin. Ist das der Fall, so gilt in Analogie zu Satz 2: 

Satz 2a. Ist B ein holomorph-vollstiindiger Raum, so erzeugt die Injektion i: 
G*-»> S einen Isomorphismus ron H'(B, S*) auf H(B,S*). 


§ 3. Folgerungen 


Durch die Satze I und LI in § 2.4 wird die Theorie der topologischen Faser- 
biindel, wie sie etwa in dem Buch von Srexenrop [18] entwickelt ist, auf 
unsere komplex-analytischen Faserbiindel anwendbar. Es ergibt sich eine 
Anzahl von Folgerungen, von denen hier cinige zusammengestellt seien. 

1. Es sei L eine komplexe Liesche Gruppe, L, sei eine abgeschlossene, 
komplexe Liesche Untergruppe von L. .Ferner bezeichne L/L, die Menge der 
Rechtsrestklassen von L nach L,. Da jede zusammenhangende Komponente 
von L/L, eine Mannigfaltigkeit (mit abzihlbarer Topologie) ist 5), gilt: L/L, ist 
genau dann ,,solid“, wenn L/L, in sich zusammenziehbar ist (man vgl. [18], 
p- 54). Dabei heiBt ein topologischer Raum S in sich zusammenziehbar, 
wenn es eine stetige Abbildung o(z,t): Sx{t,0<t<s1}>S8 gibt, fir die 
o(x, 1) = 2, o(x, 0) = x ¢ S ist. 

Es sei nun & ein (analytisches) topologisches Faserbiindel mit Z als 
Strukturgruppe. Man sagt dann, daB man die Strukturgruppe L von ® (ana- 


») Wir setzen im folgenden immer voraus, daB alle Mannigfaltigkeiten abzihlbare 
Topologie haben. 
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lytisch) stetig auf L, beschrinken kann, wenn es zu % ein (analytisches) topo- 
logisches Faserbiindel X, mit Strukturgruppe L, gibt, das als Faserbiindel mit 
Strukturgruppe L aufgefaBt zu RN (analytisch) topologisch aquivalent ist. 
Da nun nach [18], p. 56 bei topologischen Faserbiindeln diese Beschrankung 
immer méglich ist, wenn L/L, solid ist, so folgt aus Satz I und Satz II: 

Satz 4. Es sei B ein holomorph-vollstindiger Raum, R sei ein komplex- 
analytisches Faserbiindel iiber B, das L zur Strukturgruppe hat. Ist dann L/L, 
zu enziehbar, so lapt sich die. Strukturgruppe L von R auf L, analytisch 
beschriinken. 

Dieser Satz kann auch in der Abbildungstheorie mit Erfolg verwendet 
werden. Man vgl. [14], Kap. III, Satz 2. 

2. Es sei nun & ein analytisches Hauptfaserbiindel iber G mit Struktur- 
gruppe L. Die Faser von & ist also gleich L, die Strukturgruppe LZ wirkt in 
der Faser L als Linkstranslation: | + 1,0 1. Es ist deshalb ein Produkt y 0 |, 
der Punkte y ¢R mit 1,¢ L definiert: hat y in einer Karte (U, y, W x L) die 
Koordinaten y(y) = (z, 1), so hat y O |, in derselben Karte die Koordinaten 
(z,l © 1). Nennen wir zwei Punkte y,, y,€RN aquivalent, wenn y,= y,O / 
fiir cin | aus der Untergruppe L, ist, so zerlegt die dadurch definierte Aqui- 
valenzrelation den Raum & analytisch*). Der Quotientenraum Q = %/L, ist 
ein analytisches Faserbiindel iber G, das die komplexe Mannigfaltigkeit der 
Rechtsrestklassen L/L, zur Faser hat. Setzt man Lf = {l¢ L,, 151010 be L, 
fiir alle 1,¢ L}, so ist Lt Normalteiler von L und die Liesche Gruppe L* = L/L> 
die in L/L, effektiv wirkende Strukturgruppe von Q = R/L,. Es gilt: 

Satz 5. Ist L, in sich zusammenziehbar, so ist jedes analytische Hawpt- 
faserbiindel R iiber einem holomorph-vollstindigen Raum B, das L zur Faser hat, 
genau dann analytisch trivial, wenn Q = R/L, eine stetige Schnittflache besitz. 

Beweis. Ist R trivial, so ist auch Q trivial und besitzt mithin eine stetige 
Schnittflache. Es ist also nur noch zu zeigen, daB unser Kriterium fiir die 
Trivialitat von N hinreichend ist. 

Bekanntlich ist Z ein analytisches Hauptfaserbiindel iiber Z/L,. Man kann 
deshalb auch % als analytisches Hauptfaserbiindel tiber Q = %/L, auffassen 
(Faser: L,). Da L, zusammenziehbar ist, folgt aus [18], daBR itber Q topologisch 
trivial ist. Man kann also = Q x L, setzen. Es sei nun s eine stetige Schnitt- 
flache in Q iiber B. Dann ist $ = s x 1, 1 ¢ L,, eine stetige Schnittflache von 
Q x L,=X. Ein Hauptfaserbiindel mit Schnittfliche ist jedoch topologisch 
trivial ({78]), p. 36). Also folgt aus Satz 1, daB R auch analytisch trivial ist, 
q.e.d. . 

Nach bekannten Sitzen gehért zu jedem analytischen Faserbiindel X 
iiber B ein adjungiertes analytisches Hauptfaserbiindel R iiber B, das gleiche 
Strukturgruppe wie R hat”). ist genau dann anelytisch trivial, wenn R es 
ist. Satz 5 liefert also ein Kriterium fir die Trivialitét von analytischen 
Faserbiindeln. Dazu sei ein einfaches Beispiel betrachtet: 





—% K. Srern hat solche Aquivalenzrelationen allgemein untersucht (vgl. [20}). 
7) Vg. [18], p. 35ff. 
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Die komplexe Liesche Gruppe L wirke effektiv in einer komplexen Mannig- 

faltigkeit ¢*), jeder Automorphismus / ¢ Z von & lasse einen von / unab- 

hangigen Punkt z,¢ G fest. Sind dann z,,...,z, komplexe Koordinaten der 

komplexen Struktur von § in einer Umgebung U (z,) und ist z= (0, .. ., 0), 

so hat jeder Automorphismus / ¢ LZ in x, eine Entwicklung: 

z* = J'a,,(l) -z,+ hohere Glieder, v=1,...,n. 


ae 
Wir setzen A (l) = ((a,,())), es ist |A(J)| +0. — Es sei nun L, die Unter- 
gruppe derjenigen / ¢ L, fiir die A(l) = E, die Einheitsmatrix ist. In diesem 
Falle ist Z, sogar ein Normalteiler von L: L/L, ist kanonisch isomorph zur 
linearen Gruppe der A(l). Wir setzen voraus, daB L, zusammenhangend ist 
und bezeichnen mit L,, k = 1, 2,3, ... die abgeschlossene Untergruppe der- 
jenigen Automorphismen /¢JZ,, die in 2 eine Entwicklung z*¥=z,+ 
+ yyy, + + +m (L) 2"... 2" + hGhere Glieder haben. Es ist stets L,, ein 


— 
yt... + fy k+l 


Normalteiler von L,, m=>k. L,/L,,, ist kanonisch isomorph zu der abge- 
schlossenen additiven abelschen Gruppe der Koeffizientenschemata 
{a,,,, - - « », (1)}*), also zu einer abgeschlossenen Untergruppe eines C*. Ist nun 
L, zuasammenhingend, so ist auch C,~ L,/Z,,, zuasammenhangend und mithin 
ein Teilvektorraum des C*. C, ist deshalb in sich zusammenziehbar. Nach [18] 
gilt: Topologisch ist L,= L,/L,., « Ly... Es folgt, daB L,,, zusammenhangt. 
Durch vollstaindige Induktion ergibt sich schlieBlich, weil L, als zusammen- 
haingend vorausgesetzt ist, daB alle L, nur aus einer zusammenhangenden 
Komponente bestehen und da topologisch immer gilt: L, = L,/Ly.. x Dy. 
L ist endlich dimensional. Es gibt daher ein ky, so daB fiir k > k, die Gruppe 
L,=0 ist. Man hat somit: L, = L,/L, X Le/Ly * +++ * Ly,4y/Ly, < Ly, Dain diesem 
Produkt jeder Faktor in sich zusammenziehbar ist, muB L, in sich zusammen- 
zichbar sein. Es folgt also aus Satz 5, daB fiir die Trivialitat jedes analyti- 
schen Faserbiindels mit & als. Faser, L als Strukturgruppe und einem holo- 
morph-vollstandigen Raum 3% als Basis nur die Gruppe A (/) —- das Verhalter 
von L in x, — entscheidend ist. 

3. Wir betrachten nun den Fall, daB Z ein holomorph-vollstandiger Raum 
ist, den man in sich (stetig) zusammenziehen kann. Nach einem bekannten 
Satze ({18], p. 53, 11.6) ist jedes Faserbiindel mit einer solchen Basis topo- 
logisch trivial. Satz I ergibt: 

Satz 6. Jedes analytische Faserbiindel R, das einen zusaimmenziehbaren 
holomorph-vollstindigen Raum B zur Basis hat, ist analytisch trivial. 

Ein ahnliches Resultat kann man fiir den Fal! gewinnen, daB B eine nicht- 
kompakte (zusammenhangende) Riemannsche Flache ist. Hier gilt der leicht 
mit der Obstruktionstheorie zu beweisende topologische Satz"): 

*) Kine komplexe Mannigfaltigkeit ist ein kompiexer Raum, der nur aus uniformisier- 
baren Punkten besteht (vgl. [8]). 

*) {L,, v = 1,2,...} ist also eine Auflésung von J,. 

1) Vgl. [18], p. 148ff. Der behauptete Satz ergibt sich, da die zweite Kohomologie 


gruppe mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen Gruppe auf jeder (nicht-kompakten 
zusammenhangenden) Riemannschen Flache verschwindet. 
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Jedes Faserbiindel iiber G, dessen Strukturgruppe eine zusammenhiingende 
Liesche Gruppe ist, ist topologisch trivial. 

Da B nach [1] ein holomorph-vollstandiger Raum ist, folgt aus Satz I 
wieder: 

Satz 7"). Hs sei R ein analytisches Faserbiindel iiber einer nicht-kompakten 
Riemannschen FlicheB. Die Strukturgruppe von R sei eine zusammenhingende 
komplexe Liesche Gruppe. Dann ist R analytisch trivial. 


§ 4. Anwendungen 


1. In den Satzen I und II sind einige klassische Existenzsitze enthalten. 
Aus Satz 4 ergibt sich z. B. unmittelbar die Lésung des 1. Cousinschen Pro- 
blems. Es sei% ein komplexer Raum, {W,, « ¢ J} sei eine offene Uberdeckung 
von %, /,(z) seien meromorphe Funktionen in den W,,, in den Durchschnitten 
W,.O W,, sei f,,(z) — f,,(z) holomorph. Das I. Cousinsche Problem fragt nun, 
ob man in % eine meromorphe Funktion f(x) so bestimmen kann, da8 in 
allen W, die Differenz f(x) —/,(z) holomorph ist, d.h., daB f, f, stets die 
gleichen Hauptteile haben. H. Cartan [2] hat elementar gezeigt, daB zu der 
Cousin-I-Verteilung {f,(x)} ein analytisches Faserbiindel R itiber BG mit der 
z-Ebene als Faser und der additiven Gruppe C der komplexen Zahlen als 
Strukturgruppe gehért. X ist genau dann analytisch trivial, wenn das I. Cou- 
sinsche Problem fiir {f,(x)} lésbar ist. Da C in sich zusammenziehbar ist, 
folgt aus Satz 4, daB man zu jeder Verteilung {/,(z)} stets die Funktion f(z) 
finden kann, wenn % ein holomorph-vollstandiger Raum ist. 

Ahnlich ist der Fall beim II. Cousinschen Problem gelagert. Es seien nun 
in den W, holomorphe Funktionen /,(z) vorgegeben, in den Durchschnitten 
Wo W,, sei me holomorph und von null verschieden. Gesucht wird 

fh, (x) 


eine in S holomorphe Funktion f(z), derart, daB in W, stets FT * 0 und 


holomorph ist. K. Oxa [15] hat 1937 fiir Holomorphiegebiete — das sind 
spezielle holomorph-vollstandige Raume — gezeigt, daB dort eine solche 
bunktion f genau dann existiert, wenn man eine stetige Funktion g finden 


kann, bei der f(z) 
g (x) 


zu der Cousin-II-Verteilung wieder ein analytischer Faserraum %, dessen 
Basis G, dessen Faser die z-Ebene, dessen Strukturgruppe die multiplikative 
Gruppe der komplexen Zahlen ist [2]. Die Funktion / existiert genau dann, 
wenn X analytisch. trivial ist, die Funktion g genau dann, wenn X topologisch 
trivial ist. Das Okasche Resultat folgt somit aus Satz I. 

2. Es sei nun IM eine g-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Wir be- 
zeichnen die kontravarianten Vektoren an einen Punkt x ¢ M* mit &(z). Die 
Menge aller kontravarianten Vektoren an einen festen Punkt 2 ¢ M* bildet 
cinen q-dimensionalen komplexén Vektorraum {&,, die Menge aller §&(2), 
x € M*, ein analytisches Faserbiindel € itiber M’, dessen Strukturgruppe L 


in W, stetig und von null verschieden ist. Nun gehért 


1) Dieser Satz wurde zuerst von H. Réurt bewiesen (vgl. [16}). 


18* 








272 Hans GRavert: 


die g*-dimensionale Gruppe GZ (q, C) der nicht-singularen, homogenen, kom- 
plex-linearen Transformationen des (* ist. Wir nennen £ den Tangential- 
raum von IM. & hat als Faser den C*, als Basis M*. Man zeigt leicht: 

€ ist genau dann analytisch (topologisch) trivial, wenn es in M* q holo- 
morphe (stetige) Felder &,(x),v = 1,...,9q, von kontravarianten Vektoren gibt, 
derart, dap in jedem Punkt x <M die Vektoren &,(x),....&,(x) komplex- 
linear unabhangig sind. 

Wir nennen MM, wenn auf WM‘ g holomorphe (stetige) Felder dieser Art 
existieren, analytisch (stetig) parallelisierbar. Es ist offenbar dann méglich, 
zu jed2m Vektor an einem beliebigen Punkt xz € M* einen parallelen Vektor 
an einem beliebigen anderen Punkt y ¢ M2 zu definieren. Satz I ergibt un- 
mittelbar: 

Satz 8. Jede holomorph-vollstindige Mannigfaltigkeit™) (variété de Stein) ist 
genau dann analytisch parallelisierbar, wenn sie stetig parallelisierbar ist. 

3. Wir betrachten nun das zu ¢ assoziierte Hauptfaserbiindel Ly (mit L 
= GL(q, C)). Die Punkte von Lg iiber xsind die homogen-linearen Abbildungen 
des C* in die Faser £,. Die Faser von Lg ist deshalb mit LZ identisch. Die 
Strukturgruppe von Ly besteht aus den Linkstranslationen | + 1,0 I, 1, ¢ L, 
von L. Sie ist zu L kanonisch isomorph. — Wir bezeichnen mit L, die Unter- 
gruppe der Transformationen | ¢ L = GL(q,C), die im C* die Punkte ¢, 
=(1,0,...,0), ¢g=(0,1,...,0),...,e¢,=(@,...,0,1,0,...,0) featlassen 
und bilden durch Rechtsrestklassenbildung das Faserbiindel NR = Lz/L, iiber 
M (mit der Strukturgruppe: L*= L/L}, Lj = {le L,lolo ke L, fir 
l,¢ L}). Die Punkte von % iiber x < M* sind die Klassen der homogen-linearen 


Abbildungen des C* auf &,, die ¢,,...,¢, in feste, der Klasse zugeordnete 
linear unabhangige Vektoren &,(x),..., &,(x) tiberfiihren. Die Punkte von ® 
und die r-tupel linear unabhangiger Vektoren é,(2x),..., &,(z) entsprechen 


sich also in umkehrbar eindeutiger Weise. Es gilt, wie man leicht zeigt: 

Die Strukturgruppe L* von Ls/L, lapt sich genau dann stetig (analyltisch) 
auf L,/L; beschriinken, wenn Ls/L, eine stetige (holomorphe) Schnittflache iiber 
Me besitzt. 

Ist M*eine holomorph-vollstandige Mannigfaltigkeit, so ergibt sich aus Satz 4: 

Es gibt genau dann eine holomorphe Schnittfliche iiber M* in R, wenn es in 
L/L, eine stetige Schnittflaiche gibt. 

Da man die Punkte von & als r-tupel von linear unabhangigen kontra- 
varianten Vektoren auffassen darf, so folgt: 

Satz 9. Ist M eine holomorph-vollstindige Mannigfaltigkeit, so gibt es in M 
genau dann r holomorphe Felder iiberall komplex-linear unabhéingiger Vektoren, 
wenn es in Mr stetige Felder dieser Art gibt. 

Da auf jeder (zusammenhangenden) nicht-kompakten differenzierbaren 
Mannigfaltigkeit stets ein Vektorfeld existiert’®), dessen Vektoren nirgends 


12) Kine holomorph-vollstandige Mannigfaltigkeit ist ein holomorph-vollstandiger 
Raum, der gleichzeitig eine komplexe Mannigfaltigkeit ist. 

13) Das ist gleichbedeutend damit, daB die erste charakteristische Klasse jeder nicht- 
kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit. versch windet. 
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verschwinden, so ergibt sich aus Satz 9, daB man auf jeder holomorph-voll- 
stindigen Mannigfaltigkeit ein holomorphes Feld nirgends verschwindender, 
kontravarianter Vektoren definieren kann. Ahnliche Resultate sind far die 
kovarianten Vektoren usw. richtig. 

Neben den hier diskutierten Fallen sind noch weitere Anwendungen mdg- 
lich. Unter anderem konnte z. B. H. Réurt das sog. Riemann-Hilbertsche 
Problem in einer verschirften Form mit Hilfe von Satz 7 lésen. H. Réuri 
beweist Satz 7 mit Methoden der klassischen Funktionentheorie (vgl. [16)}). 
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Bemerkungen zum Trapezdesargues 
Von 


Hans-Geore Zimmer in Gottingen 


Im folgenden wird in einer affinen Ebene ein SchlieBungssatz untersucht, 
der in der Moufang-Geometrie eine fundamentale Rolle spielt: Gehen die 
paarweise verschiedenen Geraden AA’, BB’ und CC’ durch einen Punkt P, 
ist A B\| A’ B’, AC|| A’C’ || BB’, so folgt die Paralle- 
litat BC|\ B’C’ (Fig. 1). 

A Diesen SchlieBungssatz samt allen (aus den affinen 

Inzidenzaxiomen folgenden) Umkehrungen nennen wir 
, —. ¥ den Trapezdesargues. 
ae Durch die Forderung BC || A A’ wird er spezialisiert 
zum sog. Parallelogrammdesargues. 

R. Mourane [4] leitet die Alternativkérperregeln ‘fiir die Hilbertsche 
Streckenrechnung in einer affinen Ebene aus einem projektiv formulierten 
SchlieBungssatz ab, dem Satz vom vollstandigen Vierseit, der die Existenz 
und Eindeutigkeit des vierten harmonischen Punktes zum Ausdruck bringt. 

Ein affiner Spezialfall dieses Satzes ist der 

Satz vom Mittelpunkt (Fig. 2). Sind P und Q zwei verschiedene Punkte, 
R ein Punkt, der nicht auf PQ liegt, S der durch P, Q, R eindeutig bestimmte 
Punkt mit PS|| RQ und SQ|| PR. Dann existiert der Schnittpunkt M der 

Diagonalen PQ und RS und ist unabhéngig von der Wahl 
S von R. 

Wir nennen M die Mitte der Strecke PQ. Dieser Satz 
gilt in jeder affinen Translationsebene mit von 2 verschiede- 
ner Charakteristik (vgl. [1 ]). Er hat nichtden Trapezdesar- 
gues, nicht einmal den Parallelogrammdesargues zur Folge, 
wie ein von STETTLER [5] angegebenes Veblen- Wedderburn. 
System zeigt, in dem die mit dem Parallelogrammdesar- 
gues beweisbare Regel — (ab) = (— a)b nicht erfiillt ist. 


A . ad 





s 





Der Parallelogrammdesargues ist erfillt in jeder Translationsebene der 
Charakteristik 2, weil dort die Diagonalen eines jeden Parallelogramms par- 
allel sind. Aus der Existenz echter Fastkérper (das sind Veblen-Wedderburn- 
Systeme mit assoziativer, aber nur einseitig distributiver Multiplikation) der 
Charakteristik 2 folgt, daB der Parallelogrammdesargues: nicht den Trapez- 
desargues zur Folge hat, denn damit ware das zweite Distributivgesetz be- 
weisbar. 











Bemerkungen zum Trapezdesargues 275 


Aber es gilt 

Satz 1. In einer affinen Ebene folgt aus dem Parallelogrammdesargues und 
dem Satz vom Mittelpunkt der Trapezdesargues. 

Den Beweis beginnen wir mit einem 

Hilfssatz. Sei ABCD ein nicht ausgeartetes Parallelogramm mit M als 
Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD. Durch M die Parallele zu AB 
schneide AD in N. Dann ist N die Mitte von AD (Fig. 3). 

Zum Beweis ziehen wir durch M die Parallele zu A D und bringen sie in O 
zum Schnitt mit der Geraden A B. Aus dem Parallelogrammdesargues fiir 
die Dreiecke BCD und OMN mit A als Zentrum ;- 0 c 
folgt NO || BD. Durch A die Parallele zu BD \ 
schneidet DC in E. Aus dem Parallelogrammdesargues . 
fiir die Dreiecke AED und ONM mit B als Zen- N 
trum folgt die Kollinearitaét von Z, N und B. Also ‘\ 
ist N die Mitte von AD. A ¢ 8 

Hieraus und aus der Eindeutigkeit der Mitte folgt ~— 
nach Forper [2] die Giltigkeit des kleinen Satzes von Desargues. 

Wir setzen nun den kleinen Satz von Desargues und die Existenz der 
Mitte voraus (ihre Eindeutigkeit folgt dann). Als Seitenhalbierende eines Drei- 
ecks bezeichnen wir die Verbindungsgerade von Seitenmitte und Gegenecke. 
Damit 148t sich der Parallelogrammdesargues offenbar folgendermaBen for- 
mulieren : 

Sind A BC und A’ BC’ zwei nicht ausgeartete Dreiecke mit einander ent- 
sprechenden Seitenhalbierenden s und s’, so folgt aus der Parallelitaét je dreier 
entsprechender Geraden die Parallelitat der vierten 

Damit l48t sich nun Satz 1 leicht beweisen. Seien A BC und A’ B’C’ 
zwei Dreiecke, die beziiglich eines Punktes P als Zentrum den Voraussetzungen 
des Trapezdesargues geniigen (vgl. Fig. 1). Durch : ; 

C bzw. C’ ziehen wir die Parallelen zu AB 4 £ 

(Fig. 4). Sie schneiden PB’ in R bzw. R’. Es sei 
M bzw. M’ die Mitte von PR bzw. PR’. Dann 
folgt aus dem Parallelogrammdesargues in der 
zweiten Fassung, angewandt auf die Dreiecke 7 ” ot 8 R’ 
PCR und PC'R’, die Parallelitét von CM und Fig. 4 

C’M’. Durch C bzw. C’ die Parallelen zu PA’ ™ . 
schneiden P B’ in S bzw. 8’. Wegen der Gleichheit der Vektoren PS und BR 


baw. PS’ und B’R’ und der Kommutativitat der Vektoraddition sind M 
bzw. M’ auch die Mitten von SB bzw. S’ B’. Wenden wir den Parallelogramm- 
desargues in der zweiten Fassung an auf die Dreiecke SC B und S’C’ B’, so 
folgt BC || B’C’. Damit ist der Satz 1 bewiesen. 


Wird der Trapezdesargues nur fiir solche Dreiecke vorausgesetzt, deren 
Ecken B und B’ auf einer festen Geraden g liegen, so sagen wir, er gelte lings g. 
Fiir diesen Spezialfall gilt der zum Klingenbergschen Satz (vgl.[3]) tiber den 
affinen kleinen Satz von Desargues fiir zwei Richtungen duale 
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Satz 2. Gilt der Trapezdesargues in einer affinen Ebene lings zweier ver- 
schiedener paralleler Geraden g und g’, so gilt er lings jeder zu g parallelen 
Geraden. 

Beweis. Durch zweimalige Anwendung des Trapezdesargues lings der Ge- 
raden g gewinnt man folgende Verallgemeinerung: Liegen B und B’ auf g, 
gehen die paarweise verschiedenen Geraden AA’, BB’ und CC’ durch einen 
Punkt P, ist AC || A’C’, A’C’ || BB’ und schneiden sich BC und B’C’ in R, 
AB und A’ B’ in Q, dann ist QR || g (vgl. Fig. 5). 




















Fig. 6 


Um das einzusehen, bringe man die Parallele zu BC durch C’ mit g in B”’ 
zum Schnitt. Aus dem Trapezdesargues fiir die Dreiecke A BC und A’ B’ C’ 
folgt A B || A’ B’’. Damit folgt aus dem Trapezdesargues fiir die Dreiecke BQR 
und B” A’C’ die Parallelitét von QR und A’C’ || g. 

Seien nun A BC und A’ B’C’ zwei Dreiecke, die beziiglich des Punktes P 
auf g” als Projektionszentrum den Voraussetzungen des Trapezdesargues 
langs g” geniigen, es liege A und C auf g, A’ und C’ auf g’, aber A B und A’ B’ 
seien nicht parallel, sondern schneiden sich in Q (Fig. 6). Die Parallele zu g 
durch Q schneidet PA in R, die Parallele zu BC durch Q schneidet g bzw. g’ 
in S bzw. 8’. 

Aus dem Trapezdesargues lings g fiir die Dreiecke P BC und RQS mit A 
als Projektionszentrum folgt PC || RS. Aus dem Trapezdesargues lings g’ 
fiir die Dreiecke PB’C’ und RQS’ mit A’ als Projektionszentrum folgt 
PC’ |! RS’. Das ist aber nicht méglich, denn wegen 
BC + PC und g + 9’ kann S nicht auf RS’ liegen. 

Sind BC und B’C’ nicht parallel, sondern schnei- 
den sich auf einer von QR verschiedenen Parallelen 
zug, so verlauft der Beweis unter Benutzung des ver- 
allgemeinerten Trapezdesargues lings g und g’ 
vollig. analog. 

Fig. 7 Also gilt der Trapezdesargues und seine Verall- 
gemeinerung langs jeder zu g parallelen Geraden fiir 

alle Dreiecke A BC und A’ B’C’, deren Seiten AC und A’C’ den Geraden 
g und g’ angehéren. Durch zweimalige Anwendung dieses Satzes kann 
man sich von der Bedingung A’C’ auf g’ lésen. Seien A BC und 
A’ B’C’ zwei Dreiecke, die den Voraussetzungen dieses Satzes geniigen, 
A’C” sei zu g parallel, liege aber nicht auf g’. Dann bringen wir g’ in C” zum 
Schnitt mit B’C’, CC” in Q zum Schnitt mit BB’ und QA in A” zum Schnitt 
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mit g’ (Fig. 7). Aus dem verallgemeinerten Trapezdesargues fiir die Dreiecke 
ABC und A” BC” mit Q als Projektionszentrum folgt AB \A” B’, falls 
BC || B’C’. Andernfalls schneiden sich A B und A” B’ sowie BC und BC’ 
auf einer Parallelen zu g. Damit folgt aus dem verallgemeinerten Trapez- 
desargues fiir die Dreiecke AC P und A’’C” B’ die Kollinearitat von A”, 
A’ und B’. 

Nun ist es leicht, sich noch von der Bedingung zu lésen, daB die Seite AC 
auf g liege. 

Als Erganzung zu Satz 2 gilt der 

Satz 3. In einer affinen Ebene folgt aus dem. Trapezdesargues lings zweier 
verschiedener paralleler Geraden g und g’ der kleine Satz von Desargues fiir 
diese Richtumg. 

Beweis. Es geniigt, den kleinen Satz von Desargues fiir solche Dreiecke 
zu beweisen, fiir die zwei Verbindungsgeraden entsprechender Ecken durch 
die Geraden g und g’ festgelegt sind, weil man sich von dieser Einschrinkung 
sofort durch affine Schliisse befreien kann. Der Beweis dieses Spezialfalles 
erfolgt indirekt. Waren namlich A BC und A’ B’C’ 











zwei Dreiecke mit A B || A’ B’, AC || A’C’, BC || B'C’ J £ a’ 
und g = AA’ || BB’ =q', ABH g’, aber CC’ HAA’ : 
(Fig. 8), dann ziehen wir dutch C bzw. C’ die Par- 

allelen zu A A’ und bringen siein D baw. D’zum Schnitt 4 

mit A B bzw. A’ B’. Wenden wir den Trapezdesargues me 


an auf die Dreiecke BCD und B’C’D’ bzw. ACD 
und A’C’ D’, so folgt, daB die paarweise verschiedenen Geraden A A’, BB’, 
CC’ und DD’ einen Punkt gemeinsam haben, was wegen AA’ || BB’ un- 
méglich ist. 

Diesen Beweis verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn 
H. Naumann. 

Gilt in einer affinen Ebene der Trapezdesargues in g-Richtung, d. h. lings 
aller zu g parallelen Geraden, so gibt es auBer den Translationen in dieser 
Richtung weitere Kollineationen, namlich die Scherungen 








in g-Richtung, die folgendermaBen definiert sind: 4 S$ h 
Eine zu g parallele Gerade f wird als ~Fixpunkt- al ae 
gerade ausgezeichnet. Jedem Punkt A, der nicht auf / P 





liegt. wird ein Bildpunkt C auf der durch A gehenden ¥ 
Parallelen zu f zugeordnet nach folgender Vorschrift: 
Liegen A und sein Bildpunkt C auf h+/ und A’ nicht 

auf A, dann bringt man AA’ in P zum Schnitt mit f. Die ‘Parallele 
zu f durch A’ schneidet PC in C’, dem Bildpunkt von A’ (Fig. 9). 

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Konstruiert man mit Hilfe von A 
und dessen Bildpunkt C nach obiger Vorschrift zu A’ den Bildpunkt C’ und 
zu Q den Bildpunkt R (vgl. Fig. 5) und mit Hilfe von A’ und C’ zu Q den 
Bildpunkt R’, dann ist wegen der Giiltigkeit des verallgemeinerten Trapez- 
desargues in g-Richtung R’= R. Damit ist der Bildpunkt von A’ auch dann 
definiert, wenn A’ auf der Geraden AC liegt. 


Fig. 9 
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Daraus folgt sofort, da8 Geraden in Geraden iibergehen, und der Trapez- 
desargues zeigt, da8 parallele Geraden in Parallelen iibergehen. Eine Scherung 
ist durch Vorgabe der Fixpunktgeraden f und eines Punktepaares A und C 
auf einer Parallelen h zu { + h eindeutig bestimmt. 

Wir erweitern nun unsere Voraussetzungen um den Trapezdesargues lings 
einer Geraden, die nicht zu g parallel ist, und bekommen den 

Satz 4. Gilt in einer affinen Ebene der Trapezdesargues in einer Richtung 
und lings einer weiteren Geraden, dann gilt er lings jeder Geraden der Ebene. 

Beweis. Gilt er lings einer Geraden nicht, so gehért sie jedenfalls nicht 
der vorgegebenen Richtung an. Dann gibt es aber eine Translation oder 
eine Scherung in der ausgezeichneten Richtung, die diese Gerade -in jene 
tiberfiihrt, lings derer der Trapezdesargues nach Voraussetzung gilt. Im 
Widerspruch dazu gabe es darauf eine Trapezkonfiguration, die sich nicht 
schlieBt, denn die oben konstruierte Abbildung ist eine Kollineation, die die 
Parallelitat erhalt. 
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Zur Einfiihrung der Streckenrechnung 
Von 
GERHARD BuRDE in Gottingen 


Es soll gezeigt werden, daB sich auf Grund der Axiome I—IV von Hu.- 
BERT!) die Kérperaxiome der Streckenrechnung unmittelbar aus dem Satz 
vom Schnittpunkt der Héhen eines Dreiecks herleiten lassen. Zum Beweise 
dieses Satzes sind die ersten beiden Kongruenzsitze, a4 
der Satz vom Nebenwinkel, der Satz von den Wechsel- 
winkeln an Parallelen, sowie die Existenz rechter 
Winkel und ihre Kongruenz untereinander erforderlich. 

DaB es zu vorgegebenem Halbstrahl und vorgegebener * 

Halbebene nur einen rechten Winkel gibt, folgt aus 

dem Axiom von Pascu, dem ersten Kongruenzsatz 

und der eindeutigen Abtragbarkeit eines Winkels 

(Fig. 1). DaB ein Winkel, der zu einem rechten kon- ie 4 
gruent ist, selbst ein rechter Winkel ist, folgt aus 5 

dem ersten Kongruenzsatz und insbesondere aus dem Satz von der Kongruenz 
der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck. Der Héhensatz 1a8t sich mit 
diesen Hilfsmitteln in bekannter Weise auf den Satz von den Mittelloten 
eines Dreiecks zuriickfiihren, und dieser Satz ergibt sich leicht aus der 
Definition des rechten Winkels unter viermaliger An- , 
wendung des ersten Kongruenzsatzes. 

Nun zur Ableitung der Korperrechenregeln. 


Die Streckenaddition sei wie bei HitBert erklart. 
Zur Definition der Streckenmultiplikation werde ein recht- 
winkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt. Durch Ab- 
tragen kongruenter Strecken vom Ursprung 0 aus werden 9g 
die Einheitspunkte Z und £’ festgelegt. Z’’ sei der ne- 
gative Einheitspunkt auf der y-Achse. Als Produkt der £ 
Strecken OA = a und OB = b wird OC =c definiert, wo 
C der Schnittpunkt des Lotes durch B auf die Gerade Fig. 2 
AE” mit der y-Achse ist (Fig. 2). Die Multiplikation ist offenbar null- 
teilerfrei, und zu jedem a+ 0 ist eindeutig das Reziproke bestimmbar. 
Aus dem Héhensatz folgt die Kommutativitaét der Multiplikation (Fig. 2). 











1) Hitsert: Grundlagen der Geometrie. 
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Speziell ist : 
0-a=a-0=0 P 
Ferner gilt: 
l-a=a ‘ 
Es geniigt zu zeigen: 
l-l=1, 
d. h., der Winkel bei Z im Dreieck # EF’ E”’ ist ein rechter. Zieht man namlich f 


durch E und £’ Parallelen zu den Koordinatenachsen und verlangert die 
Strecke HE” bis zu ihrem Schnittpunkt D mit der Parallelen durch 2’ zur 
x-Achse, so schlieBt man mit Hilfe der ersten beiden Kongruenzsitze, daB die 
Dreiecke EE'E” und EE'D kongruent 
sind. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Die Ableitung des distributiven Gesetzes 


ax a(b+c)=ab+ac 


F) 


148t sich genau wie bei Hiregrt durch- 


y fiihnen. 
{ Pages Zum Nachweis des assoziativen Gesetzes 
IP?--%~ . ~— der Multiplikation wird die analytische 
Darstellung von Geraden und die algebra- 
/ ische Relation fiir die Orthogonalitat ab- 
Fig. 3 geleitet. Nach Wahl des Koordinaten- 
systems sind die Geraden zx = const. 
orthogonal zud* den Geraden y = const. Eine Gerade g, die nicht von 
dieser Form ist, schneidet die y-Achse in einem Punkt (0,6). Das Lot 
von E£” auf g bestimmt eine von Null verschiedene Strecke a auf der x-Achse 
(Fig. 3). Ist P =(zx,y) ein beliebiger Punkt der Geraden g, so erkennt man 
nach Bildung des Produktes az aus der Kongruenz gegeniiberliegender 

Parallelogrammseiten, da8 stets gilt: 








&" 





yt+ax=b. 
Ist h eine zu g orthogonale Gerade mit der Gleichung: 
y+ax=bd', 
so gilt auf Grund der Produktdefinition : 
aa’ = —1 bzw. a’=—a". 


Die Eindeutigkeit des letzten Ausdrucks folgt aus den bereits abgeleiteten 
Rechenregeln und der eindeutigen Existenz des Reziproken. 
Es gilt stets die Kiirzungsregel : 


at(ab)=b, a+0. 


Beweis: In dem Dreieck mit den Eckpunkten A =(ab,0), B =(0, ab) und 
C =(0, —b) schneidet die zu AB orthogonale Gerade durch C die x-Achse 
in M = (0,0). 











Zur Einfiihrung der Streckenrechnung 281 


Die Gleichung der Geraden BM ist, wie durch Einsetzen folgt, gegeben 
durch: y=—azx+ab, 
die der zu ihr orthogonalen Geraden durch A lautet: 

y=a"z—a (ab). 

Letztere ist wegen des Héhensatzes identisch mit der Geraden AC und 
schneidet die y-Achse in C = (0, —b). Daraus folgt die Behauptung. 

Das assoziative Gesetz 

a(bc) = (ab)c 


folgt durch eine weitere Anwendung des Héhensatzes. Es wird von dem 
Dreieck mit den Eckpunkten A = (b-',0), B= (0,c) und C = (0, —a) aus- 


Fig. 4 Fig. 5 














é 


gegangen. Die Geraden A B und AC werden dargestellt durch die Gleichungen : 
y=—(cb)xa+ec 
und y= (ab)x—a, 
was man durch Einsetzen unter Benutzung der oben bewiesenen Kirzungs- 
regel bestatigt. 
Die Gleichung der zu A B orthogonalen Geraden durch C heiBt: 
y = (cb)*x—a 
Sie bestimmt auf der z-Achse den Punkt: 
X= {cb)a. 
Andererseits schneidet die zu AC orthogonale Gerade durch B mit der Glei- 
chung: y=—(ab)*zx+ Cc 
die z-Achse in 


. x = (ab)c. 
. Aus dem Héhensatz folgt: 

Yo= %, dh. 

(ab) c = (cb) a = a(cb) = a(bc). 

Damit sind alle Kérperaxiome nachgewiesen. 
An Hand von Fig. 4 wird sichtbar, daB sich die hier eingefiihrte Strecken- 
multiplikation und die von HiLBert benutzte mit Hilfe des Héhensatzes 
ineinander iiberfiihren lassen. Der in Fig.2 als SchlieBungssatz fiir die 
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Kommutativitat auftretende Héhensatz iibersetzt sich auf Grund dieses Zu- 
sammenhanges in den entsprechenden SchlieBungssatz in der Hilbertschen 
Streckenrechnung, einen speziellen Pascalschen Satz mit den Punkten 


(1,0), (a, 0), (6,0) und (0,a), (0,5), (0,@b), 


wo zwei Geraden die Achsen unter einem Winkel von ,,45°* schneiden (Fig. 5). 
Diese Tatsache enthalt einen Beweis dieses Satzes von Pascau durch drei- 
malige Anwendung des Héhensatzes, welcher mit dem von Scuur®) ge- 
gebenen identisch ist. 

Da £ willkirlich gewahlt war, gelangt man ebenso zu dem von HiLBERT 
zum Beweis der Assoziativitat benutzten Pascalschen Satz mit drei Parametern. 


( Bingegangen am 20. Januar 1958) 


*) Scnur: Zur Proportionslehre. Math. Ann. 57, 205—208 (1903). 
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Similar Bases and Isomorphisms in Fréchet Spaces 
By 
MAYNARD G. ARsovE in Paris 


1. Introduction 


The relationship between bases and linear homeomorphisms has already 
been explored [1, 2, 3, 7] for spaces of analytic functions topologized according 
to the metric of uniform convergence on compact sets. Moreover, further 
information in this direction is given by a theorem of E. R. Lorcu [9, Theo- 
rem B] for the case of Hilbert space. Since all of these spaces are Fréchet 
spaces, it is natural to ask. whether the theory can be extended to every 
Fréchet space admitting a basis. The purpose of the present paper is to answer 
this question in the affirmative. In fact, we generalize the earlier work slightly 
by showing that isomorphisms from one such Fréchet space to another can be 
characterized by means of bases in the two spaces. 

First of all, let us recall some of the notions involved. The term Fréchet 
space is used as in Boursaki [5, pp. 59, 110] to signify a metrizable, com- 
plete, locally convex topological linear space over the real or complex field. 
By a basis in a topological linear space 7 we mean a sequence {z,} of points 
of J such that to every z in 7 there corresponds a unique sequence {a,} of 
scalars for which 


z=) 4,2. 
n=1 
An isomorphism of one such space onto another is then a linear homeomorphic 
mapping of the first space onto the second. 

Unless otherwise specified, @ and will be taken in the sequel as Fréchet 
spaces over the same (real or complex) field. The following concept is of 
central importance in the theory. 

Definition 1. A sequence {y,} in VY will be said to be similar to a sequence 
{z,} in &% provided that for all sequences {a,,} of scalars 


co coo} 
D 4nY, converges <> a,x, converges . 
n=1 n=1 


With this as our point of departure we proceed along the same general 
lines as in [3] to arrive at our main result characterizing isomorphisms in 
terms of similar bases. 

Math. Ann. 135 19 
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Theorem 1. Let {x,} be a basis in WY. If T is an isomorphism of &@ onto 
and y,=T x, (n= 1, 2,...), then {y,} ts a basis in V similar to {x,}. Con- 
versely, if {y,,} is a basis in V similar to {x,}, then there exists an isomorphism T 
of &@ onto V such that y,=T x, (n = 1, 2,.. .). 

In the course of the proof we also obtain a characterization of similar bases 
by means of certain inequalities on semi-norms of partial sums. A corre- 
sponding theory is then developed for spaces admitting absolutely convergent 
bases, and in this case the inequalities characterizing similar bases assume 
a simpler form. 


2. Proof of the isomorphism theorem 


The direct assertion in Theorem 1 is easily. established in the following 
more general setting. 

Theorem 2. Let {z,} be a sequence in a topological linear space W, let T 
be an isomorphism of &% onto a topological linear space V', and let {y,} be the 
sequence in V defined by y,=T 2x, (n =1,2,...). Then 

(1) {y,} is similar to {x,}; 

(2) {y,} is a basis in V if and only if {x,} is a basis in &. 

Proof. It is immediate from the linearity and continuity of 7' that con- 
vergence in @ of X a,x, implies convergence in V of La, y,. By symmetry 
this proves (1), and elementary considerations of the same sort yield (2). 

The converse assertion in Theorem 1. appears to be somewhat subtler, and 
we approach it through a series of lemmas and auxiliary theorems, taking 
full advantage of the hypothesis that @ and VY are Fréchet spaces. Entering 
the discussion by way of Proposition 6, page 97, of [5], this hypothesis en- 
sures that the topologies on @ and VY can be described by sequences of con- 
tinuous semi-norms. There is clearly no loss of generality in supposing these 
sequences of semi-norms to be monotone increasing (a condition that arises 
naturally in spaces of analytic functions). With this assumption we shall 
denote the semi-norm sequences for @ and ¥ by {u,} and {v,}, respectively. 

Thus, u,,(x) < u,,(x) for m>m and all x ¢€ YW; and convergence in @ is 
equivalent to convergence with respect to the semi-norm u, for all n. The 
topology on & is then that of the metric 


yy tl %(z—2’) 
(2.1) o(z, x’) a $itaene' 


Similar properties of course hold for {v,} relative to V. 

We now introduce a pair of conditions relating sequences {y,} in WV to 
sequences {z,} in &@. Condition (a) asserts that, given such sequences {z,} 
and {y,} and any positive integer p, there exist positive integers g and j and 
a positive number M such that for all finite sequences a,,a;,,,..., @, of 
scalars 


k t 
(x) s( Lau.) <M sup u( Ea.) . 
j jstsk 


n=) n=j 





for 
ap] 


eac 
the 











Fréchet Spaces 

The further condition (A) is that for all sequences {a,} of scalars 

(A) d 4%, 2%», convergent > > a, y, convergent . 
n=1 n=1 


It is obvious from the resulting Cauchy condition that («) implies (A). 
More important, however, for our applications is the converse. To show that 
this also holds, let us assume that (A) is true and (a) false. Then, for some 
index p and all positive integers q,j, M there is a finite sequence a,, a; ,,,.. ., 
a, of scalars for which 


k t 
mI E au.) >M sup u.( Ea,%). 
n=j istsk n=j 
Keeping this value of p fixed, we obtain without difficulty two increasing 
sequences {j,;} and {k,} of positive integers such that 


hShy<jpSky<- 
and 
k t 
(2.2) r( Ya.) > 2* sup u( 24,24) (¢=1,2,...) 
n=, imtak, n = 4; 

for a suitable sequence {a,} of scalars. (We put a, = 0 for all indices n not 
appearing in these sums.) 

Now, it is clear that the inequalities (2.2) remain unaltered when we scale 
each set of coefficients a,,,..., a@,, by a common positive factor. We can 
therefore suppose {a,} to be chosen so that 


kj 
to( Ziautn) = gk ay 


n=3, 


forcing 2 a, y, to diverge. On the other hand, this supposition yields 


t 
Say 24) < 1/2 (§ =1,2,...), 


n= 


(2.3) sup u( 
istsk, 


and it is readily seen from the monotoneity of the semi-norm sequence {u,} 
that (2.3) ensures convergence of 2a, 2,. The resulting contradiction proves 
that (A) implies («), and we state our conclusions as 

Lemma 1. Conditions (x) and (A) are equivalent for all sequences {x,} in W 
and {y,} in V. 

By symmetry, Lemma 1 leads at once to a criterion for two sequences to 
be similar. “ 

Theorem 3. Let {z,} be a sequence in W and {y,} a sequence in ¥. Then 
a necessary and sufficient condition for {x,} and {y,} to be similar is that to 
every positive integer p there correspond positive integers q and j and a positive 
number M such that for all finite sequences a,;, a;,,,..., @ of scalars 


k t 
to( 2 ont <M sup ta( 2 and] 
n=j jstsk n=j 
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k t 
— a E244) <= M sup u( 3a). 
n=j jstsk \n=i 

We state next, as condition (8), a slight simplification of condition (a), 
which is of particular interest in the case of {z,} a basis. Given sequences 
{z,} and {y,} in @ and ¥, respectively, condition (8) asserts that for each 
positive integer p there exist positive integers g andj and a positive number M 
such that for all finite sequences a,, a;,,, . . ., @ of scalars 


/ 


k k 
(B) v4( a % rs) = M u.( a “_2) . 


n=) n=j 


If {x,} has the property that 
u( a 0,2) 


n=1 


is a monotone increasing function of m for every positive integer q and every 
sequence {a,} of scalars, then condition («) obviously reduces to (f)*). This 
situation also occurs whenever {z,} is a basis. 

Lemma 2. If {x,} is a basis in W@ and {y,} any sequence in ¥, then conditions 
(a) and (f) are equivalent. 

Proof. Clearly (f) implies («). For the converse we set 


oo m \ 
v4 ( Ea 2,) = sup u,( Dd In Xp (q=1,2,...) 
n=1 / mai \n=1 


and observe that {u,} is an increasing sequence of semi-norms on %. It thus 
defines a metric o’ on W according to (2.1). 

Reasoning of the sort envisaged by Banacu [4, p. 111] shows that % is 
complete in this metric. In fact, if {z,} is a Cauchy sequence in W relative 
to the metric 0’, then {z,} is a Cauchy sequence relative to the original metric 9 
and therefore converges in this metric to a point z of Y. Using the conti- 
nuity of the coefficients as linear functionals of points expanded in the basis 
{x,} [10, pp. 431—432] and taking account of the Cauchy nature of {z,} in 
the metric determined by each u;, we infer by a passage to the limit for partial 
sums of fixed length m that {z,} converges to z in the metric 0’. 

Having thus established completeness of Y in the metric o’, we observe 
that o(2z, 2’) < o’(x, 2’) for all 2, 2’ in @. A theorem of Banacu [4, p. 41, 
Theorem 6] (see also [5, p. 37, Corollary 2]) then ensures that the topologies 
defined by 9 and 9’ coincide. Hence, by the Corollary on page 101 of Bour- 
BAKI [5], to each index q there corresponds an index q’ and a positive number K 
such that ul (2) < K uy(2) 


for all x in %. It follows that («) implies (8), completing the proof. 


1) In the case of Banach spaces, the monotoneity property noted here has been in- 
vestigated by Ezronv [6], who used it to establish a representation for continuous linear 
operators. As pointed out by Ezrout, the sequence spaces c and l*(p > 1) admit bases 
enjoying this property. 
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Again by symmetry, we have 

Theorem 4. Let {x,} and {y,} be bases in W and ¥, respectively. Then a 
necessary and sufficient condition for {x,} and {y,} to be similar is that to every 
positive integer p there correspond positive integers g andj and a positive number M 
such that for all finite sequences ay, a,,,,...°, a, of scalars 


aii Uy (= a, s) =Mvr, (s a, m) 


k k 
eA Ea.) < Ma, Las), 
n=j n=) 

Let us now allow W and ¥ to be arbitrary topological linear spaces and 
assume that there exists a continuous linear mapping 7' of ¥ into W. Taking 
{x,} as any sequence in W and setting y, = 7' x, (n = 1, 2, . . .), we see at once 
that condition (A) is satisfied. As we proceed to show, the converse also 
holds, provided we reinstate our convention that W and Y be Fréchet spaces 
and require {x,} to be a basis in %. 


Theorem 5. Let {x,} be a basis in W. If T is a continuous linear mapping 
of & into V and y,=T x, (n=1,2,...), then the equivalent conditions (A), 
(x), (8) hold. Conversely, if {y,} is a sequence in WV for which the equivalent 
conditions (A), (a), (8) hold, then there exists a continuous linear mapping T 
of & into V such that y, = T x, (n = 1, 2,...). 


Proof. (Converse). Condition (A) ensures convergence of the series 


Tz = a 4 Yn 
n=1 
for all ae 
a= J a,2,€%, 
n=1 


and the resulting linear operator 7' from WY to ¥ carries each z, into the 
corresponding y,. That 7 is continuous is most easily established in terms 
of condition (f). 

For this, let us focus attention on an arbitrarily selected positive integer p 
and fix g and j so that (f) holds for some M. Starting with 7' and projecting 
onto the coordinate subspaces with indices n <j and n > j, respectively, we 
obtain the operators 7’, and 7’,: 

T,« - a AnYn> 


n=i 
« 


Tez= JS G,%- 
n=j+1 
As mappings of ®@ under the u, semi-norm into ¥ under the v, semi-norm, 
both 7’, and 7’, are bounded, provided that q is chosen sufficiently large 
‘To verify this assertion for 7',, we first use the continuity of the coefficients 
@;,4,,..., @; as linear functionals of x (see Newns [10], pp. 431—432) to 
infer that 7, is a continuous linear mapping of WY into ¥. Proposition 9, 
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page 100, of Boursaki [5] then shows that for some q, 7’, is a bounded mapping 
of @ under the u, semi-norm into ¥ under the v, semi-norm. 

For 7, we observe that the above boundedness assertion would be an im- 
mediate consequence of condition (f) if the inequality 


(2.4) u( Py a4 < u( p > a) 

n=j+1 n=1 
were known to hold. There is, however, no loss of generality in supposing 
that it does hold, as the following argument shows. Let 


oo & 
wi( 2 a2) = sup u( 2 025) (q=1,2,...). 
n=1 ] rse n=f 
That the increasing sequence {u,} of semi-norms on W gives rise to the same 
topology as {u,} is easily established by the techniques used in the proof of 
Lemma 2. Thus, replacing {u,} by {u,} does not affect the topology, so that 
condition (A) (and the equivalent condition (f)) remain valid. Moreover, the 
inequality (2.4) is satisfied by the primed semi-norms. 

Now, since T = 7',+ T,, it is apparent that to each positive integer p there 
correspond a positive integer g and a positive number XK such that 


v,(T x) s K u, (x) 


for all x in %. There remains but to reapply Proposition 9, page 100, of Bour- 
BAKI [5] to conclude that 7’ is a continuous mapping of WY into ¥. 

Theorem 5 provides the machinery for proving the converse assertion in 
Theorem 1. That is, given similar bases {x,} and {y,} in Wand ¥, respectively, 
we are assured of the existence of a continuous linear mapping 7' of YW into 
for which y, = 7 z, (n= 1,2,...). If x is any point in Y%, so that z = La, 2, 
for some sequence {a,} of scalars, then Tx = 2a, y,. It follows that 7’ is 
one-to-one and maps % onto V. Hence, by a theorem of Banacn [4, p. 41, 
Theorem 5], 7' is an isomorphism. 

The case of linear homeomorphisms cf % into (but not necessarily onto) 
¥ is of interest, particularly when @ = V. 

Corollary 1.1. Let {z,} be a basis in W. If T is a linear homeomorphic 
mapping of U into V and y,=T x, (n= 1, 2,...), then {y,} is a basis similar 
to {x,} in some closed subspace WV, of V. Conversely, if {y,} is a basis similar 
to {x,} in some closed subspace V', of V', then there exists a linear homeomorphic 
mapping T of &% onto V, such that y,=T x, (n = 1, 2, ...). 

Closedness of ¥, in the direct assertion, which is the only novelty here, 
results from the fact that a continuous linear operator from one metric linear 
space to another is uniformly continuous (this is then applied to 7" in con- 
junction with the completeness of %). 


Further consequences of the main isomorphism theorem can be framed in 
terms of the subspaces Y; and ¥, spanned by {z,}, ~ ; and {y,},.. », respectively. 
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Corollary 1.2. Let {x,} and {y,} be bases in W and ¥, respectively. If (for 
some pair of positive integers j,k) there exists an isomorphism of &,; onto V, 
CATTYING Xj 4m INLO Yysm (m=O, 1,...), then there exists an isomorphism of W 
onto V carrying x, into y, (n=1, 2,...). 

The proof consists simply in observing that the assumed isomorphism 
makes {z,} and {y,} similar. 

Corollary 1.3. Let {x,} and {y,} be bases in % and VY, respectively, and let k 
be any positive integer. If T is an isomorphism of %, onto WV, such that Tx, 
= y,(n=k,k+1,...), thenT can be extended to an isomorphism of %@ onto 
such that T x,= y, (n = 1, 2, ...). 

Conversely, it is obvious that if 7 is an isomorphism of ¥ onto Y such that 
T t= Y,(n =1,2,...), then 7 maps %, isomorphically onto ¥,. 


3. Absolutely similar bases 


We shall employ the notion of an absolutely convergent basis in the sense 
indicated for Banach spaces by Karirn[8]?). 

Definition 2. By an absolutely convergent basis in @ we mean a basis {x,} 
such that 


2) Ug (4p %q) < + 00 (q=1,2,...) 
n=1 
for all points . 


& In Xm U4). 
n=1 


Then, corresponding to the concept of similar sequences (framed in terms 
of ordinary convergence) there is the concept of absolutely similar sequences 
(framed in terms of absolute convergence). 

Definition 3. A sequence {y,} in WY will be said to be absolutely similar 
to a sequence {z,} in WY provided that for all sequences {a,} of scalars 


E vp (ann) <+ “| Su (a2) <+ co 
n=1 => jn=1 
(p= 1,2, ...) (q=1,2,...). 


As in § 2, it is convenient to introduce certain conditions relating a se- 
quence {y,} in V to a sequence {z,} in W. Condition (y) asserts that, given 
such sequences {x,} and {y,} and any positive integer p, there exist a positive 
integer g and a positive number M such that 


(y) V5 (Yn) Ss M u, (x) (n= 1,2,.. ) . 
The further conditions (C,), (C,), (C,) are as follows: for all sequences {a,} 


*) Such bases have, for brevity, been called “‘absolute bases” in [1] and [2], as in 
Newns [107. 

*) By [5, p. 101] this definition is easily seen to be independent of the choice of the 
semi-norm sequence {u,} from among those defining the topology on %. 
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of scalars 





‘ J Uy (A, Zp,) < + 00 | DY v,(4n Yn) < + 
(C;) n=1 > \n= 
(q=1,'2,...) (p = 1,2, ...); 
) hg (An Lp) << + - 
(C,) ~, enn) i? dD) Gn Yn Converges ; 
(q=1,2,...) » em 
yu (4, Xp) ~F « oo| 
(C) a-1- > 4,y,>9. 
(q=1,2,...) | 


Lemma | is readily seen to have a direct counterpart here. 

Lemma 3. Conditions (y), (C,), (C,), (Cs) are equivalent for all sequences 
{x,} in U and {y,} in V. 

Proof. Assuming (y) to hold, we have for each positive integer p a corre- 
sponding positive integer g and a positive number M such that 


k k 
’ o = 
a Vy (4, Yn) = M BS Ug (Gy, Xp) 
n=j n=j 
for all finite sequences a,, a;,,,..., ay of scalars. Hence, 


(v) > (C,) > (C,) > (Cg) . 


To prove that (C,) implies (y), let us suppose that (C,) holds but (y) fails. We 
can then find a positive integer p and an increasing sequence {n,} of positive 
integers for which 

Vy(Yn,) > 2! Us (Lp, (¢=1,2,...). 
Defining {a,} by 
a,,= 1/v,(Yn,) , a,= 0 (n+n,), 


we see that for every positive integer q¢ 


D Ug (An%q) < Y 12< +00. 
n= i=¢ 
Thus, 
ta ln tn) < + co (q=1, y in 
a= 
On the other hand 
Vp (Gn, Yn,) = 1 (¢=1,2,...), 


precluding the possibility of a,y,— 0. This violation of (C,) completes the 
proof. 

Symmetry considerations then yield the following criterion for two se- 
quences to be absolutely similar. 

Theorem 6. Let {x,} be a sequence in &% and {y,} a sequence in V. Then 
a necessary and sufficient condition for {x,} and {y,} to be absolutely similar 
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is that to every positive integer p there correspond a positive integer q and a posi- 
tive number M such that 


typ) SM vg(yn) and vy(Yq) SM reg(2y) 

for n=1,2,.... 

Also, as in the case of Lemma 2, the introduction of an appropriate basis 
assumption permits us to identify condition (y) with our previous conditions. 

Lemma 4. If {z,} is an absolutely convergent basis in W and {y,} is any 
sequence in ¥, then conditions (f) and (y) are equivalent. 

Proof. That (8) implies (y) is immediate. For the converse we remetrize 
& in terms of the sequence {u;’} of semi-norms defined by 


vi ( > 54) = DS Ug (An Zn) (q=1,2,...). 
n=1 n=1 

A duplication of the proof of Lemma 2 shows that W is complete in the re- 
sulting metric 9” and that this metric yields the same topology as the original 
metric 9. Hence, to each positive integer g there correspond a positive integer q’’ 
and a positive number K such that 


ug (x) S K uy(z) 
for all x in &@. 
Now, given any positive integer p, we obtain from condition (y) a positive 
integer g and a positive number M such that for all finite sequences a,, a;,,,..., 
a, of scalars 


k \ ik k 
»,( Zn tn) » Ys (a n Yn) =M 5S u (4, %») = M uy ( ¥ a2) 


\n = n=j n=j 


With M” — M K, there follows 


k \ k \ 
e( ry tna) $2 "ae ( py A, 2m), 
n=j n=) / 

proving that (y) implies (). 

Lemma 4 allows a simplification in the statements of Theorems 4 and 5 
whenever the bases involved are absolutely convergent. For the sake of 
completeness we include here the modified versions of these theorems. 

Theorem 7. Let {z,} and {y,} be absolutely convergent bases in YW and ¥, 
respectively. Then a necessary and sufficient condition for {x,} and {y,} to be 
similar is that to every positive integer p there correspond a positive of q and 
a positive number M such that 


Uy (2p) Ss Mv a (Yn) and v (Yn) Ss Mu a(%n) 
for n=1,2,... 

Theorem 8. Let {2,} be an absolutely convergent basis in %. If T is a con- 
tinuous linear mapping of &@ into ¥ and y,=T x, (n = 1, 2,.. .), then the equi- 
valent conditions (v), (C,), (C2), (C3) hold. Conversely, if {y,} i8 @ sequence in 
for which the equivalent conditions (y), (C,), (C,), (Cy) hold, then there exists 


a continuous linear mapping T of & into V such that y,=T x, (n = 1, 2,...). 
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A comparison of Theorems 6 and 7 results in 

Theorem 9. Let {z,} and {y,} be absolutely convergent bases in W@ and ¥, 
respectively. Then {x,} and {y,} are similar if and only if they are absolutely 
similar. 

Further information in this direction is available from Theorem 1, in 
conjunction with Theorem 8. 

Theorem 10. Let {x,} be an absolutely convergent basis in &@ and {y,} a basis 
in V'. If {y,} is similar to {x,}, then {y,} is, in fact, an absolutely convergent 
basis in V. 

Thus, for absolutely convergent bases, the isomorphism theorem becomes 

Theorem 11. Let {z,} be an absolutely convergent basis in Y%. If T is an 
isomorphism of %@ onto V and y,= T x, (n = 1, 2, . . .), then {y,} is an absolutely 
convergent basis in V and is absolutely similar to {x,}. Conversely, if {y,} is 
an absolutely convergent basis in V and is absolutely similar to {x,}, then there 
exists an isomorphism T of % onto V such that y,=T x, (n = 1, 2,...). 


4. Concluding remarks 


The case of Y and Y Banach spaces is, of course, subsumed under the 
general theory for Fréchet spaces, the semi-norms being taken as identical 
to the norms on the respective spaces. 

In particular, assuming that @ and Y are Banach spaces and that {z,} 
is an absolutely convergent basis in %, conditions («) and (8) are equivalent 
to the following simplified version of condition (y): there éxists a positive 
number M such that 

Iiyall <M || (n=1,2,...). 


Thus, a necessary and sufficient cordition for al inear mapping 7 of Y intu W” 
to be continuous is that this condition hold with y, = T7'z,. Similarly, a nec- 
essary and sufficient condition for a basis {y,} in W to be similar to {x,} 
is that there exist positive numbers ~ and M such that 


(4.1) H \|%nl| = |lyul| S A ||nI| (n=1,2,...)4). 


The simple form of the above conditions is due intrinsically to the simple 
form of the spaces under consideration, for it is readily shown that all Banach 
spaces admitting absolutely convergent bases are isomorphic to the space I! 
of absolutely summable sequences (see Kar.tn [8, p. 974)]). 

To indicate the relevancy of the basis hypotheses in Theorem 9, we present 
next an example of two sequence which are absolutely similar, but not similar. 
For this we take ®@=¥ =[' and choose {zx,} as the absolutely convergent 
basis in WY defined by the Kronecker delta function: 


(4.2) rt, = {Onde 1 (n =1, 2, oe ) , 
The sequence {y,} is then specified in terms of {x,} by the relations 


Ww=%y, Yn=—Xq-1+ M(njz2). 


*) With omission of the requirement that {z,} and {y,} be bases, condition (4.1) is 
necessary and sufficient for absolute similarity of {x,} and {y,}. 
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Inasmuch as ||y,|| = ||2,|| and ||yql| 2 ||aql| (n 22), we see from (4.1) that 
{yn} is absolutely similar to {z,}. On the other hand, these two sequences 
cannot be similar, since 2(1/n) x, diverges and 2(1/n) y, converges. 

In certain spaces W@ there can be singled out a “natural” basis, preferred 
because of its simplicity of form or convenience of application. For example, 
the successive powers of z yield such a basis in the space of functions analytic 
on a disc centered. at the origin, and in 1?(p = 1) there is available the basis 
defined by the Kronecker delta function. When a natural basis {z,} of this 
sort is at hand, it is convenient to designate as proper those bases similar to 
{x,}. The theory of proper bases, worked out independently in [3] for spaces 
of analytic functions, thus appears as an offshoot of the theory of similar 
bases 5). 

We remark further that for the Hilbert space /? an ingenious argument 
due to E. R. Lorca [9] proves the following result: if {z,} is the basis (4.2) 
and {y,} an unconditionally convergent basis, then the criterion of Theorem 4 
for {y,} to be proper can be replaced by the simpler condition (4.1). 
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Dirichletsche Reihen zur Hilbertschen Modulgruppe 


Von 


KaRL-BERNHARD GUNDLACH in Gottingen 


Einleitung 


Die systematische Untersuchung von Dirichletreihen, die auf natiirliche 
Weise mit der Hilbertschen Modulgruppe verkniipft sind, beschrinkte sich 
bisher im wesentlichen auf diejenigen Reihen, die man bei der Ubertragung 
der Heckeschen Operatorentheorie gewissen Modulformen zuordnet und die 
sich dadurch auszeichnen, daB sie ein Eulerprodukt besitzen [4]. Nun treten 
bereits bei Hecke (Hamburger Abhandlungen 3, S. 213) anlaéBlich der Kon- 
struktion von ganzen Nichtspitzenformen zu Dimensionen =—2 Reihen 
auf, die wie Eisensteinreihen gebildet sind, deren allgemeines Glied jedoch zur 
Erzwingung der Konvergenz einen zusatzlichen Faktor |allg. Glied|-* erhalten 
hat. Die damit gewonnenen Dirichletreihen in der Hilfsvariablen s wurden 
jedoch dort und vielfach auch spater (siehe etwa [3]) ausschlieBlich unter dem 
Gesichtspunkt der Gewinnung von ganzen Nichtspitzenformen betrachtet; 
es wurden daher nur die hierfiir interessanten Reihen behandelt und als 
Funktionen von s so weit analytisch fortgesetzt, wie es fiir diesen Zweck er- 
forderlich war. Gewisse Spezialfille dieser Reihen erscheinen auch in Unter- 
suchungen allgemeinerer Art, insbesondere bei MorDELL [9]. 

Im Falle einer Variablen, d.h. bei der gewéhnlichen Modulgruppe. sind 
diese Untersuchungen dagegen wesentlich weiter gediehen (siehe z. B. [13]). 
Insbesondere gestattete die nihere Kenntnis dieser Funktionen, einem Paar 
von Modulformen eine Dirichletreihe zuzuordnen, die aus den Fourierentwick- 
lungen dieser Formen in Analogie zur Skalarproduktbildung von Vektoren 
gewonnen wurde ([{10, 11, 12]). Es zeigte sich, daB diese Reihe unter gewissen 
Voraussetzungen in die ganze Ebene analytisch fortsetzbar und bis auf einen 
Pol erster Ordnung regulir war. Das Residuum stellte sich im wesentlichen 
als das iibliche Skalarprodukt der beiden Formen heraus. Uberdies gtlang es, 
die Reihe zur Gewinnung einer Abschatzung der Fourierkoeffizienten ganzer 
Spitzenformen auszunutzen. Es lag daher nahe, zu klaren, ob sich ent- 
sprechende Entwicklungen auch bei der Hilbertschen Modulgruppe in ahn- 
lichem Umfange durchfiihren lassen. Das hat sich in der Tat als méglich 
herausgestellt. 

Ich gebe zunac'.st eine kurze Ubersicht iiber die im folgenden benutzten 
Bezeichnungen und die erzielten Ergebnisse. 

Ausgangspunkt ist jeweils ein total-reeller algebraischer Zahlkérper K vom 
Grade n tiber dem Korper der rationalen Zahlen. Jedem der zu K konjugierten 





ot 





ot 









Kérper K),j =1,...,m wird eine komplexe Variable r (1 = 2+ iy) 
zugeordnet, die man zur Vereinfachung der Sprechweise als die j-te Konju- 
gierte von t bezeichnet. S(...) bedeutet Summe der Konjugierten von (. . .), 
N (...) Produkt der Konjugierten von (...). N angewandt auf ein. Ideal 
von K bezeichnet die Idealnorm, ist also nichtnegativ. D bezeichnet die 
Diskriminante von K, d die Differente. Zu einem Ideal ¢ von K definiert man 
die zugehérige Hilbertsche Modulgruppe J"(1, ¢) (siehe (3]) und betrachtet sie 
in einem Invarianzgebiet Im rt (—1)¥> 0. J’(1,¢) hat in diesem Bereich h 
(h = Klassenzahl von K) inaquivalente Spitzen, die den Idealklassen von K 
zugeordnet sind. Da es sich nicht vermeiden la4Bt, spezielle Ideale auszu- 
zeichnen, werden an Stelle der Idealklassen stets die Ideale selbst auftreten. 

Um den Gedankengang spiter nicht zu stéren, werden einige erforderliche 
Integralabschatzungen und Funktionalgleichungen im § 1 vorweg behandelt. 

Im § 2 werden zu einem Ideal a und einer ganzen rationalen Zahl r die 
veraligemeinerten Eisensteinreihen 

G*,(t, 8, a, (1, ¢)) = & N (mt t + m¥)-* |N (mf t + m$)|-* 

definiert. mf ,m¥$ durchlaufen dabei gewisse von a abhangige Ideale von K. Das 
Paar 0,0 wird ausgelassen und von den Paaren mit gleichem | N (mf + + m#)| 
kommt jeweils nur ein Vertreter vor. Diese Reihen entsprechen den 
Heckeschen Eisensteinreihen ohne Teilerfremdheitsbedingung mit konvergenz- 
erzeugendem Faktor. Die Reihen konvergieren absolut und gleichmaBig in 
abgeschlossenen Teilbereichen des Definitionsgebietes fiir Re (s) + r > 2 und 
verhalten sich bei Ersetzung von t durch Lt, L ¢ J'(1,¢) ahnlich wie eine 
Modulform, der Transformationsfaktor ist hier 


fab 
Ni(ct +d)’ |N(ct+ d)}\, L=(* 4): 


Sie lassen sich daher in den Spitzen von J"(1,¢) als Funktionen von rt in 
Fourierreihen entwickeln. Diese Fourierreihen benutzt man zur analytischen 
Fortsetzung als Funktion von s. Es zeigt sich, daB man fiir r+ 0 ganze 
Funktionen von s erhalt. Fiir r = 0 handelt es sich um meromorphe Funktionen 
mit einem einzigen Pol erster Ordnung in s = 2, das Residuum ist 


t ; R 
2"-1 a" N(a-® ¢) |N(y)|-2 5, . 


wobei FR der Regulator von K ist. 

Im § 3 wird eine Funktionalgleichung hergeleitet. Hierzu benédtigt man 
ein zu a in bezug auf ¢ komplementiares Idea] q, d. h. ein Ideal q aus der Ideal- 
klasse von a-'c®. Durch direkte Umrechnung der Fourierkoeffizienten 
zeigt man, daB 


G*,(t, 2(1 —r) —s,a, I'(1,¢)) und G*,(r, 8, q, I'(1, ¢)) 
durch eine Funktionalgleichung verkniipft sind. 
Die Betrachtungen des §4 sind zunachst fiir beliebige hyperabelsche 


Substitutionsgruppen vom Typ der Hilbertschen Modulgruppe mit mindestens 
einer Spitze giltig. f(t) und g(t) seien zwei Modulformen der Dimension — + 
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(r > 0, sonst beliebig reell) mit einem Multiplikatorsystem des Betrages 1 zu 
einer solchen Gruppe J”. f(t) g(r) verschwinde in allen Spitzen von J. In 
einer Spitze von J" sind f(t) und g(r) in Fourierreihen entwickelbar. Die 
Fourierkoeffizienten seien a(u +) bzw. b(u +x) (Die ,.Nummer“ pu + x 
des Fourierkoeffizienten — yu + x ist natiirlich auch hier wieder die Zusammen- 
fassung der n Konjugierten yu) + x — besteht aus dem Anteil wu, der Gitter- 
punkt eines gewissen Gitters ist, und dem Drehrest x, der von dem Multi- 
plikator herriihrt.). Man bildet nun in Analogie zu einem mit Gewichten ver- 
sehenen Skalarprodukt von Vektoren die Dirichletreihe 


La(ut x) b(ut x) |N(u+ x)", 


wobei die Summationsbedingung so einzurichten ist, daB Nummern, zu denen 
die Fourierkoeffizienten trivialerweise gleich sind, nur in beschrankter Anzahl 
auftreten. Diese Reihe erweist sich in einem gewissen Bereich als absolut 
konvergent und ist dort im wesentlichen gleich einem modifizierten Skalar- 
produkt von f(r) und g(t); das aus dem gewéhnlichen Skalarprodukt, das ja 
durch ein Integral definiert ist [7], durch Einfiihrung eines zusatzlichen Kernes 
in Gestalt einer normalen Eisensteinreihe der Dimension 0 mit Heckeschem 
konvergenzerzeugenden Faktor entsteht. 

Im § 5 wird fiir [’ wieder die Gruppe J"(1, ¢) eingesetzt. Eine Mittelbildung 
iiber die inaquivalenten Spitzen von J"(1, ¢), d. h. iiber die Idealklassen von K, 
liefert eine Reihe der Form 


iM 


& La(u + %;) O(u + %;) @;|N (ue + x5)[*-* [N(*(u + %))I-*, 

j 
worin g; nur von der Nummer j der Idealklasse (genauer: von dem gewahiten 
Vertreter) abhangt und » ein Erzeugendensystem gewisser Hauptideale durch- 
lauft; die Fourierkoeffizienten gehéren dabei zu einer Spitze der betreffenden 
Idealklasse. Durch die Mittelbildung erreicht man, daB in dem modifizierten 
Skalarprodukt als Kern eine der in § 2 behandelten Reihen auftritt. Das 
erlaubt die analytische Fortsetzung dieser Dirichletreihe. Man erhalt Regu- 
laritaét bis auf héchstens einen Pol erster Ordnung in s = 1, das Residuum ist 
bis auf elementare Faktoren das gewéhnliche Skalarprodukt von /(t) und g(t). 
Die Untersuchungen des § 2 gestatten iiberdies, fiir diese Funktion asymptoti- 
sche Abschatzungen in den Streifen o,< 0 S oy, |t| > 1 (s = a + it; o,t reell) 
herzuleiten. 

Im § 6 wird gezeigt, daB die erwahnte Dirichletreihe eine einfache Funktional- 
gleichung hat. Setzt man f=g (fiir {(t) mu8 man dann eine ganze Spitzenform 
nehmen), so hat die Reihe positive Koeffizienten. Man ist jetzt in der Lage, 
einen Satz von Lanpavu [6] anzuwenden, um Aussagen iiber die GréBen- 
ordnung der Koeffizienten zu erhalten. Als wesentliches Ergebnis bekommt 
man fiir die Fourierkoeffizienten einer ganzen Spitzenform die Abschaétzung 


r 


a(u + x) ~o( We +») 
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Diese Abschitzung ist zwar fiir ganzzahliges r > 2 und das Multiplikator- 
system v = 1 wesentlich schlechter als die durch die Untersuchung der Fourier- 
koeffizienten der Poincaréschen Reihen gewonnene Abschatzung 


ee ) 

a(u) = ol\uv (u)|* * 

(siehe [2, 3]), ist jedoch fiir beliebiges positives reelles r und ein beliebiges 
Multiplikatorsystem vom Betrage 1 giiltig und liefert dort die ersten nicht- 
trivialen Abschatzungen der Fourierkoeffizienten. 


§ 1. Einige Integralabschitzungen und Funktionalgleichungen 


Wir benétigen Abschatzungen, explizite Werte und Funktionalgleichungen 
fiir einige Integrale. Die Integralabschétzungen werden im wesentlichen aus 
[3] § 2 entnommen. Es sind jedoch Modifikationen notwendig, da dort der 
Imaginarteil der Hilfsvariablen s als beschrankt vorausgesetzt war, wahrend 
jetzt auch Abschatzungen fiir |Im(s)|-> co gebraucht werden. Die Integrale 
sind wieder jeweils in ihrem Existenzbereich zu betrachten. Verbiegung des 
Integrationsweges, Umwandlung in ein Schleifenintegral oder explizite Aus- 
wertung liefern gegebenenfalls die analytische Fortsetzung als Funktion von s. 

iy+o 

1. p(r, 8, y, ¥) = i a? lal 8g 8a8oe ge , v+0. 

iy—© 
p(r, 8, y, v) ist fir y + 0 eine ganze Funktion von s, wie man durch Umbiegen 
des Weges zu einer passenden Schleife (siehe [3] § 2) sieht. Wir setzen 
s=oa+ it. In jedem Streifen o,< o S a, gilt dann gleichmaBig in o 


Cerviyt-r-cekltl = fir vy>O 


(1) lmi< a aac id an 
C e~S2lr2| |yli-r—o exit] far vy <0 


a a) 


k und C sind unabhangig von v und y. Dieses Ergebnis erhilt man genau wie 
in [3] § 2. 
Zur Bestimmung der Funktionalgleichung fiir g geht man auf die Funktion 


a(n, &, B) = f (w+ Ie wte-m du (n > 0) 
0 


zuriick. Diese Funktion (im wesentlichen die Whittakersche konfluente hyper- 
geometrische Funktion) hat bekanntlich die Funktionalgleichung 


I'(1 — «) o(n, a, B) = x-*-81'(B) o(n, 1 — B, 1 —a@). | 


Nun ist 





: exine 1 _ 

J CaF ay ee march OE = B8tF deat enmt@tP-D) (1 —e- 8H?) a(n, a, B) . 
Dabei ist die x-Ebene lings der imaginaren Achse von i nach + i co und von — é 
nach —ioco aufgeschnitten. log(x +i), log(2—i) haben ihre Hauptwerte 
(sind also reell fir x + i> 0 bzw. x—i>0). Der Weg G, fiihrt von +i 
langs der linken Seite der positiven imaginéren Achse in positivem Sinne 
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um + ¢ herum und entlang der rechten Seite der positiven imaginaren Achse 
zurick nach + 406. Entsprechend ergibt sich 





-¥# nd 1 1 
[ GTP IE=5 dx = 2%+P-1 e- 59 e~ ga H(a+P—1) (] — e288) (n, a, B). 


Der Weg €, fiihrt von — oo langs der linken Seite der negativen imaginaren 
Achse in negativem Sinne um —i herum und entlang der rechten Seite der 
negativen imaginaren Achse zuriick nach — ¢ oo. 


Diese beiden Darstellungen liefern fiir g(r, s, y, v) in Abhangigkeit vom 
Vorzeichen von y y die folgenden Ausdriicke : 


Im Falle v y > 0 ist 
P(r, 8, ¥, ¥) 
= sign y’(2|y|)!-*-* e*"" e:*!" 2sinz zo(42 vy,1 -> 1— r—). 
Im Falle v y < 0 ist 
@(r, 8 y, ¥) 
= sign y” (2|y|)!-"-* e2"*¥ e- Fair Qsinato(42 lyy|, l—r—sz, 1 —¥). 
Man bildet jetzt die Funktion 


2) gtr.syr)—=I(s)x 7 Ir] * yl? 


P(r, 8, y, ¥) 
— 8 8 
o(4z\>y, 1— gel-r— 5) 


=" 8 8 
o(4x\ry|,1—r—5,1— 3) 


fexnér 


8 
= SIQD Y" | tr } ger etary (42|vy|) * sina i| 


2 
far” dighe 
vy<0. 
Da 
== 
8 8 
r(3) (42 |vy)) * o(4x lyyl,1—z,1 —r—$) 
J nthe 
8 2 , 8 8 
=I(1—r—$)@x|ry)* — o(4a|ry,r + 4, 4) 
und 


(5) eatea” Fo(4a Iv ah dr $14) 


a +r 8 8 
=(-P(1-r—$) aly)? o(4 |r ¥l,g57+4) 
ist, erhalt man fiir g* die Funktionalgleichung 


(3) p* (r, 2(1 —r) —8, y, v) = (— 1)’ sign (v y)’ p*(r, 5, y, ») . 
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2. Aus [3] § 2 entnimmt man 
iy+o 
P(r, 8, y; 0) = / ad [x|-* dz 
iy—© 


r(1-r- 5) I'(r+s—1) 
= sign y* (2 |y|)!-"-* e- $*40-"-9 (1 —e- 748) aaidia 


& 
(3) 
Man beachte dabei, da8 sich dort ein Druckfehler eingeschlichen hat (e*‘* an- 


stelle von e~***). Diesen Ausdruck formt man mit Hilfe der Legendreschen 
Identitat und der Eulerschen Formel fiir /"(s) um und erhalt 





8 








P(r, 8, y, 0) = sign y” (2 |y|)'-"~* eb**" 2sina> x 
r(+3—*)r() 
-. a. . nls Qr+e-2 : 2 
= ae 8 s\ 
sina > r (- — 7) r (5) 


(cee) n(ee=4 
(4) P(r, 5, Y, 0) =a" sign wig t~* ep ; 7 mek 
aye 4) 

3. Wir benétigen weiter Aussagen tiber das Verhalten von Zetafunktionen 
mit Charakteren zu den Idealklassen des Kérpers K. Wir benutzen die Defi- 
nitionen und Bezeichriungen aus [5]. Ist R eine Idealklasse von K und g ein 
Ideal aus &, so schreiben wir der Kiirze halber (und da wir doch stets gewisse 
Ideale einer Klasse auszeichnen miissen) ((s,g, 7) an Stelle von ((s, R, x). 
Aus [5] entnimmt man: 

a) Die Funktion 


P(s, g, 1) athe ? yo) r($)"e. g, 1) 





ist regulir bis auf Pole erster Ordnung in s = 0 und s = 1 und geniigt der 
Funktionalgleichung 
P(s,g, 1) = O(1 — 8, g-*d, 1). 


C(s,g, 1) ist regular bis auf einen Pol erster Ordnung in s = 1 mit dem Re- 
siduum 

2-1RVD’. 
R ist hierbei der Regulator von K. 


b) x sei ein Charakter auf der engeren Idealklassengruppe, der fiir Haupt- 
ideale (x) mit der Erzeugenden x den Wert 


(0) = sign N (x) 


hat. Wir setzen dabei natiirlich voraus, daB K keine Einheit mit negativer 
Math. Ann, 135 20 
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Norm enthalt. Dann ist 


D(s, 9, +4] oe yp) r(> yee, Gg, x) 
eine ganze Funktion mit der Funktionalgleichung 
(8, g, x) = (— ti” x(d) O (1 —s, g-*d, x). 





§ 2. Definition und analytische Fortsetzung der Reihen G* ,(r, s, a, J"(1, ¢)) 
Vorgelegt sei die Gruppe J"(1, ¢) und ein Invarianzgebiet Im tr (—1)4 > 0, 
j=1,..., (Zur Definition siehe [3] § 1.). r sei eine ganze rationale Zahl, 
die gerade ist, wenn es in K eine Einheit mit negativer Norm gibt. t = & « K 
sei eine beliebige Spitze von J"(1,¢) im betrachteten Bereich. Dann gibt es 
nach Satz 1 aus [3] § 1 eine Matrix 


a B 
As (; *) 
mit Koeffizienten aus K und 
(a,c? B) =a, (yc, d)=a, |Al=1 
so, daB & = Atco ist. Genau wie in [3] § 4 definiert man 
(5) G* ,(z, 8, a, (1, ¢)) = a N (mf t + mZ)-* |N (mf t + mF)\-* 
m?=Omodacm' «v6 
mf=Omoda ("i-™i) 
(m*, m$) deutet an, daB bei der Summation keine zwei Paare mf, m¥ vor- 
kommen, die sich nur um eine Einheit aus K unterscheiden; das Paar 0,0 ist 
auszulassen. Die Reihe konvergiert fiir Re(s)+r> 2 und stellt dort eine 
holomorphe Funktion von s dar, die noch von den Parametern r®, .. ., 7™ 
abhangt. In bezug auf t handelt es sich um eine Art nichtanalytischer Modul- 
form mit dem Transformationsfaktor 


N(ct +- dj’ |N(ct + d)|* 
bei Transformation mit Matrizen L = (° i) aus J"(1,¢). 


Zur analytischen Fortsetzung als Funktion von s entwickelt man die 
Funktion in irgendeiner Spitze von /"(1, ¢) in eine Fourierreihe nach t. Die 
Spitze sei B-1 co mit 


B= i a) » IBl=1, (y1¢,6)=6, (a, ¢7? 8) =b-?. 
Wie in [3] § 4 erhalt man 
(6) Nyt + %)-" |W (yy, t+ @)[-* GE, (Bt, 8, a, I (1, ¢)) 
= a* .(0, 8, y, a,b) + 7 a_,(v, 8, y, a, b) e®**S** 


» = Omod b*c-*b- 
v+0 
mit 
a* ,(0, 8, y, a, 6) = 7, (a-2b) N (a1 b)r**C (r + 8, a-"B, 7,) 
* N (a-* b) 
yD 


yr (a-1 6-2 ¢) N(a-? b-1 cyt #-1C (r + s —1, a1 b-1¢, 7) X 
x N(9 (r, 8, y, 9)) 
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und 
a_,(v, 8, y, a, 6) 
— N(a-*d) 


) D abe" |m\rab-'b 
(m),m+0 


sign N(m)’ |N(m)|'-"-* N( (r, 8, y, »)) (v +0). 


Z- ist fiir gerade r der Hauptcharakter (also identisch 1) und fiir ungerade r 
ein Charakter auf der engeren Idealklassengruppe, der fiir Hauptideale (x) 
mit einer Erzeugenden x den Wert 


ur((*)) = x(x) = sign N (x) 
hat. 

Die Abschatzungen (1) des §1 fiir p(r, s, y, ») (vy + 0) und die Abschatzung 
(77) auf S. 533 in [7] sichern die absolute und gleichmaBige Konvergenz der 
Reihe 

H_,(t, 8, a, (1, ¢), 6) = = a_,(v, 8, y, a, b) e2*#S*t 


» = Omod 6* c~*b-"* 
+0 


fiir |N (y)| }o@ > 0 und zeigen, daB H_, in diesem Bereich eine holomorphe 
Funktion von s ist, die in jedem Streifen o, < o S a, einer Abschitzung 


1 
(7) |H_,(t, 8, a, I” (1, ¢), b)| < Cy e~ C214 Mim obit 
gleichmaBig in x, o fir |N (y)| = 9 > 0 geniigt. 

Bei der Untersuchung von a* ,(0, 8, y, a, 6) muB man zwischen r = 1 mod 2 
und r = 0 mod 2 unterscheiden. Im Falle r = 1 mod 2 erhalt man durch Ein- 
setzen des Wertes von g(r, 8, y, 0) aus (4) § 1 
a* , (0, 8, y, a, 6) = x(a-* b) N(a~* by" ** (r+ 8, a-? b, x) 

+ N(a-? b) N(d)-"* x(a-1 b-? c) N(a-! 6-2 c)' + #—1 sign N(y) |W (y)|2-"-* x 
r(itst) ‘ 
xa e—peter | A _S_ r(*yy t(r+s—1l,a-'b-1¢, 7). 


Beachtet man, daB r(* J" ¢ (8, g, z) eine ganze Funktion von s ist, so sieht 








man unmittelbar, daB a* ,(0,s, y,a,6) eine ganze Funktion von s ist. Es 
zeigt sich somit, daB fir r = 1 mod 2 die Funktionen 


G* ,(z, 8, a, (1, ¢)) 


ganze Funktionen von s sind. 
Im Falle r= 0 mod 2 ergibt sich 


a* ,(0, 8, y, a, 6) = N(a-1 by" *+*E(r + 8, a-? b, 1) 
+ N(a-1b) N(b)—** N (a1 b-2¢)"+ #-1 |N (y)|'-7- 8 wt x 





x (—1)i"" AS i ee AG + 8—1,a-1b-1¢, 1) 
r(5) r(r+3) 


2 


920* 
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Beachtet man, daB ¢(s, g, 1) nur in s = 1 einen Pol hat und daB r(3) £(s,g,1) 


bis auf Pole in s = 0 und s = 1 regular ist, so erkennt man, daB a*, (0, s, y, a, b) 
héchstens in s = 1 —r und s = 2—r einen Pol haben kann und sonst regular 
ist. Nun ist 


—]\n 
r(+3) C(r+s—l,ab4¢,1) 


n  \l—r—s+(2-—r-8) = 

=(x-7yD) r(==3*)"'¢ @—r—s,abe19,1). 

Wegen 
Res, .;_, C(r + 8, Gi» 1) ——— Res, .i-, c(2— r— 8, Go, 1) 

hebt sich also der Pol im ersten Ausdruck gegen den Pol im zweiten Ausdruck 
weg, so da8 in s = 1 —r Regularitat eintritt. In s = 2 —r ist der erste Aus- 
druck regular. Dort hat ¢ (r+ s—1,ab6-*c, 1) einen Pol erster Ordnung, 
die anderen Faktoren sind regular. Ist jedoch r+ 0, so hat 


1 
8 8 
eine Nullstelle (r ist gerade), so daB wieder Regularitat eintritt. Ist dagegen 
r = 0, so erhalt man als Residuum 
1 


\D 





N (a-*) N (a-16-1 ¢) 2? |W (y)|-1 x Res, -9 ¢ (8 —1, 0-16, 1) 
= 2-1 9" N (ate) |N(y)|2 >. 
Das ist das Residuum der Funktion 
|N (— Yt + a,)|-* GF (Bt, 8, a, ri, ¢)) ’ 
Setzt man aber t,= B-'t, so ergibt sich 


Int =lyl |l— yt + al. 
|N(— yy tT + &,)|-* ist also gerade der Transformationsfaktor von |N (y)|. 
Man erhialt somit den 
Satz 1. Die durch (5) fiir Re(s) + r > 2 definierten Funktionen 
G*,(t, 8, a, I’(1, ¢)) 


sind in die ganze s-Ebene analytisch fortsetzbar. Fiir r+ 0 sind sie ganze 
Funktionen von s. Fiir r= 0 sind sie regulir bis auf einen Pol erster Ordnung 
in 8 = 2 mit dem Residuum 


2-1 a" N (a-* ¢) IN (y)l-2- 


§ 3. Die Funktionalgleichung der Funktionen G* , 
Satz 2. a und q seien zwei Ideale aus Idealklassen von K, die in bezug auf 


das Ideal ¢ komplementir sind, d.h. qacd sei Hauptideal. y,(g) set fiir 
gerade r identisch 1, fiir ungerade r ein Charakter auf der engeren Idealklassen- 
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gruppe, der fiir Hawptideale (x) den Wert ,((x)) = sign N(x) hat. Die Funktion 


a a a 
Y_,(x,8,a, '(1,¢),q)=N(a)|N(y)|22 "2 N(qac-?d)? r(3) x 
x Gt (x, 8, a, I’ (1, ¢)) 

hat die Funktionalgleichung 
P_,(t, 2(1 —r) —s, a, I’(1, ¢), q) = sign N(y)’ x,(qac-? bd) x 

x ¥_,(r, 8, q, P(1, ¢), a) 
und geniigt in bezug auf t bei den Transformationen der Gruppe I"(1,¢) den 
Transformationsgleichungen einer Modulform der Dimension —r. 

Zum Beweis wird die Funktionalgleichung in s (die andere ist evident) an 
den Koeffizienten der Fourierreihe des vorigen Paragraphen verifiziert. Welche 
Spitze man nimmt, ist gleichgiiltig, da |N(— y, t + a,)|-*, der mit s behaftete 

a 


Zusatzfaktor, gerade der Transformationsfaktor von |N (y)|2 ist. 
1) Fir vy + 0 ist nach (6) § 2 und (2) § 1 


N(a)|N (yl? x" 2 N(qac* dye F($)"a,(,8,y0, 6) 


=a "EIN (le T(S) MC (r. 8.4. »)) HOO) (d)-" x 


x N(qacmd)? Py sign N(m)" |N (m)|*-"-* 
abc" |mivab-'b 
' .m+O 
=|N(v)|2 N (6 d-1) N(qac-t db)? N(g*(r, 8, y, »)) x 
x > sign N(m)* |N(m)|*-"-* . 
abc~'|m| rab-'b 
(m),m +0 


Nun ist gq ac! dD ein Hauptideal. Eine Erzeugende sei x, also q a c-! b = (x). 
Die Summationsbedingung l4Bt sich folgendermaBen umformen: 


abc-1|m|vyab-2d fq v-ta~-1b b-1 |m- "| a1 b-1c 


| 
i, yqb-2b. 


| m 


iq qbc? 
Ubt man auf 
& a 
|W (»)|® N(q.ac-? d)® Lsign N(m)" |N (m)|*-"~* 
die Transformation s + 2(1 —r) —s aus, so ergibt sich 
8 x 8 
[N(»)|' "= N(qactd) "? ZS __ sign N(my |N(m)|*-0-9 


abc" |m| vab-'b 
(m),m + 0 


s s 
= sign N (x v)" |N(v)|2 N(qa cm? db)? ys sign N(m)* |N(m)|*-"-* . 
* q@be-*|m)rqb-'b 
(m), m+ 0 


Dieser Ausdruck nimmt also den Faktor sign N(v)" y,(qac- d) auf. 
N(¢*(r, 8, y, ¥)) nimmt nach (3) §1 den Faktor (—1)"’sign N (v)’sign N (y)’ 
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auf. Nun ist (—1)"*= 1, da fiir ungerade n nach Voraussetzung r gerade ist 
(weil dann N(— 1) = — 1 ist). y, ist fiir gerade r identisch 1 und hat fiir un- 
gerade r bei Hauptidealen den Wert + 1 oder —1. Es ergibt sich also das 
gewiinschte Transformationsverhalten. 


2) Fiir vy = 0 und gerade r ergibt sich unter Benutzung der Definition von 
P(s,g, 1) aus 3. § 1 


b* = N(a) IN (y)l® a*t Ni(qac- d)z r(3) a* ,(0, 8, y, a, 6) 


-f-— 


= Niq@y? N(a)' = N(b)r+* N(c2 bd)? |N(y)|? 27"? q 


x (r+ 8,a-!b,1) r(3)'+ 


—2 N(b)e-r-# H(z? *” NOY 


r 


+ N(q)? N(a)'~ "IN (y)|? x 


xa" P($)" N(gl, 8, 4.0) Sr +61, athe, 1) 


“3 N(by** N(c)” = N(d)- 2 IN (WIE nt” x 


x r(3y r(*3*) "oes 8, a-1, 1) + 


=N (qt N(a)'~ 





r & 


s x & n 
+ N(q)? N(a) "2 N(P-F-* NC)?" NCO) F |W (y)|? a2“? * 
x r(3) (3) “ye, 8, y, 0)) P(r + s—1,a-1b-1¢, 1). 
Nun ist fiir r = 0 mod 2 nach (4) § 1 


aa —1 
pir (S) A ptea 9 


=(-1) 73") =(-1)2 r(1—r—) sina (r+ 3) r(i-r— 4) 











r(r+ 3) r(1- “F*) sina (7F*) " r(1- ) 


Das liefert als Ergebnis 





r & r 


b&, = N(q)? N(a) "= N(byt*N(c) 2 N(O) 2 |N(y)[2 2"? x 


rs) 


x Tr+ew P(r + 8, a7! b, 1) + 
icy 
M nao » m sate » ~ pate ne y 
+ N(q)* N(a) 2 N(b)?-"-* N(c)? N(d) ? |N(y)| 22x * 
ge \n 





etr\n P(r + &— . a-! b-1 ¢, 1). 
r(i- 4") 
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Ersetzt man hier s durch 2(1 — r) — 8, so vertauschen sich a und g und der 
erste mit dem zweiten Summanden. 6*, hat also die geforderte Invarianz- 
eigenschaft. 

3) Fiir » = 0 und ungerade r erhalt man genauso 


be = N(a)|N(y)| 22" = N(qac bj? r(s) ae, (0, 8, y, a, b) 


r 


Z(a- b) N(q)2 N (a)'~*~ 2 NOY +# N(c)” = N(b)~ 2 |N(y)|® x 


I 





xer(sy r(t ) "oot 8,ab, ¥) + 


r 


+ (at 4) N(q)® N(a)'~"~ FN)" NC)? * N(O) ~F|M(y)]® x 


r—1 / n -n Y 
xa" 2 (SPT) " H(o0, 5, y 0) O(r + s—1, 4b ¢, Z). 


Fiir r= | mod 2 ergibt sich aus (4) § 1 








As) 
— f e—fnir 2a. 3 
sign ye r 
r(r+ 4) 
r+1 r(i—r—})sina(r+ +) 
= Yes ae 
ri — 72) sina (r+ hts r+) 
r(i—r—4) 
=tsign y” ( ~fte=N) 
2 
und damit 
bt, = x(a-! b) D(r + 8,a* b, x) nn"? x 
bd 1 Le s = 3 s r(3y 
N(q)? N (a)'~ 2 N(byr** N (6) ® N(d)~ ® |N(y)| 2? — Her=Ip 
—— 


+ x (a7? b-1¢) i* sign N(y)’ O(r + s—1, a7! be, J) az x 


x N(q)? N (a) = Nb) N()E "x 
Pia Tas I r oe a 
x V(b) = |N(y|? ( z) 





r(. ry a J" 


Beachtet man, daB rn immer gerade ist, so sieht man, daB bei der Ersetzung 
von s durch 2(1 —r) —s sich a und q sowie der erste und der zweite Term 
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vertauschen und jeweils ein zusatzlicher Faktor auftritt. Dieser Faktor ist 
sign N(y)’ % (qb) x(a-*b-*e) 7 (0) 
bzw. 
sign N (y)" %(a-*b) x(b) x(q b <>). 
Nun ist q a c-1d Hauptideal, y(q a ¢ d) also reell. Daher sind beide Faktoren 
gleich und haben den Wert 


Xr (qa cd) sign N (y). 


§ 4. Dirichletreihen und Skalarprodukte von Modulformen bei beliebigen 
hyperabelschen Gruppen vom Typ der Hilbertschen Modulgruppe 


I sei eine hyperabelsche Transformationsgruppe vom Typ der Hilbertschen 
Modulgruppe, d. h. eine Gruppe, wie sie in [7] vorausgesetzt wird. Wir wollen 
annehmen, daB J" mindestens eine Spitze hat. Das betrachtete Invarianz- 
gebiet der Gruppe sei Im 1‘? (— 1)4> 0,7 = 1,...,n. {I’, —r, v} sei die Schar 
der automorphen Formen der Dimension —r(r > 0, sonst beliebig reell) mit 
dem Multiplikatorsystem v(|v| = 1).“ Die Teilschar der Spitzenformen, d. h. 
derjenigen ganzen Formen, die in allen Spitzen von J" verschwinden, werde 
mit {J', —r, v}* bezeichnet. § sei ein Fundamentalbereich von J. Im iibrigen 
werden die gleichen Bezeichnungen wie in [7] benutzt; auch die dort ge- 
gebenen Definitionen sollen hier nicht wiederholt werden. 

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, daB oo Spitze von J ist; sonst betrachtet 
man A J’ A mit passendem A. Wir benétigen zwei Abschatzungen fiir ganze 
Modulformen, namlich: 

Ist f(z) € {I°, —r, v}*, so gilt 


(8a) lf(x)| SC,(f) |N(y)| 2. 
Ist f(r) € {J, —r, v} und |N(y)| < o(o > O beliebig, fest), so gilt 
(8b) lf(z)| S Cs (f, oe) |N(y)|-". 


Diese Abschaitzungen entsprechen den Satzen 1, 2 in [10] im Falle » = 1. 

Die Beweise verlaufen wértlich wie dort, hier unter Benutzung von [8] Satz 2. 

Genau wie in [10] setzt man nun (é an Stelle von A, da der Buchstabe A in [7] 

bereits fiir die Multiplikatoren verbraucht ist) 
= fe{l,—r, vo} 

E=E(fp=r fiir f ¢{I, —r, v}* , 


und erhalt 


E(f) = far f <1, —1, v}* 


lf(x)| S Cyl, o) |W (y) 
Eine ganze Modulform hat in der Spitze co eine Fourierentwicklung 





~*~ (0<|N(y)| Se,e> 9). 


f= FF (ue + x) etmtSHt)® 
#EemM, (4 +x) y 20 


Die Abschatzung (8) fiir f(x) zieht gewisse Abschatzungen fiir die Fourier- 
koeffizienten nach sich. $ sei wie in [7] eine Grundmasche des Gitters der 
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Translationen, das Volumen sei V ($%). Dann ist 
a(u +x) — ve J 1 e-221S(u+™)* N(dz), 


also 
ja(u + x)| S O,(f) |N(u + x)I* (C, = C, e2*") 
und 
: —4n +x*)¥ 
0s ve f \f (x)|? N (dz) ee a (u 4 x)|? e-4xS(utn) 
< OF |N (y)|-** . 
Nun ist 


la(u + x)|? e428 (utx)y 
vem, (u+x)y 20 
= EF lautmt Fen testotnn, 
vem*,(4+*)y20 A>o 
wobei m* ein vollstandiges System von Elementen yu ¢ m ist, fiir die die 
Werte u + x nicht assoziiert sind (d. h. sich nicht nur um das Quadrat eines 
total-positiven Multiplikators unterscheiden) und die zweite Summe sich iiber 


alle total-positiven Multiplikatoren erstreckt (siehe [7], 8. 550). Da die Vek- 


toren {log 4®*, ... , log A™"} auf der Hyperebene ¥’ log 4" = 0 ein (n — 1)- 
j=1 

dimensionales Gitter bilden, gibt es eine Konstante C, so, daB fiir einen 

passenden Multiplikator 2 


1 
CoN {(u + x)y}" = S(A{u + x} y) 
ist. Das liefert 


. 3 
Zale + x) eae tW® =< OF IN (y)l-* 
#éem*,(“+x)y20 

und damit 

- a la(u + x)|* = C,(f) 2**. 

vem*,(a+x)y20 
|\N(a+)| Sz : 
Ist g(t) eine zweite automorphe Form aus {J°, —r, v} mit &(g) = ¢’ und den 
Fourierkoeffizienten b(u + x), so hat man 
a |b (u + x)|* < O,(g) 2. 


#em*,(a+x)y20 
|\N (ue +)| Sz 


Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert 
XL _ la(u + x) b(u + x)| S Calf, 9) te 


vem, (id +x) y 20 


|\N(u+*)| Sz 
Das garantiert die absolute Konvergenz der Dirichletreihe 
(9) D(s,f,9)= Sau +x) b(u +x) |N(u + »)I-* 


nem, (a4+*)y 20 

firo> &+ & (s=o+it;a,t reell). 
Ab jetzt seien f(r) und g(t) so gewahlt, daB f(t) g(r) in allen Spitzen von J" 
verschwindet. Wir bezeichnen mit 2 einen Fundamentalbereich der affinen 
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Gruppe von J” in oo. w sei der Index der Untergruppe der total-positiven 
Multiplikatoren in der Gruppe aller Multiplikatoren in oo. Q sei das Bild 
einer Grundmasche des Gitters {log4®", ... , logA™"} auf der Hyperebene 
S log 4’ = 0 bei multiplikativer Schreibweise, d.h. im Raume N (J?) = 1. 
j=1 

Beachtet man, daB f(r) J(t) und |N(y)| bei Transformation mit den Multi- 
plikatoren invariant sind, so ergibt sich 


vie / f(t) G(x) N(\yl*-2d x d |y|) 


2€®, |G Eo 


=p | He) ae) Nyt" ded yl) 
a 


Die Abschatzung (8) fiir f(r) und g(r) und das exponentielle Verschwinden 
von /(t) g(t) in co sichern die Konvergenz des Integrals (gleichmaBig in z), 
falls o > & + & ist. Man kann daher auf der linken Seite zunachst die Inte- 
gration nach zx ausfiihren und erhalt 
/ a a(u + x) b(u + x) e884) N(\yl*1 d |yl) . 
; vem, (u+x)y>0 
wn l€o 


Fir |y NV (y)>| € Q ist nun offenbar 
1 
S{(u + x) y} 2ON {(u + x) y}m 
mit passendem C. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ergibt 


SD aut x) b(u + x) e-**5U+9¥ < CO, |N(y)[-F-F 
nwem, (a+x)y>0 
und damit (zunachst nur fiir |N(y)| < @, aber wegen des exponentiellen Ver- 
schwindens der linken Seite in co auch allgemein) 


1 

i es ~4n8 —C |Nqw)\" late 
Sau +x)b (ut x) e-t2Sut9 < C, eC iNW n($) 

em, (4+) y>0 ' 

IN (e+) 2¢ 
Das erlaubt die Vertauschung von Summation und Integration und liefert 

XL a(ut+x)b(u+x) 2 eta S¥u+4 N (|yl*-? dly)). 

wem®, (un +x) y>0 w¥mR'eo 4>0 

iw ¥(y)\~ 


Nun ist offenbar auch hier wieder eine Vertauschung von Summation und 
Integration méglich. Das ergibt endlich 


P a(u+x)b(u+x) SY e~ 42S u+%)¥) N(\yl|*-1 dlyl) 
vem*, (a +x)y>0 A>o 
_ lw¥wr ea 
= Py a(u + x) b(u + x) e~48(u+™)¥ N (ly|*-1 dly}) 
wem*,(a+x)y>0 
. O0sly\<0 
= Py a(u + x) b(u + x) |N(u + x)|-* (42)-** D'(8" 
nEem*, (4+) y>0 


= (42)-"* I'(s" D(s, f, 9) - 














Beachtet man andererseits, daB | N (y)|"{ 9 gegeniiber Transformationen aus J" 
invariant ist, und parkettiert man 2% mit Bildern des Fundamentalbereiches § 
so erhalt man nach dem Vorbild von [7] § 5 


vepy,| He) 90) Nir -s2e-1* de aly) 

= Fay [iam EY |Ner+ay-te+t-9 Wily dz dly)) 
LES(E,I) 

— vey J Meat Go(t, 2(1—r + 4), B,D) N(\yl**dedlyl), 


da © (£, I’) genau w Matrizen L enthilt, deren zweite Zeilen sich nur um einen 
Faktor A unterscheiden. Damit ergibt sich der 

Satz 3. Seien f(r) und g(r) aus {I°,—r, v}; f(t) g(t) verschwinde in allen 
Spitzen von I. D(s,f,g) sei die mit Hilfe der Fourierkoeffizienten von f(t) 
und g(t) in co durch (9) definierte Dirichletreihe. 

Dann ist fiir Re(s) > £(f) + &(g) 


(4xy-™* Is" Diss, = rep J 190 Go(t, 2(1—r + 9), BP) 
x N(ly|*-* dx dly)). 


§ 5. Skalarprodukt und Dirichletreihe bei Hilbertschen Modulgruppen 


Es sei jetzt an Stelle von J’ eine Hilbertsche Modulgruppe J"(1, ¢) zu einem 
Ideal ¢ vorgelegt. Ist die Klassenzahl von K gréBer als 1, so mu8 man zu- 
sammen mit der Hauptklasse auch die iibrigen Idealklassen, d.h. die zuge- 
hérigen Spitzen, behandeln. Sei also A eine Matrix wie in [3] Satz 1 zu einer 
Spitze A-tco der Klasse des Ideals a. f(r) und g(r) seien aus {J"(1, c), — r, v}, 
also 
N(yt + 6)° f(A“) und N(yt+ 6)'g(A-*t) aus {A I'(1,¢) Aq}, —1, v4}. 
Die Spitze co von A J" A- ist die Spitze A-tco von I. Der Modul der Trans- 
lationen ist nach [3] Satz 1 das Ideal ¢ca~*. Die Grundmasche J des Trans- 
lationengitters hat also das Volumen 


VB) =N(ca-*)/ D. 


Die Dirichletreihe ~ 
(10) + vem, eng va tt + Bw + a) LN + 
zur Spitze A-!oco wollen wir mit . 
D(s, f, 9,4, I'(1, ¢)) 
bezeichnen. w ist fiir [’(1,¢) der Index der Untergruppe der total-positiven 


o 
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Einheiten von K in der Gruppe aller Einheiten von K. Damit ist 
(42)-"@+r-) (s+ r—1)" D(s+r—1,f,g, a, F'(1, ¢)) 
ee f Nye + at (4-1) FAD) x 





w VD L 
AF 
x G,(t, 28, Z, A I'(1,¢) A-*) N(\y|***-2 dad |y|) 
= 2 AOE fig) — _|N (er +a)" N(|y|**"-*dedly)). 
w yD L€S(A,T(1,¢)) 


Die Summationsbedingung L ¢ G(A, I"(1, ¢)) bedeutet nach [3] Satz 2 
c=Omodac", d=Omoda, (cc,d)=a, (c,d). 


(c,d) deutet an, daB keine zwei Paare c,d sich nur um eine total-positive 
Einheit unte. «cheiden. q sei ein beliebiges Ideal. Dann ist 








N(aq-?)**0(28,aq,1)=N(aqy* 3 Nigy*= 2  |N(»)|-*. 
g~aq' (v) = 0 mod a~'q 
gganz 


Setzt man m,= vc, m,= vd, so ergeben sich die Summationsbedingungen 
m,=0modgqc-!, m,=0modq, (m,¢,m,)~ a, (m,, m,). 


4,,..., 4, sei ein volles Vertretersystem der Idealklassen von K. Man erhiilt 


(4a)-meetr- P(e + r— 1) YN (a, q72)* N(az* d)C(2 8, a, qu, 1) x 
j=1 


x Dis +r—1,f,g, a; F(1, ¢)) 
iD cr ” ; 
= | f(t) G(x) GS (x, 28, q, F'(1, ¢)) N(ly|***-? dx dly)) . 
s 

Dieser Ausdruck ist offensichtlich unabhangig von der speziellen Wahl des 
Vertretersystems 4,,...,4,. Man teilt § in Bereiche F,,j = 1,...,4, ein, 
die so beschaffen sind, daB GF, aus einem ,,Spitzensektor“* zu einer Spitze der 
Klasse a; und einem Restbereich besteht, dessen abgeschlossene Hiille nicht 


an den Rand von Im 1 (— 1)4 > 0 heranreicht (siehe etwa [8]). Setzt man 
aus § 2 die Entwicklung von Gf zur Spitze Aj1oo ein, so ergibt sich 


fig) G(r, 28, q, (1, ¢)) N(|yl***-* dx dly)) 
anv |W (— ys & + @;)|-2* f (Az 42) G(AZ*1) | N (— yt + @;)|-** x 
x Gj (Aj*1, 28,94, (1, ¢)) N(|y|*t"-* dx dly|) 
* & |W (—y; t+ o%)|-** f(Ap 41) G(AF*t) a (0,28, y,q,a;) N (\yl**"-*dxdly)) 
+ f |N(—y,t + @,;)\-?* f(Az* 1) G(Aj* Tt) A(z, 2 8, q, FC, ¢), aj) x 
a x N(lyl*tt-2dxdlyl) . 


In A,§, ist |N(y)| durch eine positive Zahl nach unten beschrinkt. Der Ab- 
schatzung (7) des § 2 fiir H,.entnimmt man, daB das zweite Integral eine holo- 
morphe Funktion von s in der ganzen s-Ebene ist und in jedem Streifen 
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0,50 Sa, einer Abschitzung 

| f |=o(e*l) 

A, %; 
gleichmaBig in o geniigt. Das erste Integral liefert 
N (q-*a,)?*C(28,q-*a,, JIN e+ a;)|-** f(Aj-*t) G(Aj*t) N (|yl**"-*d xdly|) 

3°73 
Ni(q 2 
a Ni(q3 aj c)?*-17 2 I'(s—/,)" I'(s)* C(2s oa 1, q aj? ¢, 1) x 
x f |N(— yt + @)|-** f(Az*t) JAF *t) N (lyl’-*-* dx |y)). 
i 

Wendet man die Ausfiihrungen des § 2 iiber das Verhalten von a§ auf diese 
Ausdriicke an, so ergibt sich, da8 diese Funktion mit eventueller Ausnahme 
des Punktes s = 1 in der ganzen Ebene regular ist. In s = 1 tritt héchstens 
ein Pol erster Ordnung auf, das Residuum ist 


"tot R ei aaa 
BN (qcam a [ IN(—y,t+ a2 f (Apr) g(Ap 1D) N (\ylt-*ded |y)). 


4,8, 


on 


Die iiblichen asymptotischen Abschatzungen fiir J"(s) und ¢ (s, g, 1) zeigen, 
da8 fiir das erste Integral in jedem Streifen o, < o S ay, |t| > 1 eine Abschitzung 


| f | Oren 
A,%, 
gleichmAaBig in o gilt. Man kann zusammenfassend feststellen : 
Satz 4. q sei ein Ideal aus K, a,,.. . , a, ein volles Vertretersystem der Ideal- 


klassen von K. f(t) und g(r) seien ganze Modulformen der Dimension —r 
(r > 0) zum Multiplikatorsystem v (\v| = 1) zur Gruppe I(i, ¢); f(t) g(t) ver- 
schwinde in allen Spitzen von I"(1,¢). f(t) bzw. g(t) mégen in einer Spitze der 
Idealklasse a; die Fourierkoeffizienten a(u + x;) bzw. b(u + x,;) haben. Sei weiter 
D(s, f, 9, a;, (1, ¢)) = > a(u + x5) b(u + x;) |N(u + x,)|-°. 


= 0 mod a? <~*b-! 
(4 +) > 0, (u + 5) 


(4 + %;) bedeutet, daB nur iiber Werte u + x, summiert wird, die sich nicht nur 
um das Quadrat einer Einheit aus K unterscheiden. Dann ist die Funktion 
Z(s, f, 9,4, P(1, ¢)) 
h 
= J N(a;*b) N (a; q-1)* C(28, a; q-', 1) D(s + r—1, f, g, aj, F'(1, ¢)) 
j=1 fn 

von der Auswahl des Vertretersystems a,,..., 4, wnabhiingig und mit der még- 
lichen Ausnahme des Punktes s = 1 in die ganze s-Ebene analytisch fortsetzbar 


und dort regulér. Im Punkte s = 1 tritt héchstens ein Pol erster Ordnung auf, 
das Residuum ist 


Qenr+n—2 _m(r+2) N(q)-2 P(r)-* RVD" (f,9) » 


wobei 


(f, 9) = { f() 9) N (\y\"~*dz d |y\) 
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das iibliche Skalarprodukt von f(t) und g(t) ist. Regularitat tritt genau dann ein, 
wenn (f, g) = 0 ist. 
In jedem Streifen o,< o < 02, |t| ]} 1 geniigt die Funktion einer asymptoti- 
schen Abschitzung 
Z(s, fh, 9, 4; ri, ¢)) =0 (e*!#l) ; 
gleichmaBig in o. 
§ 6. Funktionalgleichung von Z(s, f, g, q, "(1, ¢)) 
und Koeffizientenabschitzungen 
Wendet man auf die Darstellung 
Z(s, f, 9,4, T°(1, ¢)) 
yD n(s+r—1) —n a * 
=e tarerr-O Diet r—U- J fe) G(e) G(x, 24, a, PL, €)) x 
. x N(ly|**"-? dx dly|) 
die Funktionalgleichung fiir GJ aus Satz 2, § 3 an, so ergibt sich 
Satz 5. Die Ideale p und q seten in bezug auf ¢ komplementir, d.h. p qc d 
sei Hauptideal. Die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfiillt, Z(s, f, 9, q, I(1, ¢)) 
wie dort definiert. Dann hat die Funktion 
Z*(s, p,q, f,g9, T'(1, ¢)) = (4 2*)-"* N(q) N(qp c-? by? (s" Ps + r—1)"x 
x Z(s, f, 9.4, (1, ¢)) 
die Funktionalgleichung 
Z*(1—=s,p, q,f,9, (1, ¢)) = Z*(s, 4, p,f,9, T(1, ©) - 
Fiir das weitere setzt man zweckmaBigerweise f(t) = g(t), f(t) ist also 
jetzt Spitzenform. Es ist 


Z(s, i, i, q, ri, ¢)) 


h 
=)’ 2 ; 2. ja(u + x;)|? N (a>? d) |N (wu + x) -"x 
j=1 »v=O0Omoda, = 0 mod a? ¢—'d-* 
‘ ‘) pi Get a y>6,(H-+%) x |W (v* {u + x,})|-* - 


Das ist eine Dirichletreihe mit positiven Koeffizienten und einem Pol erster 
Ordnung in s = 1((/,/) verschwindet nur, wenn f(t) identisch Null ist), die 
sonst in die ganze s-Ebene analytisch fortsetzbar und dort regular ist. Man 
kann die tiblichen Satze iber Koeffizientenabschatzungen bei Dirichletreihen 
anwenden. Man erhialt, etwa nach dem Satz von IkEHARA-WIENER [1], den 
wir hier nicht voll auszunutzen brauchen, da wir sowieso scharfere Ab- 
schatzungen gewinnen werden 
h 
(11) B(z)= 2 a |a (ju + x;)|? N (aj-* d) |N(u + x,))-" =O(z) . 
f=1 |NO*'{u+))| Sz 
¥, BED; 
Dabei bedeutet », u ¢ H,; die Summationsbedingung 
v= Omoda;"q, (vy); w=Omodafctd4, (ut+xz)y>0, (ut+%)- 


Diese Ergebnisse reichen aus, um auf die Funktion Z(s, f,/,q, (1, ¢)) den 
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Satz von Lanpav [6] tiber das Verhalten der Koeffizientensummen allge- 
meiner Dirichletreihen anzuwenden. Es sei hier der Ubersicht halber in 
Tabellenform angegeben, welche Werte die bei Lanpav vorkommenden 
GréBen in unserem Falle haben: 


LANDAU hier 
0<1<1,<k<-:-:- die nach der GréBe geordnete Folge der 
|W (v® {ue + %;})| 
Cy, Ca, Cg, + Cn = Ps |a(u + x,)|*.N (az*d) |N (u + x,)|'-" 
| (e* {2 + 49})| = be 
», WED; O<ISA 
B(x) =>) Cm wie in (11) definiert 
Im S 2 
B 1 
Oy, 0,...0,0(nm mal), r—1,...,7— 1 (nm mal) 
By...» B, 1,...,1,1 (2 mal) 
Yor- 220% 1,...1,1(mmal), r,..., 7 (nm mal) 
&, csegh 1,...1,1(2n mal) 
ow ae em= 2 jal(u+x;)|*N (az*d)|N(u+x,)j'-"C, 1-3 


LN (r*(u + 94) = US, 
», MEDS, O<ISA 


A< Ay< Ag<-:: An= ER C,. 
Dabei ist ¢, eine Zusammenfassung der von s unabhangigen Faktoren in der 
Funktionalgleichung von Z, C} eine Zusammenfassung der Glieder der Form 
(...)* in der Funktionalgleichung. [%,, $f sind fiir p an Stelle von q gebildet. 
Man kann jetzt die mit rémischen Ziffern bezeichneten Bedingungen bei 
Lanpav nachkontrollieren : 
I ist offenbar erfillt, da die Reihe fir Z fiir ¢ > 1 absolut konvergiert. 
II ist nach Satz 4 § 5 erfiillt. 
III ist erfiillt, denn es handelt sich im wesentlichen um die urspriingliche 
Reihe, die das gewiinschte Konvergenzverhalten hat. 
IV ist nach Satz 5 erfiillt. 
V Man rechnet nach: + = 2n. 
VI Hier ist 7 = 2n> 4). 
VII ist nach Satz 4, § 5 erfiillt. 
VIII’ ist erfiillt, da die vorliegende Dirichletreihe positive Koeffizienten hat. 
IX ist auf Grund der Abschitzung (11) mit A = 0 erfiillt. , 
Die GréBe, die bei Lanpav mit x bezeichnet ist, hat in unserem Falle den 
Wert 
2 
1—Gati- 
Das liefert unter Verwendung von Satz 4 
R(x) = {Res,_, Z(8, f, f, 4, P'(1, ¢)} x 
= Q@nrt+n—2 yn(r+1) N(q)-? Tr)" R- VD =-i (f, f)* a. 
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Das Minimum von A, P —1 ist Null. Damit ergibt der Landausche Satz 


B(x) = {Res, . ; Z(s, j, f, q, I'(1, ))} 2 + o('~ ter), 


Um eine Abschatzung fiir die Fourierkoeffizienten von {(t) zu erhalten, bildet 
man 


2 
B(x) — B(x — 1) = Res, .. ; Z(s, f, f,q, I'(1,¢)) + o(:? ~ Tat) 
~ re 

” ol mo ‘nei. 
Fixiert man jetzt ein 7), das allen Kongruenzen 

¥= Omoday'g, j=1,...h 
geniigt und setzt 

a =|N (vp {uy + %})|, 


WO % eines der x,,..., x, ist, so kommt in B(x) — B(x — 1) das Glied mit 
|@ (49+ %)|* vor und man erhalt 


|@ (tp + %)|? N (a5? d) |N (uty + w)|'r= O(N vg {uot x})|  *¥i }. 
Das ergibt endlich den i 

Satz 6. f(t) sei eine ganze Spitzenform der Dimension — r(r > 0) zu einem 
Multiplikatorsystem vom Betrage | zur Gruppe I'(1, c) und habe in einer Spitze 
von I"(1, ¢) die Fourierkoeffizienten a(u + x). Dann gilt die Abschitzung 


/ 1 \ 


a(u + x) =O\|N(u + x)? FT). 
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Configurations in an Algebraic Space 
By 
Feppe J. Terpstra in Pretoria 


Introduction 

In N. P. (On the neighbour points of a projective space, Math. Ann. Bd. 133, 
S. 160—172, 1957) we have taken the point of view that n-dimensional alge- 
braic geometry over a field k is the theory of the subrings of a field K, where K 
is a fixed purely transcendental extension of k whose dimension over k is n. 
We defined points as subrings of K of a certain type and we denoted the set 
of all these points by 2. 

We now propose to give J a name and to call it the n-dimensional algebraic 
space over k. 

We also defined a variety as a subring of K of a more general type than 
a point. 

To each variety V there is attached a subset of 2 consisting of all points P 
contained in V. 

However there exist subsets of 2’ which are of a simpler structure than the 
sets attached to varieties. These sets we propose to introduce in the present 
paper and we shall call them configurations. The simplest configuration 
consists of a point P of & and all neighbours of P. 

This configuration will be denoted by N (P). 

Another configuration, but not the most general type, is the intersection 
of N(P) and the point set attached to V where V is a variety on P. 

Every configuration is the union of a finite number of what we shall 
name branches. These branches will turn out to be a set-theoretic represen- 
tation of what Samuet [Méthodes d’algébre abstraite en géometrie algébrique, 
Springer (1955), p. 78] calls algebroid varieties. 

In the proofs we shall make use and give very simple definitions of the 
notions of satellite points and proximate points. These notions are already 
known from the classical theories of M. Nortner and F. Enriques (when 
n = 2) but there the are much more complicated. 

Before giving a more detailed account of the contents of this paper we 
sum up a few results of N. P. which we shall require later on. 

A reference system is any ordered set of n elements 2,,..., x, of K such 
that K =k(x,,..., £,) = k(x) which means that K consists of all rational 
functions of a with coefficients in k. 

Any reference system x uniquely defines the following two rings: 

(i) the ring k[{x] consisting of all polynomials in z with coefficients-in k. 
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(ii) the ring O, consisting of all quotients A(x): B(x) with 

A(x), B(x) €k[x] and B(0)+0. 
The ring O, is called the origin of x. The set of the origins of all reference 
systems is denoted by Z. 

By a point of X we understand the origin of some reference system. Two 

reference systems x and y have the same origin if and only if 

y¥;=A,(z): B(x) A,(x), B(x) € k[x] B,(0) +0 
while the leading forms of the A,(z) are linear and linearly independent. 
(N.P. prop. 1.) 

We say that a subring V of K is a variety on a point P of X when there 
exists a prime ideal p in P such that V consists of all A: B with A, B¢é P, Bé p. 

The valuation at a point P of Z is denoted by o and defined as follows: 
let z = A(x): B(x) where P=O, and A(z), B(x) € k[x], then o(z) = 0(A) — 
—o(B) where 0(A) and o(B) are the degrees of the leading forms of A(z) 
and B(z). 

Every point P of 2 is a local ring with maximal ideal (z,,. .. , x,) where x 
is any reference system with origin P. 

We make the following convention: when we have to consider several 
points P, P’, P,,... of 2, the valuations at these points will automatically 
be denoted by 0, 0’, 0,,... resp., likewise the maximal ideals of these points 
by m, m’, m,, . . . resp. 

By a notation such as o(m,) we understand minimum o(z), z ¢m,. Let 
now P and P, be points of 2 such that P, is a first neighbour of P which 
means that there exist reference systems x and y with P =O, and P,=0O, 
such that 

%4="> Te=YWiYor---> Mm=YAYn- 
By constructing a sequence P,,..., P, where each P;(i = 2,. .., a) is a first 
neighbour of P;_, we arrive at an a-th neighbour P, of P or simply a neighbour 
of P. 

We shall show that P, contains only a finite number b of prime principal 
ideals (u;) with the property that P- (u;) =m. 

These (u,;) are what we call the m-factors of P,. 

P,, is said to be a P-satellite when P, contains at least two m-factors. 

Every point P of £ has a completion P which is the ring of formal power 
series in x when =z is any reference system with origin P. When P, is a neigh- 
bour of P we may consider P as a subring of P,. Let now (F) be a principal 
ideal in P. Then regarding F as an element of P, we have F = UF, where (F,) 
is free of m-factors and where (U) is either P, or a product of m-factors of P,. 
By the P,,-transform of (F) we understand the ideal (F,) in P,; when (F,) + P, 
we say that (F) passes through P,. The set of all P’ in N(P) such that (F) 
passes through P’ is the configuration of (F), notation J’(F). We define J’(a) 
as the intersection of all J\(F) with F € a where a is any ideal in P. 

This (a) is the most general form of a configuration on P. We say that 
I'(a) is a d-dimensional branch on P when a is a d-dimensional prime ideal 
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in P with the property that a remains prime when the ground field k is ex- 
tended to its algebraic closure. 

An important role is played by one-dimensional branches on P. They 
are infinite chains P= Py, P,, P,,... (each P, a first neighbour of P,_,) 
which contain only a finite number of P-satellites. 

Some authors define a one-dimensional branch as a set of n power series 
in one indeterminate t. From a geometrical point of view this definition is 
rather unsatisfactory. However we shall show that, after having chosen a 
reference system x with origin P, a one-dimensional branch §: P = P,, P,, 
P,,... can be determined analytically by what we call a set of x-coordinates 
&,,....&, which are power series in t. 

Then the prime ideal B in P with B = I'(®) consists of all F(x) ¢ P with 
F(é) = 0. 

A suggestive notation for 8 is (P, P..) where P.. is the union of all P,. 
The ring P.., which is not a point of 2, consists of all g(x) in K for which 
(&) is a power series in ¢ of non-negative order. Moreover P,, uniquely 
determines 8 when P is given but also when it is known that P is a proper 
point of a given projective space /7 in Z. It is this type of rings P,, to which 
we referred in the last sentence of the introduction to N.P. 

Each P, has a certain multiplicity on 8 which we define as lim o,(m,). 


jvae 

It will then be easy to show for arbitrary n the classical result which 
states that (when n = 2) the multiplicity of P, on # equals the sum of the 
multiplicities of those P;,,, P;.9,... on £8 which are P,-proximate points; 
we define a neighbour P’ of P; as a P,-proximate point when P’ is a subring 
of the valuation ring at P, i.e. the ring consisting of all z ¢ K with o,(z) = 0. 

One-dimensional branches will be used in showing that when an element 
F <P passes through all points of ’(a), with a an ideal in P, then a power 
of F is in a provided k is algebraically closed. Concluding this introduction, 
let P be a point of 2 and P, any first neighbour of P. Then in P, there is 
only one m-factor (y,) say. The variety V on P; defined by the prime ideal 
(y,) in P, will turn out to be the valuation ring at P. Thus V is a variety 
on all first neighbours of P. Obviously V cannot be defined as a quotientring 
with respect to a prime ideal in P, hence the noteworthy result: When P is 
in the point-set attached to a variety V then V is not necessarily a variety 
on P. 


1. The m-factors of a neighbour of P 


Let P’ be a neighbour of P. Then (N.P. prop. 5) there exists a uniquely 
determined sequence P = P,, P,,..., Pg= P’ in which every P, is a first 
neighbour of P;_, (i = 1, . . ., a). This sequence was called the chain between P 
and P’. 

Let now u be a reference system with origin P,_,. 

According to N.P. prop. 3 all linear forms J in u with o,(l) = 2 form, 
together with 0, an (nm — 1)-dimensional k-module M and when 1,, .. . , 1, is a 
21* 
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basis of M and I, any linear form with o,(l,) = 1 then v defined by 
L, = v,, l= 0,0, . . . 1, = 0,0, 
is a reference system with origin P,. 

Lemma. Let P,_, be a point of 2, P’ a first neighbour of P,_, and u 
a reference system with origin P,_,. 

Then there exists an index q and a reference system v with origin P’ such 
that 

(i) each u,; with o,(u,) = 1 can be written u,=— v, HZ, with Z, a unit in P’ 

(ii) u,= vv, when 0, (u,) = 2. 

Proof. Let l,, ...,1, be a basis of M (see above) and g a fixed index with 
0,(u,)=1. Then u,,1,,...,1, are linearly independent and so every u, 
(j + q) can be written as a linear combination of u,, l,, . .., l,i. e. every such 
u, defines a A,;€k so that u;— A,u,¢€ M hence o,(u;— A, u,) = 2 because 
u; — Ayu, + 0. 

Then v defined by 

u,= Uq U;— AjUg= gv; (j +49) 
is a reference system with origin P’. We see that A, = 0 if and only if 0, (u,;) =2. 
Therefore u,;=v,H#, with E,; a unit in P’ whenever o,(u,;)=1. On the 
other hand u,= v,v,; when o,(u,) = 2. 

Proposition 1.1. Given a point P of Z and a neighbour P’ of P there 
exist reference systems x and v with origin P and P’ resp. such that, regarding 
(24), . - - » (2%) a8 ideals in P’ 


. (i) (2) is a product of non-negative powers of (v,), . . . , (v,) 
(ii) each (2), ..-, (z,,) admits (z,) as a factor. 
Proof. Let P = Py, P,,..., P,= PP’ be the chain between P and P”. We 


use induction on a. When a= 1, the proposition immediately follows from 
the definition of a first neighbour which states that there exist reference 
systems zx and v with origin P and P, resp. for which 

m=, a= U,U,,... Ly = U,V, « 


Let now a > 1 and assume that the proposition holds for a—1. Then P and 
P,-, are the origins of reference systems x and u resp. with 


(1) (x,) = product of powers of (u,),..., (u,) in P,-, 
(2) (2), ..-, (%,) are divisible by (x,) in P,_,. 
By combining (1), (2) and the previous lemma the proof of prop. 1.1 is com- 
pleted. 

With the notation of prop. 1.1. we can achieve, by re-ordering ¥,,... , v,, 
that (z,) is a product of positive powers of (v,), . . . , (vp). Then since (z,),..., 
(z,) are divisible by (z,) and m = (z,,..., 2) we conclude that 


(rjpranPr=m (¢=1,...,5). 


Conversely when (z) is a principal prime ideal in P’ with (z)\ P = m then (z) 
must be one of the (v,), . . . , (v»). 
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For from (z)-\ P = m it follows that z, is in (z), hence a product of posi- 
tive powers of v,, . . . , t, is in (z), hence one of the factors ¥,, . . . , v, is in (z) i.e. 
we have v,— E,z and since (v,) is prime, Z, must be a unit and (v,) = (2). 

We also see that the extension of m in P”’ is a principal ideal whose prime 
factors are (v,), . . . , (vp). 

Definition. Let P be a point of XZ and P’ a neighbour of P; then by an 
m-factor of P’ we understand any principal prime ideal (z) in P’ whose con- 
traction in P is m. 

Summing up we have 

Proposition 1.2. Let P be a point of 2, P’ a neighbour of P and 6} the 
number of m-factors of P’. Then 1<6<n and there exists a reference 
system v with origin P’ such that (v,), . . . , (v,) are the m-factors of P’. 

Moreover, P, P,,..., P,= P’ being the chain between P and P’: 

(i) P, has only one m-factor, (y,) say 

(ii) the m-factors of P’ are the prime factors of (y,), regarded as an ideal 
in P’. 

2. Satellites 

Definition. Let P be a point of 2, P’ a neighbour of P and b the number 
of m-factors of P’. We define 

(i) P’ is P-free when b = 1 

(ii) P’ is a P-satellite when b > 1. 

Proposition 2.1. Every first neighbour of a point P of 2 is P-free. 

Proof. Such a first neighbour has only one m-factor. 

Proposition 2.2. Let P be a point of 2, P’ a neighbour of P and P, P,,..., 
P,-1, P,= P’ the chain between P and P’. 

Denoting the m-factors of P,_, by (u,),..., (u,), each of the following 
conditions (i) and (ii) is necessary and sufficient for P’ to be a P-satellite 

(i) 04(m) > o4-1(m) 

(ii) at least one of the u,,..., u, has the property 0, (u,) = 2. 

Proof. In view of prop. 1.2 we may assume that u,,..., u together with 
suitable w,,,..., %, form a reference system u with origin P,_,. 

Let (y,) be the m-factor of P,, then (prop. 1.2) the m-factors of P,_, and P’ 
are found by factorizing (y,) in P,., and P’ resp.; furthermore o,_,(m) 
= 04-1(¥;), (Mm) = 0,(y,) and o,(m) > 0,-,(m). We now introduce the re- 
ference system v with origin P’ as described in the lemma of section 1. By 
this lemma, since (y,) is a product of positive powers of (u,),..., (wu) we 
have 0,-,(m) = 0,(m) if and only if 0, (u,) = +++ = 0,(u») = 1 i.e. if and only 
if u,-=v,H£,(i=1,..., 6) i.¢..if and only if (y,), as ideal of P’, is a power 
of (v,) which means if and only if P’ is P-free. This settles both (i) and (ii). 

Proposition 2.3. Let P be a point of and P,_, a neighbour of P. Then, 
when n= 2, the number of P-satellites among the first neighbours of P,_, is 
one when P,_, is P-free, and two when P,_, is a P-satellite. 

Proof. With the notation of the preceding proof we have with positive p 
and d: 
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(i) (ys) = (u)® when P,_, is P-free 

(ii) (y,) = (u,)” (u,)* when P,_, is \ P-satellite. 

Any first neighbour P, of P,_, is uniquely determined by choosing a linear 
form | + 0 in u,, u, and prescribing o,(/) = 2 (this / is a basis of the module 
which for arbitrary n was called M in the introduction to section 1). 

By prop. 2.2 P, will be a P-satellite in case (i) if and only if (l) = (u,) 
and in case (ii) if and only if either (/) = (w,) or (1) = (ug). 

Proposition 2.4. Let P be a point of 2 and P, a neighbour of P. [et 6b 
denote the number of m-factors of P, and b’ the number of m-factors of a 
variable first neighbour P’ of P,. Then b’ will run through all integers which 
satisfy 1 < 6b’ <b + 1 when b < n, and 1 < b’< n when b =n. 

Proposition 2.5. Let P be a point of 2, P, a neighbour of P and P, a 
neighbour of P, such that P, is a P,-satellite. 

Then P is a P,-satellite. 

The proof of both 2.4 and 2.5 can be given in the same way as that of 2.2 
by considering the number of prime factors of (y,) in P,, P’ and P,. 


3. Power series 


Let x be a reference system with origin P. Every element of P is a quotient 
of polynomials A(x) and B(x) with B(0) +0 and can therefore be written 
formally as a power series in x. So if k[{x]] denotes the ring of all formal 
power series in x with coefficients in k we may regard P as a subring of k[[]]. 

Let now y also be a reference system with origin P. In view of N.P. prop. 1 
every y;, is a non-unit in k[{z]]. Therefore power series in y, can be identified 
in a natural way with elements of k[[x]] and so k[{y]] < k[[z]]. But every 2, 
is a non-unit of k[{y]] hence k[[x]] = k[[y]]. 

The ring k{[x]], which by our identification rules solely depends on P 
and not on the choice of x, will be called the completion of P and will be de- 
" noted by P. 

The valuation o at P can be extended to P and will then be denoted by o 
again. Also, S being a subset of P, by 0(S) we shall mean minimum o(F), 
F «8S. P has only one maximal ideal ii which is the extension of m in P 
i.e. m = P-m. 

Every prime ideal % in P has a dimension; we choose the definition of 
dimension which uses chains of prime ideals in P. (See e.g. Nortucort, 
Ideal Theory, Cambridge University Press 1953, p. 57.) In particular 
dim. P = — 1, dim. mi = 0 and dim. (0) = n. 

. For later purposes we need a few more facts concerning P which will be 
dealt with in the remainder of this section. 

Whenever it seems suitable we shall refer to Lerscuetz, Algebraic Geo- 
metry, Princeton University Press (1953). 

Let B be a prime ideal in P distinct from (0) and P. Given a reference 
system y with origin P we can find, even when k is finite, a reference system 
x with origin P such that D is regular in x, which means that DB contains an 
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element of the form 

(1) e+ fxg + -*++ faa, a>o, fe€ RU [ay ~--, Za-a))- 

In fact, let F be any element + 0 of B. By a transformation of the type 
¥i=%4+2,---, ¥n-1= n-1 t+ %, Yn= 7% 


we can achieve that F contains a term in z, alone and then by applying the 
preparation theorem of Weierstrass (LerscHETz, p. 79) we see that EF has 
the form (1) where £Z is some unit in P. Let now be regular in z, and, _ , + (0) 
where we use the notation D,= k[[z,,..., z]] AD and DB, = (0). 

By a transformation of z which does not affect z,, B,,., will become re- 
gular in z,_,. Continuing this procedure, if possible, we conclude that there 
exists a reference system 2 and an integer d > 0 so that D,(i =d + 1,..., ) 
is regular in z,, and B,= (0). 

When the reference system x has this property we say that Disregular in z. 

Proposition 3.1. Let be a prime ideal in P distinct from (0) and P. Let z 
be a reference system with origin P such that D is regular in z Let D, 
= k[{[z,,..., 2]] AQ. Then the smallest d(0 < d < n) with B,, ,+ (0) is the 
dimension of J. 

The proof can be given with the method used in the proof of Lerscuetz 
th. 6.1., p. 85—86. ‘ 

Corollary. Let {J be a d-dimensional prime ideal in P with 0 < d <n, 
and x a reference system with origin P so that D is regular in x. Then J, 
= k[[a,, ..., 2]] 0D is a prime ideal in k[[z,, .. ., z,]] with dim Q,= d pro- 
vided d < i. When i < d we have B,= (0). 

Our next proposition is contained in Lerscuetz th. 5.1., p. 84. 

Proposition 3.2. Let 3 be a prime ideal in P and z a reference system 
with origin P so that DB is regular in z. Let dim$ = d withO <d <n. ThenD 
contains a polynomial G + 0 in z, with coefficients in k[[z,,..., Z,—,)] 


G=cm+em-'+-:-- 
with the following properties 


(i) c+ 0, cE k[[x,..., x4]], a>0 
(ii) an element F of P is in G if and only if for some non-negative p 
e’F=AG+H 
where A ¢P and H a power series in x, with coefficients in DB k[[2, . .., 2-4]. 


Proposition 3.3. Let x be a reference system with origin P. Let &,,..., &, 
be non-units in k{[{t]] where not all &, are zero and where ¢ is an indetérminate 
over K. 

Then the set D of all F(x) ¢ P with F(é) =0 is a 1-dimensional prime 
ideal in P. 

Proof. It is clear that D is a prime ideal in P and that D is distinct from 
(0), m and P. Therefore we already know that 0 < dim <n. We apply a 
transformation to x (and the same transformation to £) so that J becomes 
regular in x. 
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In view of prop. 3.2 it suffices to show that J contains a non-zero element 
in k[[2,, 22]]. 

When &,= 0 resp. &,= 0 we have z,¢ resp. z,€D. 

Let now &,+ 0 and &,+ 0. We consider z,— &, and z,— &, as elements of 
k[[{2,,¢]] and k{[z,,t]] resp. By the preparation theorem of Weierstrass 
(LeFscHETz, p. 79) there exist a unit Z, in k[[{z,,¢]] and a unit Z, in k[[x,, t]] 
so that H#,(z,— &,) and #,(z,— &,) are polynomials in ¢. Let R(z,, z,) be 
their resultant with respect to t. Then R(z,, z,)+0. But R(z,, z,) being 
a linear combination of z,—§&, and z,—&, we have R(é,, &,) =0 hence 
R(2z,, 2) €D and so P contains a non-zero element in k[[z,, z,]]. 

Proposition 3.4. Let x be a reference system with origin P and J a 1-di- 
mensional prime ideal in P which is regular in x, and let s be an indeterminate 
over K. 

Suppose that &,,..., &,-, are non-units in k[[s]] such that all elements 
F(z) <DPOk[[a, .-., %-,]] have the property F(&)=0 where not all & 
are zero. 

Then substituting z-> é in all elements of B we obtain a set in k[[s, z,]] 
which is contained in a one-dimensional prime ideal (g) in k[[s, x,]] with 
(p) + (8). 

Proof. By prop. 3.3 all F(x) € k[[a,,...,2,-,)] with F(é)=0 form a 
l-dimensional prime ideal QB’ in k[{z,,...,2,—,]]. On account of coroll. 
prop. 3.1. BA k[[2x, . . ., X,-1]] is also of dimension one. Hence DB > k[[2y,..., 
Xp—1)] SP’ implies BP k[[ x, . . ., Z,-,]] =D" and so P’ is regular in z,,..., 
%,—,- It follows that PB’ -\ k[[x,]] = (0), consequently z,¢P’ i.e. &;+ 0. We 
now apply prop. 3.2 where d = 1 hence c a power series in 2,. 

Substituting x— £(s) in c?F = AG + H, from c(&) +0 and H(é, z,) =0 
we conclude that for some g > 0 s*F(é, z,) is in the ideal in k[[s, z,,]] which 
has G(é, z,,) as basis. We still have to show that G(é, z,,) has a non-trivial 
prime factor m with (qv) + (s). This follows from 


G=ca+-:-- with a > 0 and c(é)+0. 


Let DB be a prime ideal in P with dim = d > 1 and let F be a non-unit 
of P with F¢Q. From the general theory of dimensions of ideals in a Noe- 
therian ring (see e. gz. Nortucort, Ideal theory, chapter 3) we conclude: The 
number of (d — 1)-dimensional prime ideals B’ of P with (PB, F) ¢P’ is finite 
and at least one. 

Lemma. Let DB be a prime ideal in P with dim =d > 1. Let F be in P 
and not in 9. Then there exists a prime ideal 3’ in P such that dim P’ = d — 1 
and F ¢’. 

Proof. If F is a unit in P, choose G in the maximal ideal m of P and take 
for B’ any (d — 1)-dimensional prime ideal dividing (B, G). If F is not a unit, 
let B,, . . . , Pj be the (d — 1)-dimensional prime ideals dividing (B, F). 

Then none of the J; contains m and so, in view of Norrucort, p. 12 
prop. 6, there exists an element G ¢€ M such that no Yj contains G. Let P’ be 
any (d — 1)-dimensional prime ideal containing (J, @). Then @ ¢€Q’ hence 
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P’+ Pj. Therefore, by the definition of the Bj; we have (%, F)¢P’ hence 
FED’. 

Proposition 3.5. Let P be a point of £ and a prime ideal in P with 
dim J =d> 1. Then TF is the intersection of'all 1-dimensional prime ideals 
of P which contain $B. 

Proof. Let F be in P and not in QB. It suffices to show that there exists 
a 1-dimensional prime ideal $* in P which contains $ and which does not 
contain F. Such an ideal B* is found upon applying the lemma (d — 1) times. 


4. P’-transforms 


Let P, be a first neighbour of P, then P, has only one m-factor (u). Con- 
sidering an element z +0 of P as an element of P, we have z = u?z, where 
p = 0(z) and z, is free of factors u. The principal ideal (z,) in P, is uniquely 
determined by the principal ideal (z) in P and independent of the choice of 
the elements z and wu. In fact from (z) = (Z) and (u) = (%) we conclude Z = Ez, 
ui = E,u with E a unit in P hence in P,, and £, a unit in P,. Therefore 
Z = %” Z, implies (Z,) = (z,). 

We shall say that (z,) is the P,-transform of (z). 

Let now P’ be an a-th neighbour of P and P, P,, P,,..., P,= P’ the 
chain between P and P’. Then, using induction on a, we can define the P’- 
transform (z’) of (z) as the P’-transform of the P,_,-transform of (z). Moreover 
the non-negative integer o’(z’) will be called the multiplicity of (z) at P’. 
When o’(z’) > 0 we shall also say that (z) passes through P’. 

Proposition 4.1. Let P’ be an a-th neighbour of P. Let j,g € P, fg’ ¢ P’ 
such that (/’) and (g’) are the P’-transforms of / and g resp. Then (/'g’) is 
the P’-transform of (fg). 

Proof. When a =1 the assertion follows from o(f/g) = o(f) + o(g). The 
case a > 1 follows from the case a = 1 and the inductive definition of th 
P’-transform. 

Proposition 4.2. Let P’ be an a-th neighbour of P and let z be a non-unit 
prime element of P. Then the P’-transform (z’) of (z) is prime in P’. Moreover 
(z) = Pr\(z’) when (z’) + P’. 

Proof. First let a =1. Then there are reference systems x and y with 
origins P and P” resp. so that 


%4=N">, T2= WiY2,---> T= Yn: 
where (y,) is the m-factor of P’. 
We may assume that z ¢ k [x] and that z’ is found from z = yz’ hence 
z'ck [y]. ; 
Suppose now that z’ is not prime in P’, then z’=/f’g’ with f’,g’¢€ k [y] 
and non-units in P’. 
There exist non-negative integers q and r so that 


=y¥if, g=y9', fg€k[z], f9¢(x)- 
It follows that 24*’z = 2?f/g. Since fg ¢(z,) we have fg (z) and so, 
since z is prime in P, at least one of the factors / and g of z must be a unit in P. 
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But this is impossible because f’ and g’ are non-units in P’. This proves 
(in the case a = 1) (z’) is prime in P’. 

We now show that any element of P/- (z’) is in (z) when (z’) + P” (in the 
case a = 1). 

Such an element is in P, and can therefore be written 


A:B with A,B¢k[az] and Ba unit in P. 


Now A:Bé (z’) means A: B= A’z’: B’ with A’, B’ck[y] and B’ a unit 
in P’. There are non-negative integers s and ¢ with 


A'y¥,=Ack[z] and By, = Bek[x) 


where A, B ¢(z,). 

We have A B’= BA’z’ hence A B2?*+*= BAzzt. 

Since z is prime it must be a factor of A or B or 2}. 

But it cannot be a factor of B or x, because if so, the fact that (B) and (z,) 

have as P’-transforms P’ would entail that (z’) = P’. (prop. 4.1). 
Thus z must be a factor of A, which implies that A: B € (z) and so P / (z’) ¢(z). 
On the other hand from z = y? z’ we see that (z) ¢ P (z’) and so P/ (2’) = (2). 
Let now a> 1 and P= P,, P,,..., Pz= P’ the chain between P and P’. 
We proceed by induction on a. 

Let (z,_,) be the P,_,-transform of (z). Then z,_, is prime in P,_, because 
of the induction assumption. 

By applying the case a=1 we find that the P’-transform of (z,_,) is 
prime in P’. But this P’-transform of (z,_,), by the general definition of 
P’-transform, also is the P’-transform of (z). Furthermore (we apply the 
case @ = 1) (z,_,) = P,-,7\(z’) where of course (z,_,) + P,-,. Again by the 
induction essumption PA (24-1) = (z). But Pr (zg-;) = PA Py-1N(2’) 
= Pr\(z’). Consequently Pr (z’) = (z). q.e.d. 

Proposition 4.3. Let / and g be relatively prime in P. Let P’ be a neighbour 
of P and (f’) and (g’) the P’-transforms of (/) and (g) resp. 

Then (f’) and (g’) are relatively prime in P’. 

Proof. Suppose that (/’) and (g’) have a common prime factor (h’) in P’ 
with (h’) + P’. Then (prop. 4.1 and 4.2) / must have a prime factor F and g 
a prime factor G with F;@¢ P such that (h’) is the P’-transform of both 
(F) and (@). 

From prop. 4.2. we find (F) = (@) = Pr\(h’) and so since (f) and (g) are 
relatively prime that (F) = (@) = P which conflicts with (h’) + P’. 

So far we have developed a theory of P’-transforms of principal ideals 
in P, where P’ is a neighbour of P. 

There is no difficulty in extending the definition of P’-transform of a 
principal ideal (z) in P to the case when (z) is a principal ideal in the com- 
pletion P of P. We only have to repeat the beginning of this section 1 bearing 
in mind that P, must be regarded in the usual way as a subring of f P,.; and 
that the m, factors of P,, ; have to be defined as the extensions in P,, ; of the 
m-factors of Pip 
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Proposition 4.1. will also be valid when (f) and (g) are principal ideals 
in P because in the proof we only needed that o(fg) = 0(f) + o(g). 
On the other hand prop. 4.2 and 4.3 will be more difficult to extend 
because in their proofs we used: 
“Let P, be a first neighbour of P and y a reference system with origin P, 
such that (y,) is the m-factor of P,. 
Then any element /,¢ k[y] has the property that for some integer p y? f, 
is in P.” 
Of course it is no more true in general when /, is an element in P, i.e. 
a power series in y that y?/, is in P for some p. Anyway in this paper we 
shall not require the generalizations of (4.2) and (4.3) and so we can leave 
it undecided whether they are true. 
We conclude this section with a proposition concerning P’-transforms 
of principal ideals in P and P. 
Proposition 4.4. Let P be a point of 2, P, an a-th neighbour of P and (z) 
a principal ideal in either P or P. Let (z,) be the P,-transform of (z). 
Then 
(i) (z,) admits no m-factors of P, resp. P.. 
(ii) (z,) can be found by considering (z) as an ideal in P, resp. P, and 
omitting all its prime factors which are m-factors of P, resp. P,. 
Proof. Let P = Py, P,,..., P, be the chain between P and P,. By the 
definition of the P,-transform (z,) of (z) we have 


(z) = (U,) (&), (@%) = (Ug) (22), ---, (%a—1) = (Ua) (Za) 
where (U,) is a product of m,_,-factors of P,. 
Obviously each (U,) regarded as an ideal in P, is also a product of m-factors 
of P,. Therefore (ii) will be established if we show that (i) is true. 
To do this we use induction on a. 


When a = | the assertion (i) follows from the definition of P,-transform. 
Let now a>l. 


We consider a reference system u with origin P,_, such that (prop. 1.2) 
(1) (u,), . . -, (up) are the m-factors of P,_, (and P,_,). 


There exists (lemma of section 1) a reference system v with origin P, and an 
integer q so that 


u,=v,E; when o,(u;)=1; u,=v,v, when o,(u,)=2. 


In view of (1) the m-factors of’ P, are v, and those », (if any) such that 
u.=v,v, (lScsb). 

Since (z,) is the P,-transform of (z,.,) we know that (z,) has no factor (v,) 
because (v,) is the m,-,-factor of P,. We still have to show that if u,=— v,v, 
(1 <c¢ <6) then (z,) has no factor (v,). This follows from (z,-,) = (U4) (Z.) 
and the fact (induction assumption) that (z,_,) has no factor (u,). 
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5. Varieties and Configurations _ 


Let P be a point of Z, p a proper prime ideal in P, V the subring of K 
consisting of all A: B with A, Be P, Bép. 

; Then in our terminology V is a “variety on P defined by p”’ or a “variety 
on P” or simply a “variety”. 

First example. A point P of 2 consists of all A:B with A, B¢ P and 
Bé¢mi.e. P is the variety on P defined by m. 

Second example. Let P be any point of 2, then K is the quotient field of 
P ie. K consists of all A: B with A, B¢ P and B+0. Therefore K is a 
variety which can be defined on any point P of 2 by the zero ideal of P. 

We observe that our varieties are local rings and that there exists a 
definition of the dimension of an arbitrary local ring Q which states: 


dim Q = rank of the maximal ideal of Q. 


When we apply this definition to the examples above we see that in the 
first case the maximal ideal nm. = (z,, . . ., z,,) where x is any reference system 
with origin P and so dim P = rank m =n. In the second example the maxi- 
mal ideal of K is (0) and so dim K = 0. 

‘For those readers, familiar with algebraic geometry, it is clear from these 
examples that the notion of “dimension of an arbitrary local ring’’ when 
applied to varieties would be unpractical for geometric purposes. 

On the other hand it is very easy to define for each variety an invariant 
integer which (see prop. 5.1) is in accordance with what in algebraic geometry 
is called the dimension of a variety but which for the reasons, mentioned 
above, will not be called the dimension of V but the geometric dimension 
of V. Our definition rests on the fact that every variety K contains k as a 
subfield. 

Definition. Let V be a variety with maximal ideal J. Then by the geo- 
metric dimension of V (notation: g dim V) we understand the dimension of 
the residue field V/ over k, when k, in the usual way, is regarded as a sub- 
field of V. 

Applying this definition to the examples above we see: In the first case 
=m and so V/B=—k hence g dim V = 0; in the second case PB = (0) hence 
V/% = K and so gdim V = n. 

Proposition 5.1. Let P be a point of 2, x a reference system with origin 
P,p a proper prime ideal of P and V the variety on P defined by p. 

Let Z be a generic point of p i. e. Z is a set of n elements in some field over 
k such that p consists of all A(z) €¢ P with A(Z)=0. Then g dim V equals 
the degree of transcendency of Z over k. 

Proof. The maximal ideal of V is V. p which is the extension of p in V. 
‘We consider the natural homomorphic mapping o of V on to V/V- p. Denoting 
oz, by Z, it is clear that Z is a generic point of p and that V/V- p = k(Z,, . . ., Z,) 
and so gdim V = degree of transcendency of % over k. The proof is com- 
pleted by observing that all generic oR of p have the same degree of 
transcendency over k. 


Im OST 
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Notation. Let P be a point of 2. Then by N(P) we understand the subset 
of 2 consisting of P and all neighbours of P. 

Definition. Let P be @ point of and (f) a principal ideal in P or in P. 
Then by the configuration of (f), notation: I’(f), we mean the set of all points P’ 
in N(P) such that (f) passes through P’ i.e. P’ ¢I'(f) if and only if P’ ¢ N(P) 
and o’(f’)>.0 where (f’) is the P’-transform of (/). Let a be an arbitrary 
ideal in P or in P.‘Then the configuration of a, notation J"(a), is defined as the 
intersection of all I"(f) with f € a. 

Note that N(P) is the configuration of the zero ideal of P or P; however 
usually we shall prefer the notation N (P) to I"(0). 

Proposition 5.2. Let P be a point of 2, P’ a neighbour of P and P = P,, 
P,,..., Pg= P’ the chain between P and P’. 

Let F +0 be an element of P. Then there exists an integer p, such that 
every G ¢ P with o(@) > p, has the property that (F) and (F + G) have the 
same multiplicities in P,(i = 0,1, .. ., a). 

Proof. We have F = U,F,= U,F,=-+:=U,F, where (F,) is the P,- 
transform of (F). Let x be a reference system with origin P such that 0,(2,) = 1. 
Then the prime factors of (z,) are the m-factors of P, when (z,) is regarded 
as an ideal in P,. 

Since each (U,) is a product of m-factors of P; (prop. 4.4.) there must be 
an integer p, such that 2? is divisible by all U, if p = p,. Then we can find 
Po= p, such that for p> p, 

a = U,H,=-:+=U,H, with H,€(z,) and o,(H,) > 0,(F;). 
Let now G@ be any element of P with 0(G) = p. 

Then @ as an element of P, can be written G = 2?G, with G,¢ P, In 

view of (1) we have 

G = U,G,H,= U,G,H,=*-:=U,G,H, hence 
(2) F+G@=U,(F,+ G,H,) =--: = U,(Fa+ G,4H,) - 
Since (F,) is the P,-transform of (F') we know (prop. 4.4.) that (F,) admits no 
m-factors of P,. On the other hand H, ¢ (z,) and so (G@, H,) admits all m-factors 
of P,. It follows that (F,+ G,H,) is free of m-factors and so (F,+ G,H,) is 
the P,-transform (F + @). But o,(G,H,) 20,(H,) > 0,(F,) and so o,(F,+ 
+ G,H,) =0,(F,) which expresses that (Ff) and (F + G) have the same multi- 
plicities at P, P,,..., Pa. 

Proposition 5.3. Let P be a point of 2, p a proper prime ideal in P and V 
the variety on P defined by p. Then J'(p) consists of all points P’¢ N(P) 
with P’¢ V. P 

Proof. Let P’€ N(P), P’s V and f €p. 

Suppose that (/) does not pass through P’. It follows from prop. 5.2. that 
there exists an element g € P such that { and g have the same multiplicities 
at all points of the chain P = P,, P,,..., P,= P’ between P and P’ and that 
we may assume that / and g are relatively prime in-P. Then there exist 
relations 


f= U,f,=--:= Uf. ; g = Uig,=*+* =U 09a 
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where (/;) and (g,) are the P,-transforms of (f) and (g) resp. Since (f) does 
not pass through P’, f, must be a unit in P’ and so g,:/,¢ P’ hence g:f € V. 

This implies that f ¢ p because / and g are relatively prime and V is the 
variety on P defined by p. P 

The contradiction f € p, f ¢ p shows that every point P’« N(P) with P’c V 
is in I'(p). 

Let now ?’¢ I'(p) and suppose that P’ is not contained in V. Then there 
exists A ¢ P’ with A ¢ V. We may write A = C:D with C and D relatively 
prime in P. 

There are relations C = UC’ and D = U,D’ where (C’) and (D’) are the 
P’-transforms of (C) and (D) resp. 

Then A = UC’: U,D’ where (prop. 4.3) C’ and D’ are relatively prime in 
P’. But U and D’ are also relatively prime in P’ because the non-unit prime 
factors of U are m-factors of P’ whereas (D’), being the P’-transform of (D) 
is free of such m-factors. 

Combining this with A ¢ P’ we conclude that D’ is a unit in P’ and so (D) 
does not pass through P’ ie. Dép hence A=C:Dé¢V which conflicts 
with A ¢ V. 

Therefore every P’¢ I'(p) is contained in V. This completes the proof. 

Proposition 5.4. Let P be a point of 2 and a an ideal in P. Let @ be the 
extension of a in the completion P of P. Then (a) = I"(@). 

Proof. From aCa we see J(a) 2 J'(a). Suppose now there is a point 
P’« I'(a) with P’¢ I'(a). Then for some F <a we have P’¢ JF). This F 
can be written 

F=F,a,+--:+F,a, a,€a,F,€P. 
Let p be a positive integer. We set 
F,=f,+ G, {,€ P and 0(G,) > p. 


Defining { by f = f,a4,+---+f,a, we obtain F =f + G with o(G)>p. We 
now choose p in such a manner (prop. 5.2) that f and F have the same multi- 
plicities at P’. It follows, as (F) does not pass through P’, that (f) does not 
pass through P’ either. But this is impossible because f ¢a and P’¢ l(a). 
We conclude that J"(a) = J’(@). 

Proposition 5.5. Let P be a point of 2, f and g elements of P or elements 
of P. Then I"(h) = I'(f) + I'(g) where h = fg.. 

Proof. Let P’ be a point of N(P) and (f’), (g’), (h’) the P’-transforms of 
(f), (g). (h) resp. then (prop. 4.1) (h’) = (f’) (g’) when (f) and (g) are in P. 
But the latter relation also holds when (f) and (g) are in P because in the 
proof of prop. 4.1 we only used that o(h) ='o(f) + o(g). From (h’) = (f’) (g’) 
we see that o(h’) > 0 if and only if at least one of the ideals (/) and (g) passes 
through P’, hence I(h) = I'(f) + I'(g). 

Proposition 5.6. Let P be a point of Z, a an ideal in P or P and 6 the 
radical of a. Then (a) = I'(b). 

Proof. Suppose there exists a point P’« I(a) with P’¢ I’'(b). Then for 
some B ¢ 6 we have P’¢ '(B). But a power of B, say B?, isin a hence P” € J"(B?). 











Configurations in an Alg.sraic Space 329 


By the previous propositions J°(B”) = J"(B) hence P’¢ I’(B). This con- 
flicts with P’¢ I’(B). It follows that every P’ in I"(a) is also in J"(b) hence 
T(a)¢ I'(b). 

On the other hand J"(a) 2 I"(b) because a ¢ b. 

This shows J"(a) = J"(b). 

Proposition 5.7. Pet P be a point of 2 and a, a,,..., a, ideals in P or 
in P with a=a,Na,...a,. Then I(a) =J'(a,) + I'(a,) + +++ + I'(a,). 

Proof. I'(a) 2 I'(a;) because a ¢ a,. It follows that 

I'(a) 2 F'(a,) +++: + I'(a,). 
Suppose now that there exists a point P’¢ I’(a) with P’¢ I’(a,) (i =1,...,71). 
Then there are elements /,;¢ a, with P’¢ I'(f,). In view of prop. 5.5. P’¢ I’(f) 
where f = f, f,... f,. On the other hand P’ ¢ I(f) because f € a and P’€ I(a). 
From this contradiction we conclude that every point P’ in J’(a) is in at least 
one of the J"(a,) hence (a) ¢ ’(a,) + --- + I'(a,). This completes the proof. 


6. Branches 

Definition. Let k be algebraically closed, P a point of 2 and p a d-dimen- 
sional prime ideal in P with d > 0. 

Then the configuration of p will be called a d-dimensional branch on P or 
simply a branch. 

Proposition 6.1. Let k be algebraically closed, P a point of J and a a 
d-dimensional prime ideal in P with d > 0. 

Then J'(a) = 6,+ ;--+ 8, where 8, are d-dimensional branches on P. 

Proof. Let @ be the extension of a in P. Then J"(a) = I'(@) by prop. 5.4. 
We consider a canonical decomposition of 4 @ = q,/\q,...q, and denote 
the radical of q, by p,. 

In view of prop. 5.6 and 5.7 we have 


I'(a) = I'(p,) +--+ + TF ,)- 


It is well-known (LerscHetz th. 9.2, p. 90—91) that dim p,=d and so each 
I(p,) is a d-dimensional branch on P. 


7. Coordinates of a Free Chain 

Definition. Let P= Py, P,, P,,... be an infinite sequence of points 
of X in which every P, is a first neighbour of P;_,(i = 1, 2, ...) and which 
contains only a finite number of P-satellites. Such a sequence will be called a 
free chain on P. 

Notation. Given a free chain P, P,, P,, . . . we shall denote by P,, a certain 
subring of K defined as follows: z ¢ P. if and only ifz ¢€ P, for alli > p where p 
is an integer depending on z. 

Our aim will be to show that a free chain on P is the same thing as a 
1-dimensional branch on P. In the present section we show that free chains 
can be described analytically by sets of power series in one indeterminate. 

Proposition 7.1. Let P be a point of X and z a reference system with 
origin P. Let &,,..., &, be non-units in k[[t]] with ¢ an indeterminate over K 
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and where not all &, are zero. Let R be the subring of K consisting of all 
A(z): B(x) with A(z), B(x) € k[{x], B(é) +0 and A(é): B() € k[[e)). 

Then for any positive integer a there is one and only one a-th neighbour P, 
of P with P,c R. 

Moreover the infinite sequence P, P,, P,,... is a free chain on P with 
P= R. 

Proof. Let l(x) be a linear form in x with coefficients in k, then 1(é) has 
an order as power series in ¢ which is finite when 1(£) + 0. Since not all é, 
are zero the orders of 1(é) have a finite minimum 6 where b > 0 because 
the &,; are non-units. 

It is easy to see that all /(x) for which the order of /(é) is greater than b form 
together with 0 an (n — 1)-dimensional k-module M’. Let now P, be a first 
neighbour of P. Then all I(x) with o,(l) > 1 also form together with 0 an 
(n — 1)-dimensional k-module M (see introduction to section 1). 

We choose » independent linear forms z,, . . ., z, in x such that z,,..., z, 
form a basis of M. Then z is a reference system with origin P, and y defined 
Py 2= Ys Z2= Wi Yo-- + Zn= Yi Yn iS a reference system with origin P,. We 
set C,= 2,(E). 

Then the reader will readily verify that R can be defined in terms of z and ¢ 
in the same way as in terms of z and &. 

We first assume P,C R, then y.= 2,:2,,... Yn=%:% are in R hence, 
by the previous remark, (,+0 and » defined by 4,=0, mg=02:%..-- 
n= Cy: 0, are in k[[t]}]. Suppose for a moment that one of the 7 say 7 is a 
unit in k{[{t}]. Then 6 + 1 and for some non-zero c ¢ k we have that 7 defined 
by m= —c + 7 is a non -unit in k[({¢}}. 

It would follow on the one hand z,: (cz,+ z)« R because z,:(¢z,+ 2») 
=I1:(e+ y,) € P,, on the other hand z,:(cz,+ 2z,)¢R because ¢,:(c¢,+ £5) 


= 1:(c¢ + mp) is of negative order in?. Therefore P,¢ R implies that n,, ..., mH, 
are non-units in k [[t]] with 7+ 0. 
Conversely assume that 7 defined by (,= ,, C.= mmo----. Cnx= Mn i8 


a set of non-units in k[[¢t]] with 7,+ 0. 

An element of P, can be written A (z): B(z) with A, B rel. prime in k[z] and 
0(A) = 0(B) = p. We may write A = 2?*"A,, B =z? B, where (A,) and (B,) 
are the P,-transforms of (A) and (B) resp. and where g20. We know 
(prop. 4.3) that A, and B, are rel. prime in P, and that B, has no factor z,. 
Consequently A: B= 2/A,:B,¢ P, implies that B, is a unit in P,. From 
B(z) = 2? B,(y) we find B(¢) = ¢? B,(m) and so B(f) + 0 for ¢,+ 0 and B,(y) 
is a unit in k[[t}]. From A(z): B(z) = 24 A,(y): B,(y) we obtain A(¢): B(¢) 
= (7 A,(»): B,(n) and so 


A(t): B(S) €k[ft]] hence A:BER. 


So far we have shown: P, C R if and only if 7 defined by ¢,= ,, C= m%)- - - 
Cn= MNn is a set of non-units of k[[t]] with y+ 0. 

The fact that z,,...,z, are independent and that the orders of ¢,,..., Cy 
are greater than the order of ¢, means that the order of ¢, is 6 and that 
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Z,,..-», 2%, form a basis of the module M’ mentioned above. Since 2,,.. ., 2 
have been chosen as a basis of M we have: P, ¢ R if and only if the module M’ | 
defined by § and the module M defined by P, are the same. But P, is uni- 
quely determined by the module M and so we conclude that there is one and 
only one first neighbour P, of P with P,c R. 

Let now B(x) ¢k[x], then B(x) can be written as a polynomial in y, 
B(x) = B,(y) € k(y] and then B(é) = B,(n). From this trivial remark we 
see that R can be defined as the subring of K consisting of all A,(y): B,(y) 
with A,(y), B,(y) €k[y)], By(m) +90, A,(m): By(n)Ck[[t]]. . Consequently 
the argument which led to the existence and uniqueness of a first neighbour 
P, of P with P,C R can be repeated so as to show that there is one and only 
one second neighbour P, of P with P,c R. Continuing in the same way we 
find the unique sequence P, P,, P,, ... with all P;C R. 

We still have to show that this sequence is a free chain and that P,,= R. 
Let P’ be any point P, of the sequence P,, P,,... . 

Then P’ is the origin of a reference system v such that, writing z in terms 
of v as z;= F,(v), there exists a set g of non-units in k[[t]] with ¢,— F,(q). 
This can be shown by induction on a. In fact, when a = 1 we can take v = y 
and » = 7; for arbitrary a we use the fact mentioned above that R can be 
defined in terms of y and 7 in the same way as in terms of z and £, and that 
P,_, is an (a —1)-th neighbour of P,. From z= y,, 22= ¥, Yq--- Zn= YiYn 
we see that o’(m) = 0’ (z,), and from (,= m, C,=%--- Cn= Nn that the 
order of ¢, is the minimum of the orders of [,; hence order ¢, is b. 

It follows that o’(m) = o’(F,) <6 because (,=— F,(q) where @ is a set of 
non-units in k[[t]] and order ¢, is b. 

Consequently o’(m) < 6 and so all o,(m) s 6. By prop. 2.2.(i) our sequence 
P, P,,... will contain only a finite number of P-satellites in other words it 
is a free chain on P. 

We still iave to show that any element Z¢ R is in some P,. We may 
write Z = A(z): B(z) with A(z), B(z) rel. prime in k[z]. Then Z € Pifo(B) = 0. 

Let now o(B)>0. Then o0(A) > 0 because 0(A) = 0 would mean that 
A(C) is a unit in k[{[t]] and so A(f): B(f) ¢ k[[t]] hence Z ¢ R. Writing A (z) 
and B(z) in terms of y we find 

Z = A,(y): By(y) (A,, B,€ P,) 

where B,(y) is found by writing B(z) in terms of y and omitting at least 
one factor y,. So the order of B,(7) is less. than the order of B({). When the 
order of B,(y) is 0 we have 0,(B,) = 0 and so Z¢€ P,. Let now o0,(B,) > 0, 
then 0,(A,) > 0 arid we can repeat the argument. But from “order B,(7) < 
order B(C)’’ we see that after a finite number of steps we arrive at a point P’ 
in the sequence such that Z = A’: B’, with A’, B’¢ P’ and o'(B’) =0 and 
so Z must be an element of P’. 

Let P;(i=0,1,...) be a free chain on P,= P. We recall that 0,(8), 
where S is a non-empty subset of P,,, is defined as minimum o, (F), F ¢ S; thus 
0,(8) = co means: S consists of 0 only. We now denote by o,.(S) the least 
upper bound of the infinite non-decreasing sequence 0,(S), 0,,,(S),... . 
Math. Ann. 135 22 
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From prop. 2.2.(i) we know that for a certain index b we have o,(m) 
= 04,(mM) =. . .; it follows that o,,(m) = o,(m) and so o,,(m) is finite. 
Also (prop. 2.5) Py.;,Psi2, . . . are P,-free hence 


1 = 0p (m,) = 04, (™my) = ++ and so 0,,(m,)=1. 


From A, B¢ P; and o,(A B) = 0,(A) + 0,(B) we see that when C, De P.,, 
then 0,,(C D) = 0,,(C) + 0,.(D). 

We observe that when the sequence P; would not be a free chain then 
0..(A) = ce or 0,,(A) = 0 for all A € P,.. 

Proposition 7.2. Let P be a point of 2, P,(i=0,1,...) a free chain 
on P,= P and A an element of P,. 

Then P., contains an element u with o,,(u) = 1, and there exists an index 
b = a, such that for all i > b we have A = u p; A; where (A,) is the P;-transform 
of (A) and where p,(i=6+1,6+2,...) is an infinite non-decreasing 
sequence whose least upper bound is 0,,(A). 

Proof. Let P, be a point in the chain P; such that P,,,;(j = 1,2,...) are 
P-free and such that 6 2 a. - 

We choose a reference system u,u,,...,%, With origin P, such that 
Op4,(u) = 1. It follows that o,,;(m,) = 0,,,;(u) because m,= (u, ug, ..., U,). 
Since P,,, are P,-free (prop. 2.5) we have 1 = o,,,;(m,). Therefore 1 = 0,,,(u) 
and so 0,,(u) = 1. But (uw) regarded as an ideal in P,(i > 6) is the only m-factor, 
hence the only m,-factor of P; and ‘so (prop. 4.4) A = up,;A, where (A,) is 
the P,-transform of (A). 

Evidently p).,S Po1eS°*-* and we have p;= p,,, if and only if A, is a 
unit in P, but then p;= pj4,;= Pisg =*** hence 0,.(A) = p,0.(u) + 0. (A;) 
=p,+0=p,. Thus the sequence p,,,, P)+2,... is non-decreasing and has 
either a finite least upper bound which equals 0,,.(A), or the sequence is 
increasing and then, because of 0,,(A) = p,, its least upper bound is also 
Ox (A) = oo. 

Proposition 7.3. Let P be a point of 2, P;(i=0,1...) a free chain on 
P,= P and A, B relatively prime elements of P. Then A: B ¢ P., if and only 
if o,. (B) is finite and 0,,(A) = o,.(B). 

Proof. Let 6 and u have the same meaning as in prop. 7.2. Assume first 
A: Be P.,, then for some c > b we have A: B€ P, and (prop. 7.2) 


A=wA, B=u‘'B, 


where (A,) and (B,) are the P,-transforms of (A) and (B) resp. and therefore 
(prop. 4.3) relatively prime in P,. 

Since B, admits no factor u, we may conclude from A:Be¢ P, that B, 
is a unit in P, and that p = q. 

Therefore o,.(B) = q = finite and 0,,(A) = p= 0,,(B). 

Assume now 0,,(B) is finite and o,,(A) = o,,(B). 

Then for suffieiently large c we have B = u* B, with B, a unit in P, and 
q = 0.,.(B) and at the same time, in view of prop. 7.2, A = uw? A, with p = q. 
Consequently A:Be¢ P, hence A: Bé P,,. 
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Proposition 7.4. Let P be a point of Z and P,(i = 0,1, ...) a free chain 
on P,= P. Let A, B¢ P, and o,,(A) = 0,,(B) = p + co. Then for some A ¢ k 
we have 0,.(A — AB) > p. 

Proof. For sufficiently large i the P;-transforms of (A) and (B) are P,. 
Consequently (prop. 7.2) there exists a point P, in the chain with A = uw” A, 
B= vu’ B., where A, and B, are units in P,. Let c,, c,¢ k be such that 4,—c, 
and B,—c, are non-units in P,. Then 0,,.(c,A —c,B) > p hence, if we set 
(:Cg= A 0..(A —AB) > p. 

Proposition 7.5. Let P be a point of 2, P,(i=0,1,...) a free chain 
on P,= P and ¢ an indeterminate over K. 

Then there exist non-units &,¢ k [[t]] such that for any element A(x) ¢ P 
we have o.,(A) = order of A(&). 

Proof. We use the element u¢ P, with o,.(u) =1 of prop.7.2. Let ¢, 
be an infinite sequence in k. Then Z,==c,u + ¢,u®+ --- is a non-unit of P,. 
From 0,.(u”) = p we find by applying prop. 7.4. that c, can be determined 
successively in such a manner that 0, (x, — %,) = co. We set &, = c,t + c,t? + --> 

In a similar way we find %,,..., %,, &,..., &, with 

On (z,— Z.) giant _ Oc (Z_— Z,,) = 
Let now A(z) ¢ P, then A = A(z) and A = A(Z) are in P,. Furthermore 
A~—A is a linear combination of the x,— %, with coefficients in P,. Conse- 
quently, as 0,,(x,— %,) = 00, we have o,,.(A) = 0,, (A). But o,,(A) = order of 
A(&) and so o,,(A) = order of A(&). 

Definition. Let P be a point of 2, P;(i = 0,1, . . .) a free chain on P,= P, 
x a reference system with origin P, t an indeterminate over K and é,,..., &, 
non-units in k[{t]]. Let R be the subring of K consisting of all A(x): B(x) 
pe A(z), B(z) €k{2], Bi) +0, A(@):B(E) € kU). 

Then & will be called a set of x-coordinates of the chain P, if P..= R. 

Proposition 7.6. Let P be a point of 2, x a reference wane with origin P, 
t an indeterminate over K. Then any set of non-units £,,..., &,¢ k[[t]], 
where not all £; are zero, uniquely determines a free chain on P which has & 
as a set of z-coordinates. Moreover every free chain P,; on P has at least 
one set of xz-coordinates § with the additional property that for any Z¢ P.. 
we have o,,(Z) = order of Z(&). 

Proof. The first part of 7.6. is the same as prop. 7.1. Let now P,(i = 0,1. . .) 
be a free chain on Py= P and let § have the same meaning as in prop. 7.5. 

These &; define a subring R of K consisting of all 

A(z): B(x) with A(x), B(x) € k[x], B(é) + 0 and A(&): B(&) € EUIe)). 
By prop. 7.3 R= P., and so & is, by definition, a set of x-coordinates of the 
chain P;. On account of prop. 7.5 § has the additional property. 


8. One-dimensional Prime Ideals in P 


Definition. Let P be a point of 2, x a reference system with origin P, 
$ a 1-dimensional prime ideal in P and ¢ an indeterminate over K. We say 
22* 
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that non-units §,,...,&,€ k[[¢]] form a set of x-coordinates of % when at 
least one of the &; + 0 and when F(x) ¢D implies F (é) = 0: 

Proposition 8.1. Let P be a point of 2, z a reference system with origin P 
and ¢ an indeterminate over K. Then ,,...,&, being non-units in k[[t]], which 
are not all of them zero, there is one and only one 1-dimensional prime ideal D 
in P such that é is a set of x-coordinates of B; this B consists of all F(x) « P 
with F(&) = 0. Conversely, when k is algebraically closed, every 1-dimensional 
prime ideal B in P has at least one set of x-coordinates & ¢ k{{t}}. 

Proof. The first part follows from prop. 3.3 which states that the set of 
F(x) € P with F (é) = 0 is a 1-dimensional prime ideal ’ in P. When & is any 
one-dimensional prime ideal in P with x-coordinates &, then all G(x) «D 
have the property G(é) = 0 and so$ CP’. But then PB =’ because dimP 
= dim PB’ = 1. 

The second part follows from the subsequent lemma. In fact, the property 
shown in the lemma for one particular reference system x with origin P holds 
for any such reference system on account of N.P. prop. 1. 

Lemma. Let k be algebraically closed ; let P, be a point of Y and a 1-dimen- 
sional prime ideal in P,. Then there exists a reference system x with origin P, 
such that B has a set of x-coordinates. 

Proof of the case n= 2. Y is a principal ideal (@) because n= 2. Let 
o(@) =d. We use induction on d. 

We can choose a reference system z,, x, with origin P, in such a manner 
that the leading form g of G contains a term x4. Since k is algebraically closed, 
g admits at least one linear factor z,+ ¢,2, with c,¢ k. Defining a reference 


system y by A=" Lot Cy X= YyYo 


we see that the origin P, of y is a first neighbour of P,. Setting G = G,= ¥/G, 
where (G,) is the P,-transform of (@), we have 0,(@,) <.0,(@,)=d. When 
o,(G,) = d the leading form g, of G, contains the term ¥3 and so g, is divisible 
by some y,+ ¢,y, with c,¢ k. We define a reference system z with origin P, by 


n= % Yot Co¥=%2-- 
Then G,= 24G, and 0,(@,) <d where (@,) is the P,-transform of (@). Note, 
that x,= y,= 2, implies that P,, P, are P-free. When o,(@,) = d-we can find 
in a similar way a first nsighbour|P, of P, which is also P-free. We assume 
first that the procedure can be continued indefinitely. Then we find a free 
chain P;(t = 0,1 . . .) on P, such that d = o,(@,) where (G,) is the P,-transform 
of (G,). This chain has at least one set of x-coordinates £,, & (prop. 7.6). 
From G = x4G,,G,=y{G,, ...and 1 = 0,,(2,)=0..(y,) = + + - we see 0,, (@) = 00 
and so (prop. 7.6) the order of @(&) is co ie. G(£)=0. This establishes the 
“Jemma for n=2” when d=o,(G,) (t = 0.1. . .) so in particular the case d = 1 
which we need for our inductive proof. We still have to consider the case 
when there exists a finite chain Py, P,,..., P,(a = 1) with 
d = 09(Gy) = 0,(G,) = + + + = 04-4 (Gy-,) 1 S 0,(G,)<d 

where P, is the origin of a reference system v,, v, with x,= v, and where (@;,) 
is the P,-transform of (G5). 
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Then (v,) is the only m-factor of P, and so we may write G = v4G,. From 
0,(@,) < d and the induction assumption we conclude that there exist 9,, 
92¢ k[[t]], not both of them zero, such that G,(~) = 0. Let z,= /(v), then 
G(é) = 0 where &,= gy, and §,=—f(@). We still have to make sure that not 
&,= &,= 0. In fact g, + 0 because y, = 0 would imply ¢, + 0 and so because 
of G,(y) = 0 it would follow that G,(v) admits a factor v,; this is impossible 
(prop. 4.4) because (G,) is the P,-transform of (@) and (v,) is the m-factor 
of P,. Therefore §,= 9,+ 0. 

Proof of the case n > 2. Induction on n. Let z be a reference system with 
origin P such that Dis regular in x. We apply prop. 3.1 and find that $,,_, 
=D k[[a,, ..., %,~,]], which is regular in z,,..., x,—, is of dimension one. 
Let s be an indeterminate over K. Then by what we have said in the proof 
of the second part of 8.1 and by the induction assumption there exist non- 
units ,---, %n-1¢ k[[s]] with at least one »,+0 such that F(x) ¢D,-, 
implies F(y) = 0. 

By the argument we used in the proof of the first part of 8.1 we find that 
G(x) €k[[x,,..., Xp-1)), G(y) = 0 implies G(x) €D,_,. But PD is regular in x 
and so z,¢f,,, hence 7,+ 0. We now substitute z,,.-., 2,-;> 5 -- +» Mn—1 
in all elements of B. In view of prop. 3.4 we obtain a set in k[[s, z,,]] con- 
tained in a 1-dimensional prime ideal (H) +(s). Since the case n = 2 has 
been proved already we know that there exist non-units a, &,,¢ k[[{t]] with 
H (a, &,) = 0 where not ¢ = &,= 0. From (H) + (s) we seea + 0. Let &;= n,(c) 
where »,(t) = ,;. Then &,,..., &, are non-units in k[[t]] and &,+ 0 because 
™ + 0 and o +0. Obviously the set § also has the property F(£) = 0 for all 


F(x) €G. 
9. One-dimensional Branches 

In the present section we show that free chains and 1-dimensional branches 
are different names for the same thing provided k is algebraically closed. We 
need the next lemma which amounts to saying that any 1-dimensional branch 
is a free chain. The following notation will only be used in the lemma and its 
proof. 

Notation. Let P, be a point of Z and a an integer => 0. Then by N,(P,) 
we mean the subsct of Z consisting of all b-th neighbours of P,(b = 0,1, . . ., a) 
where P, is regarded as the 0-th neighbour of Po. 

Lemma. Let k be algebraically closed. Let P, be a point of 2, DB a 1-dimen- 
sional prime ideal in P, and P,(i = 0,1, . . .) a free chain on P, such that the 
chain P; and .the ideal B have a common set of ¢-coordinates where z is a 
reference system with origin P,. Then for any a 2 0 the intersection of /'(D) 
and N,(P,) consists of the set Py, P,,..., Pa. 

Proof. Induction on a. The lemma is trivial when a = 0. Let now a > 0. 
There exist reference systems x and y with origins P, and P, resp. such that 
B=» %q= WY -- +> a= nYn- 

From the hypothesis follows that J and the chain P; have a common set 
of z-coordinates §. We define 7 by 


&=m, §=%.--» &= Mn: 
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Then (the same situation occurs in the proof of 7.1) P;(i = 1, 2, .. .) is a free 
chain on P, with y-coordinates 7. Let J, be the 1-dimensional prime ideal 
in P, with y-coordinates y. By the induction assumption we have 

(i) P,,..., P, ist the intersection of ['(Y,) and N,_,(P,) 

(ii) Po,..., Pq, is the intersection of (BS) and N,_,(P,). 

In view of (ii) we only have to show that P,¢ J’(Q) and that P, is the only 
first neighbour of P,_, contained in I'(®). 

Now any element F of B can be written F(x) = z*F,(y) where (F,) is the 
P,-transform of (F). Then F(&) = & F,(n) and so F,(y) =0 hence F,¢G,. 
We conclude that P,¢ I(F) and ifa > 1 by (i) that P,¢ I'(F,) hence P,¢ I'(F). 
Since F is an arbitrary element of D this shows that P,¢ (DB). 

Let now P’ be a first neighbour of P,_, with P’« ($B). It suffices to 
show that P’= P,. We first have to consider the case a=1. Let (G,) 
(¢ = 2,...,m) be the 1-dimensional prime ideal in k[[y,, y,]] with y,, y; coordi- 
nates 7,, 4;. Then G,;¢P,. By the prep. th. of WETERSTRASS we may assume 
that G@; is a polynomial in y; of the form y? + g,y?~'+ --- +g, withg,,...,9, 
non-units in k[[y,]]. Multiplying G; by y? we obtain an element F;(x) ¢ P, 
whose leading form is z?. 

From G,(y) €D, we derive G;(y) = 0, F,(é) = 0 hence F(z) €D. Since PB 
contains these elements F,,...,F, whose leading forms are powers of 
Z,..., 2, resp. one easily verifies that P, is the only first neighbour of P, 
contained in ["($). 

This shows that P’= P, in the case a = 1. 

Let now a > 1. Suppose a moment that P’+ P,. Then by (i) there exists 
at least one G ¢D, with P’ ¢ I'(@). 

We set G’ = G — H,G,—---—H,,G, with H,¢ P,. 

These H,,..., H, can be chosen in such a way that first, 0,(@’— @) is 
high enough (prop. 5.2) in order that G’ and G have the same multiplicities 
at P,, P,,..., Pg-y, P’, secondly G’ is a polynomial in y,, . . ., y,. The latter 
condition implies that for a certain c we have F = 24 G'¢ P,. 

From G’¢, follows G’(n)=0 hence F(&)=0 and so F¢€P. Then 
P’e I'(%) implies P’¢ (fF) and so, (@’) being the P,-transform of (F), 
P’¢ I(G’). But since G and @’ have the same multiplicity at P’ it would 
follow that P’¢ I'(@) which conflicts with P’¢ I'(@). Consequently the 
supposition P’ + P, must be false. 

Proposition 9.1. Let k be algebraically closed. Then every 1-dimensional 
branch on a point P, of 2 is a free chain on P, and conversely. Moreover 
let B be a 1-dimensional prime ideal in P, and x a reference system with 
origin P,; then every set of x-coordinates of B is also a set of x-coordinates 
of I’(%) regarded as a free chain on P, and conversely. 

Proof. Everything follows from the previous lemma and the following two 
facts: 

(a) When P;(¢ = 0,1,...) is a free chain on P, then (prop. 7.6) P; has 
at least one set of x-coordinates § say and there exists a 1-dimensional prime 
ideal B in P, with x-coordinates & (prop. 8.1). 
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(b) When is a 1-dimensional prime ideal in P, then (prop. 8.1) DB has at 
least one set of x-coordinates — say and there exists a free chain on P, with 
x-coordinates & (prop. 7.6). 


10. Ideals Passing Through A Given Configuration 


Proposition 10.1. Let k be algebraically closed. Let P be a point of 2, 
SS a prime ideal in P and F an element of P. Then F ¢ if (F’) passes through 
all points of J'(B). 
Proof. Let first dimJ = 1. Choosing a reference system x with origin P 
and a set & of x-coordinates of J we know (prop. 9.1) that J"(%) is a free chain 
P,(i = 0,1, ...) on Py= P with z-coordinates §. We may write 


F=U,fF, F,= U,F, F,= U,F;:::: 


where (F,) is the P,-transform of (F). Then 0,;(F,) > 0 and 0,(U,) > 0 because 
(F) passes through all P,;. It follows that o,.(F)=co hence F(é)=0 and 
so F ¢. 

Assume now dim J > 1 and let B, be any 1-dimensional prime ideal in P 
with BcP,. Then J'(B) > I(B,) and so (F) passes through all points of 
I'(%,). By what we have shown already F ¢%,. Since this is true for all 
1-dimensional B, with B c P, we have (prop. 3.5) F «P. 

Proposition 10.2. Let k be algebraically closed. Let P be a point of 2, a 
an ideal in P or P, F an element of P resp. P such that (F) passes through 
all points of J’(a). Then a power of F must be in a. 

Proof. When a is an ideal in P, we know that J'(a) = J'(@) where a is 
the extension of a in P (prop. 5.4). When F ¢ P and F°¢a@ then Pnad=a 
(Nortxcort p. 95 prop. 6) and so F’¢ a. 

Consequently we may restrict ourselves to the case when (F) ¢ P and a 
is an ideal in P. Let 

a=O,4 +++ NQ, 


be a decomposition of a into primary ideals Q,,. 
Then (prop. 5.6 and 5.7) 


(a) = F'(B,) +--+ + FM,) 


where J, is the radical of Q,. 

Since (F) passes through all points of /\($,) we have (prop. 10.1.) F €D,. 
Therefore F? € Q, for some positive integer p and so F?<€ a. 

Proposition 10.3. Let k be algebraically closed. Let P be a point of 2, 
p a proper prime ideal in P and V the variety on P defined by p. Let F be 
an element of P which passes through all those points of N(P) which are 
subrings of V. Them F €p. 

Proof. On account of prop. 5.3 F passes through all points of I'(p). It 
follows (prop. 10.2) that F*<¢ p and so F € p since p is prime. 
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11. Proximate Points 


Definition. Let P be a point of 2. Then a neighbour P’ of P will be called a 
P-proximate point when P’ is a subring of the valuation ring at P. 

Proposition 11.1. Let P be a point of 2, P, any first neighbour of P 
and (y,) the m-factor of P,. Then the valuation ring at P is the variety V 
on P, defined by the prime ideal (y,) in P,. 

Proof. We may assume that P and P, are the origins of reference systems 
x and y resp. with 

4= T= Yio -- +> r= YiYn- 
Any element Z of K can be written 
Z=A:B with A,B¢k[z]. 
Expressing A and B in terms of y we have 
A=yfA, B=yYB, p=o0(A) q=o(B). 


Since A, and B, admit no factor y, it follows that p = q i.e. Z in the valuation 
ring at P, if and only if Z = C: D with C, D € k[y] and D ¢ (y,). q.e.d. 

Proposition 11.2., Let P be a point of 2, P, an a-th neigbour of P(a=1) 
and P, the first neighbour of P in the chain between P and P,. Then P, 
is a P-proximate point, if and only if P, is a point of I"(y,) where (y,) is the 
m-factor of P,. 

Proof. By prop. 11.1 P, is a P-proximate point if and only if P,c V 
where V is the variety on P, defined by (y,). But P, c V if and only if 
P,¢ I'(y,) (see prop. 5.3). 

Proposition 11.3. Let P be a point of 2. Then all first neighbours of P 
are P-proximate points. 

- Proof. Take a = 1 in prop. 11.2. 

Proposition 11.4. Let P, be a point of X and P;(i = 0,1, .. .) a free chain 
on Py. Then given any integer a = 0 there exists an integer 6 > 1 such that 
Pasi ---+, Pasy are the only P,-proximate points in the chain P,. 

Moreover: 0,, (1q) = 0. (1, 4,) + *** + O0(IMg45)- 

Proof. P, and P,,, are the origins of reference system x and y resp. with 


4=—" Te YiYo:+-+> T= YiYn- 


Then 0. (™M,) = 0. (x, ++ +9 Ep) =O (x) = 0x (y%)- 

Setting y,= Y,4, we have Y,.;=U 4441 Yo+i4; (¢=1,2,...) where 
(Ya+c+,) is the P, ,,4,-transform of (Y,,,). 

From 0,4;(Y,+1) = 1 we see that 0,,,(¥,,,) <1. 

Suppose for a moment that all o,,,(Y,.,;) =1, then all 0,.(U,.,;4,;) > 0 
and so 0. (Y,_4;) =o hence o,,(m,) = co and so 0,,(im,) = co, which is impos- 
sible because P; is a free chain on P,. It follows that there exists an integer 
b=1 with 


1 = 0a+4(Ya+i) (¢ =l,.. -, 5) 0a+0+5(Ya+0+s) =0 j= 1,2,...) 
This means that P,,,,..., P,4, are the only points of the chain P; contained 
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in I(y,). By prop. 11.2 they are the P,-proximate points in the chain P,. 
From 

i Ua+2U +s" ** Uasner Yososs 
and Oa+0+1(Ya+o+1) =9 hence 0.(¥g45+1)=0 we find 


92 (Y1) = 0 (Ua+2) + *** + Oco(Ua++1) - 
Since 0,,;(Ya.,;) =1 (¢=1,..., 5) we see that each(U,,,,,) is the m,,,- 
factor of P, 4,4; (¢=1,..., 6) and so 0,,(U 44,41) = 0—(m,,,) (§=1,..., 5). 
Therefore 
co (Mg) = Oo (Y1) = Oo (My +3) + °° * + Oo (Mg +5) - 

When o,.(m,) is called the multiplicity of P, on the free chain P,, then 
prop. 11.4 can be stated as follows: 

“The multiplicity of any point P’ on a free chain is equal to the sum of 
the multiplicities of the P’-proximate points on this chain.” In this form 
prop. 11.4 is well-known when n= 2 and &k is algebraically closed and of 
characteristic 0. (See VAN DER WaERDEN, Einfiihrung in die algebraische 
Geometrie, Springer, 1939, 8. 242, Satz 3). 


(Eingegangen am 28. Oktober 1957) 








ZrumeEr, H.-G. 
Math. Annalen, Bd. 135, 8. 340—351 (1958) 


Uber Quadrate der affinen Rechtwinkelgeometrie 


Von 
Hans-Geore Zimmer in Gottingen 


§ 1. Definitionen 


Gegeben sei eine affine Ebene, in der der (affine) kleine Satz von Dr- 
SARGUES und das Fano-Axiom iiber die Existenz des Diagonalschnittpunktes 
von Parallelogrammen gelten. Fiir die Geraden dieser Ebene sei eine Ortho- 
gonalitatsrelation g | h erklart, die folgenden Axiomen geniigt: 

0 1. Istg | h, dann ist auch h | g. 

0 2. Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es genau eine Gerade h 
durch P mit h | g. 

Hieraus folgt: Ist g | h und g | k, so ist A||k. Andernfalls hatten h 
und & einen Schnittpunkt, von dem aus es verschiedene Lote auf g gibe. 
Wegen der Eindeutigkeit des Lotes folgt hieraus: Ist g | h und h||k, so 
ist g | k. 

Ist g | g, so nennen wir die Gerade g isotrop. 

Wir legen nun der Orthogonalitatsrelation eine weitere Bedingung auf, 
indem wir fordern, daB ein Quadrat existiert. Das heiBt, wir fordern die Existenz 

eines nicht ausgearteten Parallelogramms 0 PQR, 

R* g R dessen Seiten OP und OQ zueinander orthogonal 

sind und dessen Diagonalen OR und PQ aufein- 
ander senkrecht stehen (Fig. 1). 

Hierin ist die Forderung enthalten, daB es nicht 














pra p" P isotrope Geraden gibt, nimlich die Geraden OP 
Vy | und OQ. Wegen des Fano-Axioms sind die Dia- 
gonalen OR und PQ nicht parallel, und es gibt 

pe ri 1 mindestens vier nicht isotrope Geraden. 


Auf diese Weise bestimmt ein Quadrat durch 
seine Seiten und Diagonalen ein Parallelen-Vier- 
gewebe, das‘ich kurz als Quadratgewebe bezeichne. Das Fano-Axiom und 
der kleine Satz von Drsarcues erméglichen es, in diesem Viergewebe aus 
einem Quadrat weitere zu gewinnen: 

Durch O die Parallele zu PQ schneidet PR in R’, die Parallele zu OR 
durch P schneidet OQ in Q’ (Fig. 1). Die Geraden OR und PQ schneiden 
sich in M, OR’ und PQ’ in M’. Dann folgt aus dem kleinen Satz von Der- 
SARGUES fiir die Dreiecke MRQ und M’ PO, daB MM’ || OQ | OP ist. Also 
ist OM M’P ein Quadrat. Weiter folgt OP || Q’R’, und OPQ’ R’ ist ein 
Quadrat. 


Fig. 1 
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Setzt man durch eine entsprechende Konstruktion an die Seite OQ das 
Quadrat OP” QR” an und an die Seite OQ’ das Quadrat O P* Q’ R*, so ist 
wegen des kleinen Satzes von Desarcues fiir die Dreiecke PQR und Q’ P’”O 
die Gerade PQ’ || PQ, mithin P’ = P*. Die Geraden RR* und RR” 
schneiden sich in O und stehen aufeinander senkrecht. Also ist RR’ R’’ R* 
ein Quadrat. Weiter ist PQQ’ P” ein Quadrat, denn nach 
Konstruktion ist PQ | PQ’ und PP” | QQ’. 

Fiir die Quadrate der Ebene fordern wir die Giiltig- 
keit des folgenden SchlieBungssatzes, der offenbar eine 
Spezialisierung des Héhenschnittpunktsatzes der eukli- 
dischen Geometrie ist. 

Satz H. Hs sei OPQR ein Quadrat. Von Q’ auf OQ das 
Lot auf die Diagonale PQ schneidet OP in P’. Dann it ” 
PQ. P’Q (Fig. 2). P 

Dieser Satz ist das entscheidende Hilfsmittel fiir den 
Aufbau der Geometrie der Quadrate einer affinen Ebene. 
Wegen der Giiltigkeit der affinen Inzidenz- und Orthogonalititsaxiome ist 
er mit seinen Umkehrungen Aquivalent, und es folgt aus je zweien der Re- 
lationen PQ’) P’Q, P’'Q'1 PQ, PP’ QQ die dritte. 








Fig. 2 


§ 2. Konfigurationen der Quadratgeometrie 

Satz 1. Zs sei OPQR ein Quadrat mit PQ als Diagonale, Q’ liege auf OQ, 
P’ auf OP, und es sei P’Q’ | PQ (Fig. 2). Dann ist auch P’ Q’ Diagonale eines 
Quadrates mit den Ecken O, P’, Q’. 

Beweis. Durch das in § 1 beschriebene Aneinandersetzen der vier Quadrate 
OPQR, OQTS,OTVU und OPV W erhalten wir das Quadrat RS WU der 
Fig. 3. Von Q aus fallen wir das Lot auf PQ’. Wegen Satz H schneidet es 
OP in P’. Von T das Lot auf P’ Q schneidet O Q in 7’, von V das Lot auf 7' 7” 
schneidet O7' in V’. Wegen der Orthogonalitatsaxiome ist dann PQ’| VV’. 
Aus dem Satz H fiir das Dreieck PQQ’ folgt Q’ P’1 PQ. Analog ergibt sich 
PT’. 7, 7T'V'L TV, V' QL VP. Also ist auch P’ Q’7" V’ ein Quadrat, 
dessen Seiten und Diagonalen samtlich par- 
allel sind zu den entsprechenden Stiicken des © g 
Quadrates PQV T. 

Hieraus folgt die Behauptung durch die 
in § 1 angegebenen Prozesse des Unterteilens 
und Aneinandersetzens. 

Wegen des kleirien Satzes von DesaRGuES W 
folgt hieraus der 

Satz 2. Hin Quadratgewebe ist ein Diagonal- 
gewebe. , 

Ist also OP QR ein Quadrat, so existiert . 
tiber jedem Punktepaar O’ P’ auf einer zu 
O P parallelen Geraden ein Quadrat mit paar- y V W 
weise parallelen Stiicken. 























g' 
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Eine offenbare Folge von Satz H und Satz 2 ist 

Satz H’. Gehdren zwei Seiten eines Dreiecks einem Quadratgewebe an, dann 
gilt dafiir der Héhenschnittpunktsatz. 

Satz 3. Ist OPQR ein Quadrat, so gibt es genau zwei Quadrate iiber OP. 

Beweis. Satz 1 oder die in §1 angegebene Konstruktion zeigt, daB es 
iiber O P mindestens zwei Quadrate gibt. Sei OPQ’ R’ ein von OPQR ver- 
schiedenes Quadrat iiber OP (vgl. Fig. 4). Dann schneidet PQ die Gerade 
QR’ in Q’’+ Q, und durch Q” die Parallele zu OQ schneidet OP in O’ und 


R 


5 




















k ' 
Fig. 4 


Q" 


QR in S. Wegen Satz2 ist OR|| Q’ S|| R’O’1 QQ”. 
Der Schnittpunkt von Q’ 8S mit O P sei 7. Aus dem 
kleinen Satz von Desareves fiir die Dreiecke 
QQ'T und RR’O’ folgt QT || RO’; aus dem Satz H 
fiir das Dreieck QQ’ 7’ mit dem Héhenschnittpunkt 
P folgt Q’P 1 QT. Also ist OR'||O’R und wegen 
Satz2 auch PQ’ || PS, folglich 7’ = P und PQ’||OR. 
Satz 4. Uber jedem Punktepaar einer nicht iso- 
tropen Geraden existieren genau zwei Quadrate. 
Beweis. Wegen der Sitze 2 und 3 geniigt es, die 
Existenz eines Quadrates zu zeigen, dessen eine Seite 
zur vorgegebenen Geraden parallel ist. Sei also 


OPQR ein Quadrat, g eine nicht isotrope Gerade, die nicht dem durch O P 
bestimmten Quadratgewebe angehdrt (Fig. 5). 

Durch R die Parallele zu g schneidet O P in P’, durch P’ das Lot auf OR 
schneidet PR in P”’. Aus Satz H fiir das Dreieck OP’ R folgt OP’ | RP’. 


Durch O die Parallele zu g 





a 


‘>. 


~~ APA 


schneidet QR in Q”, durch Q” 
/ das Lot auf OR schneidet OQ 
in Q’. Aus Satz H fiir das Drei- 
eck OQ" R folgt RQ’) OQ". 
/ Wegen der Vektorgleichheiten 


/ 0Q"= PR und OQ =P’R 


/ besteht die Vektorgleichheit 











P a - 0'0 an 'Q"= P’ Pp”, wobei 0’ 
a der Schnittpunkt der Parallelen 


2 zu RP’ durch Q’ und zu RQ’ 


~ ! 
Rok J 
a 


durch P’ ist. Die Gerade OO’ 





—_~ ; 
fond. 


Fig. 5 


I 7 
‘ae 


schneidet PR in U. Durch O’ 
das Lot auf PR mit dem FuB- 
punkt S schneidet OR in T. 
Dann folgt aus Satz H fiir das 





Dreieck RTU: RO’ | TU, denn OO’ steht senkrecht auf OR. Wegen der an- 
gegebenen Vektorgleichheiten und Satz 2 ist TQ” || RS und Q” S || OO’. Also 
folgt US = OQ’ = P” R und damit T U || Q” P’ || P’ Q’. Hiermit ist RO’ | Q’ P’ 
bewiesen, und O’ P’ Q’ R ist ein Quadrat. 





Bez a 


3 yy 














Anmerkung. Ist die Gerade g isotrop, dann bleibt der Beweis richtig, 
weil dabei von der Existenz von LotfuBpunkten auf g kein Gebrauch gemacht 
wird. Aber das Parallelogramm O’ P’Q’R ist zu einer Geraden ausgeartet 
und daher kein Quadrat nach der eingangs gegebenen Definition. Jede nicht 
isotrope Gerade gehért genau einem Quadratgewebe an. 

Hilfssatz 1. Ist OPQR ein Quadrat und sind g und h zwei orthogonale, nicht 
isotrope Geraden durch O, schneidet g die Gerade PR in P’ und h die Gerade QR 
in Q”, dann sind O, P” und Q” Ecken eines Quadrates (Fig. 6). 

Der Beweis hierfiir ist in dem Beweis von Satz 4 enthalten, man beachte 
Fig. 5, wo die Bezeichnungen dieselben sind wie in Fig. 6. 

















@" g R p' 
e* Fa) ie wea, | l 
h \ pie" p 
Z | ta 4 p" 
0 ? 0 
Fig. 6 Fig. 7 


Fallt man von P das Lot auf g und von Q das Lot auf h, so bekommt man, 
weil g und h nicht isotrop sind, FuBpunkte P* und Q*. Dafiir besagt 

Hilfssatz 2. Die Punkte O, P* und Q* sind Ecken eines Quadrates. 

Beweis. Da die Aussage fiir g =O P offenbar richtig ist, wollen wir g + OP 
voraussetzen. Uber O P* existieren genau zwei Quadrate. Ihre von 0 ver- 
schiedenen Ecken auf hf seien Q, und Q,. Errichtet man in ihnen die Lote, 
so schneiden sie OQ in zwei verschiedenen Punkten Q, und Q,, die wegen 
Hilfssatz 1 Ecken von Quadraten iiber O P sein miissen. Da iiber O P genau 
zwei Quadrate existieren und die Lote eindeutig sind, kénnen wir ohne Ein- 
schrinkung Q = Q, und damit Q,= Q* annehmen. 

Beide Hilfssatze lassen sich zusammenfassen zu dem 

Satz 5. Es seien O, P und Q Ecken eines Quadrates, g und h zwei zueinander 
senkrechte Geraden durch O und | und m zwei orthogonale Geraden durch P 
bzw. Q. Die Gerade | schneide g in P’, m schneide h in Q’. Dann sind O, P’ 
und Q Ecken eines Quadrates (Fig. 7). — Alle in der Formulierung des Satzes 
vorkommenden Geraden werden als nicht isotrop angenommen. 

Beweis. Wir fallen von O die Lote auf 1 und m und erhalten P” und Q” 
als deren FuBpunkte. Nach Hilfssatz 2 sind 0, P’” und Q” Ecken eines Qua- 
drates, woraus wegen Hilfssatz 1 die Behauptung folgt. 

Verschiebt man nach der Vorschrift des kleinen Satzes von Sedeen 
das Dreieck OP P’ der Fig.7 lings P’Q’, bis P’ mit Q’ zusammenfillt, so 


folgt aus Satz 5, daB auch die Vektoren QQ und P’ P ein Quadrat aufspannen. 

Unter Bezugnahme auf ein festes Quadrat 148t sich zwischen den auf- 
spannenden Kantenvektoren der Quadrate leicht eine Zuordnung erkliren, 
die einer Drehung um einen rechten Winkel entspricht. Dabei gehen Geraden 
in Geraden aber, und Satz 5 zeigt, daB diese Zuordnung ein Automorphismus ist. 
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Als Anwendung des Satzes 5 beweise ich folgende SchlieBungsfiguren, die 
beim Beweis des Satzes von PyrHacoras Verwendung finden: 

Gegeben ein rechtwinkliges Dreieck O PA mit nicht isotroper Hypotenuse 
OP. Dariiber werde ein Quadrat OP QR gezeichnet (vgl. Fig. 8a, b). Bringt 
man die Parallelen durch Q bzw. R zu AP bzw. AO zum Schnitt mit AO 
bzw. A P, so erhalt man ein nicht ausgeartetes Rechteck A BC D. 

Behauptung: A BCD ist ein Quadrat. 

Beweis.: Wir errichten in O, P, Q und R die Lote auf den Rechteckseiten 
und bringen sie in O’, P’, Q’ und R’ zum Schnitt mit den Gegenseiten. Sei S 

der Schnittpunkt von OO’ mit 


























—_— poe QQ’. Wegen Satz 5 sind dann 
7\, & } , “ O, A und S Ecken eines Qua- 
* > dD  drats. Unsere Konstruktion liefert 
A XT J 7 also fiir jede Rechtecksecke ein 
| eet XE Quadrat, und wegen des kleinen 
cT vr X DA ) Satzes von. DesarGugEs stimmen 
Q = : dj allediese Quadrate in den einander 
R @ @ entsprechenden Stiicken iiberein. 

Yad Insbesondere ist A S | P’ R. 
Fig. 88 Fig. 8b Nun ziehen wir durch D die 


Parallele zu P’ R und bringen sie 
in T zum Schnitt mit RR’. Dann sind wegen des kleinen Satzes von Dz- 
sarcuEs S, B und T Ecken eines Quadrates, das mit O PQR in allen einander 
entsprechenden Stiicken iibereinstimmt. Wegen 7D | AS sind nach Satz 5 
auch A, B und D Ecken eines Quadrates. 

SchlieBlich sei angemerkt, daB der von H. Naumann und K. Rerpe- 
MEISTER [2] gegebene Beweis fiir die Aquivalenz des Héhenschnittpunktsatzes 
mit der Baer-Figur sich hier auf den Satz H anwenden la8t, der damit einer 
auf Quadrate spezialisierten Baer-Figur aquivalent ist. 


§ 3. Rechenregeln der Quadratgeometrie 


In der betrachteten Ebene zeichnen wir ein Paar orthogonaler, nicht iso- 
troper Geraden als Koordinatenachsen aus und wahlen die Einheitspunkte so, 
da8 sie zusammen mit dem Ursprung die Ecken eines Quadrates sind. In 
diesem Koordinatensystem definieren wir eine Streckenrechnung gemaB der 
von Hitsert [1] gegebenen Vorschriften. Dafiir garantiert der kleine Satz 
von DesarauEs die Rechenregeln eines Veblen-Wedderburn-Systems, aus dem 
Fano-Axiom folgt 1+ 1+ 0, und die Geraden bekommen die Gleichung 
yt+ax=b bzw. y=c. 

Mit Hilfe des Satzes H’ ergibt sich fiir die Bildung des Produktes a-b 
folgende einfache Regel : 

Man falle vom Punkt (6, 0) das Lot auf die Gerade durch (a, 0) und (0, —1). 
Es schneidet die y-Achse im Punkte (0, a - b). 
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Zum Beweis betrachte man in Fig. 9 das Dreieck mit den Ecken (0, a), 
(a, 0) und (0,—1). Weil nach Konstruktion des Koordinatensystems die Ge- 
rade durch (1,0) und (0,1) Diagonale eines achsenparallelen Quadrates ist, 
geniigt das Dreieck den Voraussetzungen des SatzesH’. y 
Er besagt, daB die Gerade durch (1,0) und (0, a) a 
senkrecht steht auf der Geraden durch (a, 0) und 
(0, —1), woraus die Behauptung sofort folgt. 

Ist a +0, so bezeichnen wir mit a> ' bzw. a>' das 
Links- bzw. Rechtsinverse des Elementes a. Dafiir gilt 
folgende 

Rechenregel K. Es ist (—a)>'(ab) = —b fiir a+0 
und alle b. 

Der Beweis hierfiir ist in Fig. 10 erliutert. Nach Iu 
Definition der Multiplikation und wegen Satz H’ steht . - 
die Gerade durch (ab, 0) und (0,—b) senkrecht auf -/7 
der Geraden durch (b,0) und (0,ab). Da die Geraden 
durch (—a,0) und (0,1) bzw. (0,—1) und (a, 0) Fig. 0 
parallel sind, folgt die Behauptung aus der Definition der Multiplikation. 

Setzt man speziell b = a>’, so folgt 





(—a)-*= —(a>") 


und durch Ersetzen von a durch —a 


(—a)>*=—(a;"). 

Diese Rechenregeln erméglichen eine analytische Beschreibung der Ortho- 
gonalitéat von Geraden: 

Wegen der Wahl eines rechtwinkligen Koordinatensystems sind die Ge- 
raden der Scharen y = const. und z= const. zueinander orthogonal. Die 
Parallele zu y + ax =c (a +0) durch (a, 0) 
schneidet die y-Achse in (0, a®), steht also 
nach Definition der Maultiplikation senk- 
recht auf der Geraden y+ bx =—1 
durch (a, 0) und (0,—1). Daraus folgt als 
notwendiges und hinreichendes Kriterium 
fiir die Orthogonalitat zweier Geraden 
yt+ax=c und y+bxr=d (a+0,b+0) 
die Bedingung 

b-a=—l1, 
d.h. a=—(b>") bzw. b =(—a);>'. 





Wegen der Umrechnungsregeln der Inversen 
folgt daraus 


Fig. 10 


a-b=—l, 


worin die Symmetrie der Orthogonalitat ihren Ausdruck findet. 
Eine Gerade y + az =c ist genau dann isotrop, wenn a?= —] ist. 
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Aus dieser Orthogonalitétsbedingung folgt eine einfache analytische Be- 
schreibung der Quadrate : 

Mit Hilfe des kleinen Satzes von Desarcuzs kann man in der Ebene Vek- 
toren einfiihren, die beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe bilden. 
Denken wir uns das Quadrat OPQR der Fig. 2 aufgespannt durch die Vek- 


toren OP und 00 und ordnen ihnen vermége des Satzes H die Vektoren QP 
und P’ Q zu. Wegen Satz 5 spannen diese wieder ein Quadrat auf. Hat QP 
beziiglich des von O P und OQ aufgespannten Koordinatensystems die Kom- 
ponenten (a, 6), dann lauten die Komponenten von P’ Q offenbar (—5, a). 
Umgekehrt spannen vom Nullvektor verschiedene Vektoren (a, 0) und 
(0,a) oder (0,6) und (—6,0) ein Quadrat auf. Und ist fiir einen Vektor 
(a,b) a+0 und 6+0, dann spannt er die Gerade y+cx=0 durch den 
Nullpunkt auf mit 6 + ca = 0 (c + 0). Die durch (—b, a) aufgespannte Gerade 
y+dzx=0 mit a—db=0(d+0) steht darauf senkrecht, denn es folgt 


0 = db + d(ca) =a + d(ca), 
d(ca) —(—e); (ca) = 0, also d = (—c);>". 


Die zugehérigen Diagonalvektoren haben die Komponenten 
(a—b, a+b) und (a+b, —(a—4)), 


stehen also auch aufeinander senkrecht. Damit haben wir das folgende Er- 
gebnis: ran 

Ist der Vektor OP mit den Komponenten (a,b) vom Nullvektor verschieden 
und die Gerade OP nicht isotrop, dann spannen die Vektoren (a, b) und 
(—b, a) bzw. (a, b) und (b, —a) die beiden Quadrate iiber O P auf. 

Nach Satz 2 ist ein Quadratgewebe ein Diagonalgewebe. Daraus ergibt 
sich eine weitere Rechenregel, die nun abgeleitet werden soll. 

Es seien (2,,y,) und (2,,y,) zwei Vektoren, die im Nullpunkt angetragen 
in dieselbe (von der y-Achse verschiedene) nicht isotrope Gerade fallen, also 


Y%,+ax%,=0, y,+az7,=—0, a+—1. 


Zusammen mit den Vektoren (—y;, z,) bzw. (—y,, z,) spannen sie Quadrate 
auf, deren Diagonalvektoren die Komponenten (2z,+ y,, — (x,— y)) 
bzw.(2_.+ Y2,—(%,—Yy,)) haben. Nach Satz 2 liegen diese in parallelen Geraden. 
Fir 
a+ y= 2,—az,+0 (§(=1,2), dh. fir a+] 
folgt daraus: 
®y— Yr= 5° (2+ Ys), Ze— Yo= O° (z+ Ys) 
oder 
2, + ax,= 6+ (2,—a2x,) 
%g+ ax%,= b+ (x,—az,). 


Damit bekommen wir als neues Rechengesetz die 5-Regel: 








A 
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6-Regel. Zu jedem a + 1 gibt es ein 6(a) derart, dag 
2+axz=d(a)-(x—az) fir alle z. 
Hierbei brauchen wir die Einschrinkung a*+—1 nicht zu machen, fir 
a* = —] ist nimlich 6(a) = a, denn 
a(x —az) =ax—a(azx) =ax—(—2z)=2z+az. 


Fallen die Vektoren (z,, y,) und (x,, y,) in die Gerade x = 0, dann liefert 


Satz 2 keine Bedingung. ' 
Da 4(a) der Anstieg der Diagonalen PQ ist in dem Quadrat, das aufge- 
_—> _—_— 


spannt wird von den Vektoren O P = (z,—az) und OQ = (az, x), entnimmt 
man den Konfigurationen der Quadratgeometrie die Beziehungen: 


(1) Fir a + 1, c + 1 und ac = —1 ist 
6(a) - d(c) =—1. 
(2) Fira+0,1 ist 6(6(a))-a—=—1. 


Sie stellen keine neuen Rechenregeln dar, sondern folgen aus den bisher 
abgeleiteten. 
Beweis von (1): Fiir alle z und a + 1 ist 


d(a)-(x—az)=2+a2, 
also speziell fir 2 = 1 
6(a)-(l—a)=l+a. 
Fir alle z und c + 1 ist 
d(c)-(w#—cx) = 2+ c2, 
also speziell fiir z = a wegen ca = —1 
d(c):-(a+1)=a—1. 
Daraus folgt durch Multiplikation 
5(a) - {(8(¢) (a + 1)} = (a): (@—1) =—(a +1). 
Wegen c + 1 und ca = —1 ist a + —1, es folgt also 
d(a) - d(c) =—1. 
Beweis von (2): Sei c = (—a);~', dann gilt 
c+(—ax—az)=2+ wr=x+anr+2—az, 
c+ (x—ax—x—az)=x—ax+ (x+a2z), 
c+ (#—azx — d(a) - (x —azx)) = x—azx + b(a)-(x—az). 
Andrerseits ist fir 6(a) + 1, d. h. fira +0 
6(d(a)) - (a —ax— 6(a) + (x—az)) = x—azx + O(a): (x— az). 
| Da x—azx— &(a)-(x—az) nur fir a=0 oder x=0 verschwindet, ist 


6(4(a)) = c, was'zu beweisen war. 
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In einem Alternativkérper laBt sich 4 (a) explizit angeben als 


d(a)=(1+a)(l—a)"" (a+1). 
Denn es ist 
(1 + a) (1 —a)?'= (2 — (1 —a)) (l—a)* 
=2(1—a)*—-1. 
6(a) - (x — az) = (2(1 —a)*— 1) ((1 —a) 2) 


=2z2—zr+ar=2+a2. 


Die Regel K hat nicht die Kiirzungsregel a(bx) = x fiir ab = 1 der Alter- 
nativkérper zur Folge. R. SteTrier [3] hat ein Veblen-Wedderburn-System 
angegeben, in dem die Regel K erfiillt ist, aber Rechts- und Linksinverse 
verschieden sind, was mit der Kiirzungsregel unvereinbar ist. In dem ge- 
nannten Zahlensystem ist die 6-Regel nicht erfiillt. Auch unter den Fast- 
kérpern (das sind einseitig distributive Veblen-Wedderburn-Systeme mit asso- 
ziativer Multiplikation) gibt es solche, die die 6-Regel nicht erfiillen. 

In einem von Dickson angegebenen Fastkérper mit 9 Elementen (a + ib) 
iiber dem Primkérper von 3 Elementen, die durch die Restklassenvertreter 
—1, 0, 1 reprasentiert seien, zwischen denen Addition und Multiplikation 
definiert ist durch 

(a + ib) + (c+ id) = ((a +c) +i(b+d)), 
(a + ib) (c + id) = ((ac — (—1)* bd) + i(bc + (—1)”ad)), 
ist die Regel K erfiillt wegen der Assoziativitat der Multiplikation. Auch die 
6-Regel gilt. Weil das Quadrat eines jeden Elementes, das nicht im Grund- 
kérper liegt, gleich —1 ist, ist dieses Beispiel von der Geometrie her gesehen 
etwas diirftig; es zeigt aber, daB die Rechenregeln der Quadratgeometrie 
nicht das zweite Distributivgesetz zur Folge haben. 

Die genannten Rechenregeln sind in jedem Schiefkérper erfillt. D. H1npERr 
[1] hat einen echten angeordneten Schiefkérper angegeben. Darin ist —1 kein 
Quadrat, also gibt es in der nach den Vorschriften des folgenden Paragraphen 
definierten Rechtwinkelgeometrie tiber diesem Schiefkérper keine isotropen 
Geraden. Fir Untersuchungen der Rechtwinkelgeometrie iiber Schiefkérpern 
sei verwiesen auf die Arbeit von H. Naumann und K. ReipEMetster [2], wo 
weitere Literaturhinweise gegeben werden. 


§ 4. Analytische Quadratgeometrie 


Die im vorigen Paragraphen angegebenen Rechenregeln sind vollstandig 
in dem Sinne, daB sie zu einer analytischen Definition der Quadratgeometrie 
ausreichen. 

Sei Z ein Veblen-Wedderburn-System mit 1 + 1 + 0, das auch die Regel K 
und die 6-Regel erfiillt. Dann definiert man in iiblicher Weise Punkte durch 
geordnete Zahlenpaare und Geraden durch lineare Gleichungen der Gestalt 
y + ax = const. bzw. x # const. Die Rechenregeln des Veblen-Wedderburn- 
Systems garantieren bekanntlich, daB dafiir die affinen Inzidenzaxiome und der 
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kleine Satz von Desarcuss erfillt sind. Wegen 1 + 1 +0 gilt das Fano-Axiom, 
und jedes nicht ausgeartete Parallelogramm hat genau einen Diagonalen- 
schnittpunkt. 

Als zueinander orthogonal definiert man die Geraden der Scharen y = const. 
und z= const. Zwei Geraden y + az =c und y + bz = d heiBen genau dann 
zueinander orthogonal, wenn a-b = —1 ist. Mit der daraus folgenden Glei- 
chung } - a = —1 ist es ganz leicht, das Erfiilltsein der Orthogonalitatsaxiome 
nachzupriifen. 

Wie eine im vorigen Paragraphen durchgefiihrte Rechnung zeigt, gibt es 
in dieser Analytischen Geometrie tiber jedem Punktepaar einer nicht iso- 
tropen Geraden mindestenszwei verschiedene Quadrate, @ 
die aufgespannt werden von den als orthogonal gleich Y 
bezeichneten Kantenvektoren (a,b) und (—b,a) oder A 
(a, 6) und (6, —a). Fiir sie gilt eS, p 

Satz 6. Definiert man iiber einem Zahlensystem Z <7 
mit den hier angegebenen Rechenregeln eine affine Ebene ; 
mit Orthogonalitit nach obiger Vorschrift, dann gilt fiir WW 
die von orthogonal gleichen Vektoren aufgespannten 
Quadrate der Satz H. Fig. 11 

Beweis. Wegen der Giiltigkeit des kleinen Satzes von Desanrcues ist es 
keine Einschrankung, den Koordinatenursprung als die Ecke O des von ortho- 
gonal gleichen Vektoren aufgespannten Quadrates O PQR zu wahlen. In dem 
Spezialfall, daB die Punkte P und Q auf den Koordinatenachsen liegen, ver- 
einfacht sich die Rechnung derart, daB ich meine, auf ihre Wiedergabe ver- 
zichten zu diirfen. Seien also (29, y) die Koordinaten von P, 


Yot+ 2%=0,a+0. 

Die Koordinaten von Q sind dann (— yp, %») oder (yo, —2%,). Da die Rech- 
nungen fiir beide Faille véllig analog verlaufen und durch Vertauschen der 
Rollen von P und Q ineinander iibergehen, beschranke ich mich hier auf die 
Behandlung der ersten Méglichkeit, setze also an: 

P =(%, —@%) und Q =(a2», 2%) . 
Es sei Q’ ein Punkt der Geraden OQ: ay — x = 0, also 
Q= (ay, %) - 

Ist a = 1, dann hat die Gleichung der Geraden-P'Q die Gestalt x = oz. 
Durch Q’ das Lot darauf bekommt Gleichung y = y,. Es schneidet die Ge- 
rade y + x =0im Punkte P’ = (z,, y,) mit y,= y, und z,= — y,. Also haben 


die Vektoren PQ und Q. P die Komponenten 
P’Q = (a+ Y> Lo—Y) , 
QP = (%— 1» —%o—H) - 





Sie sind orthogonal gleich und spannen daher zueinander senkrechte Geraden 
auf. 
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Ist a =—1, dann gilt fiir die Gerade PQ: y=, denn es ist stets 
(—1) z= —z. Zum Beweise beachte man 1 (—1) = —1 und bilde 


(—l) z= 1((—1) z) =—=z. 
Durch Q’ das Lot auf y= 2 liefert die Gerade z= --y,, die die Gerade 
y—z=0in P’ = (—y, —y,) schneidet. Wieder sind die Vektoren 
QP = (%+ Yy» %— %) » 
P’Q = (—2%+ ¥, X+ ¥) orthogonal gleich. 
Fir a + 0, +1 hat die Gerade PQ die Gleichung 
y+6-x=d 
mit 
—G%j+ 6-x=—d 
t+ d+ (ax) =d 


und es ist 6°+ 0 wegen a + —1. 
Das Lot durch Q’ auf PQ hat. die Gleichung 


5+ (%o— 4%) = % + AX, 


6-y—2=6-y,—ay, 
und schneidet die Gerade y+ ax=0 im Punkte P’. Fiir dessen Koordi- 
naten (2z», ¥,) gilt 
b+ ¥,—%,=5-y,—ay,, 
‘Y2.+ az,=0, also auch 6- y,+ 5-(az,)=0. 
Far den Ausdruck 6 - (a z,) liefert die 6-Regel 
Das System 
— 8+ yt %+5-y,—ay,=0 
b+ y+ 6° a,— z,—az,=0 
erlaubt eine Elimination von y, und liefert 
6-t.—a2z,=—ay, — 6-4. 
Diese Gleichung hat fir 6 + a genau eine Lésung 2z,, ist also eindeutig lésbar, 
wenn die Gerade O P nicht isotrop ist, denn 6 = a bedeutet 
z+ ax=ax—a(az), 
z=—a(az), a@=—1. 


Offenbar ist z,——y, eine Lésung, womit wir fiir P’ die Koordinaten 


P’=(—y,, 4%) 
erhalten. Die Vektoren 


QO P =(x%—ay,, —a%— y;) 
und 


PQ = (a%+ 1, %—AYH) 
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sind orthogonal gleich, womit der Nachweis der Giiltigkeit von Satz H er- 
bracht ist. 

Aus dem Satz H und dem kleinen Satz von Desarcvuss folgt aber, daB 
iiber jedem Punktepaar einer nicht isotropen Geraden héchstens zwei Quadrate 
existieren, und wir gewinnen so alle Aussagen iiber die Quadratgeome‘rie 
zuriick, die wir im zweiten Paragraphen abgeleitet haben. 


Literatur 
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Der Satz. von Desargues in der Moufang-Ebene 


Von 


GERHARD BurDE in Gottingen 


In einer Moufang-Ebene. werde jeweils einer Schar S, paralleler Geraden, 


die durch die Gleichung 


S,;:y=ax+b 


gegeben ist — wobei a ein von Null verschiedener fester Wert und 6 ein Para- 
meter sei —, die Schar S, mit der Gleichung: 


D 


S,:y=a'2+d’ 


zugeordnet. 6’ sei wieder Parameter und @’ werde 
durch die Beziehung 


a:a’=—l1 


A c bestimmt. S, heiBe orthogonal zu S,. Die Orthogona- 





Fig. 1 


litat ist offenbar symmetrisch. Ebenso sind die anderen 
Orthogonalitatsaxiome erfiillt. 

Die beiden achsenparallelen Geradenscharen seien 
als orthogonal zueinander definiert. 


Es soll jetzt gezeigt werden, daB in-einer Moufang-Ebene der allgemeine 
Satz von Dresarcuss bereits aus einer im Sinne der oben eingefiihrten Ortho- 








a 
Fig. 2 





gonalitat rechtwinklig spezialisierten Desargues- 
Figur — dem ,,Héhendesargues“ — folgt. Da 
auBer dem Trapezdesargues auch der kleine Satz 
von DesaRGvuEs zur Verfiigung steht, kann man 
die verschiedenen Satze von DesarauEsalssolche 
iiber homothetische Vierecke aussprechen. Figur 1 
stellt das zum Héhendesargues gehérige ,, Héhen- 
Viereck“ dar. Der Satz tiber homothetische Vier- 
ecke der in Fig. 2 dargestellten Form (A BCD) — 
er werde mit A bezeichnet — l4Bt sich, wie man 
an Hand von Fig. 2 sieht, aus dem Satz iiber 
Trapéze und Hoéhen-Vierecke zusammensetzen. 
Das Hoéhen-Viereck hat in Fig. 2 die Eckpunkte 
ACDF, das Trapez die Eckpunkte A BCF. 


Aus Satz A lat sich nun analytisch fiir je drei Elemente a, b, c die ,,qua- 


dratische‘‘ Assoziativitat 
(1) 


(a?b) ¢ = a® (bc) 
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ableiten. Damit ist aber alles bewiesen, denn ersetzt man in (1) a durch 
(a + 1), so folgt aus der quadratischen Assoziativitat durch Ausmultiplizieren 
die Assoziativitat allgemein fiir den Fall, daB die Charakteristik des Alter- 
nativkérpers + 2 ist. Ist die Charakteristik = 2, so 148t sich mit einer weit- 
laufigeren Rechnung dasselbe zeigen. Der Fall mag ausgeklammert bleiben. 
Da mit der Assoziativitaét alle Schiefkérper-Rechenregeln gelten, ist dann der 
allgemeine Satz von DesarcugEs beweisbar. 

Zum Beweise der Gleichung (1) mégen die Diagonalen eines Vierecks der 
in Fig. 2 dargestellten Form mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. 

Wahit man: 


D = (0, —bc), A =(a(bc) , 0) und C =(c, 0), 
so hat die Gerade A D die Gleichung: 
y=az—be, 
wie man durch Einsetzen verifiziert. 
Die zu A D orthogonale Gerade durch A mit der Gleichung 
y = —az + a*(bc) 
schneidet die y-Achse in B = (0, a*(be)). 
Die Gleichung der Geraden BC sei: 
y=mz-+a*(be). 


Aus Satz A folgt, daB m unabhangig von c sein mu8. Durch Einsetzen der 
Koordinaten von C in die Gleichung der Geraden BC erhalt man die Be- 
stimmungsgleichung fiir m 
—mce = a*(be). 
Fiir c = 1 also- 
—m=a*b. 


Daraus folgt durch Einsetzen die behauptete quadratische Assoziativitat. 


(Bingegangen am 20. Januar 1958) 
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A Summability Theorem in Countable Toral Groups 
By 
Mark Manowa p in Cincinnati, Ohio*) 


Let G@ be a compact Abelian group and let G be the group of characters 
of G. G will be a discrete group and will be countable if G is separable. For- 
mally we have a Fourier series expansion for a function f(x) in L,(@) by 
(1) 2 f f(x) ay — x)dzx 
where a(x) is a character and the sum is over all the characters. 

This paper begins a study of the Abel summability of this series and 
developes the theory for countable toral groups. 

Let @ be a countable toral group. Let X C,; be a decomposition of G into 
an infjnite direct product, where each C; is the group of reals modulo one. 
The topology and measure of G are the product topology and measure. The 
characters of @\will be isomorphic to the direct product of countably many 
infinite cyclic groups. Let a = {a,} be a sequence of integral multiples of 2 z 
with only a finite number of them different from zero. The collection of all 
a’s is isomorphic to G with addition defined termwise. A point in @ is a se- 
quence xz = {z,} and each a(x) = exp [—i 2a, z,). 

By the Abel sum of the Fourier series (1) we shall mean: 

(2) lim J 7? 'nll2 f f(x) @(y — x) dx. 

r>la 
It should be noted that there are possibly an infinite number of a’s such that 
2 |a,|/2 x =m for any m. Therefore one needs to prove that (2) is well de- 
fined. We do this ly first proving that in the finite case the limit exists 
uniformly with respect to the dimension (Theorem I). We then prove 


(3) P J f(x) ay — 2) dx 
converges where %,,= {a; 3)’ |a,| = m 22} (Theorem II). As a corollary we 


m 
have that (2) is well defined. The final result follows immediately and is 
stated in theorem III. 

First we shall introduce some special notation. Let # be a sequence of 
ones and zeros with only a finite number of ones. Let 0, be a sequence of 
ones. Let £ be the set of all 6’s. We can introduce an ordering in £ by: 
6’ <6” means 6;,< 6,’ for all n. Each @ divides @ into equivalence classes 
as follows: let 2°(a) = {b; b,,0,,= a,0,}. We shall let A®°= A® be a represen- 
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tative of 2°, i.e., A4= 6,4, where a is in 2°. We shall use 
A® (x) = exp[—i S A’z,]. 
n=1 


Let 2%* be the collection of all the equivalence classes. 
We can now prove 


Theorem I: Let {(x) be bownded and integrable over G and continuous at 0, 
the identity of G, and let {(0)=0. Then, for an arbitrary 5> 0, there exists 
an r, and 6, such that, for r in (79, 1) and 6 > 64, we have - 


(4) [So rZIARie fF f(x) A? (x) dal < 6. 
ae 


Proof. The topology of G is such that open interval rectangles form a 
sub-basis, if we restrict the collection to those having only a finite number 
of intervals which are different from the space C;. Therefore, there exists a 
rectangle U, containing the identity, such that z in U implies |f(z)| < 6/2. 
Let us suppose that the first a C;’s are those for which U has a projection 
not equal to C;. Then, if we let 6, be such that it has a one in the first « 
spaces and zero in the rest, we have, for each 6 > 6,, the following conside- 
rations. 

Let J, and J, be the following sets of integers: 


I,= {i;i >a and 6,;= 1} and J,= {i;6,=0}. 


Now consider the integral over . We have 


Z eiatinn | fe) 4° (2) de 


| ae 


“|Z z\4, ton fi —id a [.. fa -iA ate |e [-ir4} w] Hepa 
| 
| 


1—ta 


P l1—r 1—r ( | 
-| | im ry 9 es | [a= Rremtn pit) dz, 
i 


l—e 1—e 
‘ ” iel, iel, 


where by the symbol { we mean the integral across an e neighborhood of 0 
l—e 

in C;. Since each integrand other than /(zx) is positive and |/(z)| is bounded by 

6/2 we have the above is 


6 \| l-r [ [ | 8d 
Pq i ‘ deni eee < h 
<(3)| / 1—2reos2az,+Pr , ! dz\S5 
C; XC 
i¢(I,U (l,...,a}) iel, 


This estimate is true for all |r| < 1 and all 0 > 0). 
The complement of U, U’, consists of a finite union of rectangles X Z,,, 
}=1,..., 8, each one containing at least one i such that £;,+ C;. For this i, 
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E,,;= [e;,, 1 — e,]. Let us consider the case where i = 1 and suppress the sub- 
scriptes on ¢, then 


l—e 
rla® lex l-r 1—r : 
ar lal / 1 —2rcos2a2,+1° / 1—2rcos2z2z,+Pr te 
€ 


XE; 
i€1,0(2,...,a} tel, | 








l1—e 


l—r 
“: Me f ‘T—2reos2a2z,+9r dz 


As r— 1 this last integral converges to 0. Therefore there exists an r, such 
that the above expression is less than 6/(2 B |f|). We repeat this process for 
each of 8 subsets of U‘ and obtain 


X r7l4all2* 5 ¢(x) A? (2)dz < 6/2 for r > ry= max {r;}. 
ae v 


This result is true for all 6 >6,. If we combine this with the first part, the 
theorem is proven. 

In order to prove theorem II we need the following lemma which uses 
this notation: Let {j,}, k=1,...n, represent a collection of n different 
integers such that j,< j,.< -+:<j,. Let § be the set of all possible {j,}’s. 


Lemma: Let J] a; converge and let 0< a; 1. Then there exists a K(n) 
j=1 
such that 


YM, (a-—')=2| Aa] IT as Ko). 
nor fein 


Proof: Let a; be arranged so that a,,...,a, are less than or equal to 
any other a;. Also let us define Jg= {j,;j,> }, J,= {ji x=, jo> M},---, 
J, 09 ={hkih=.- -Ie= y; jovi > } Tasco nm fis h= 1, .- +5 Jn =}. 
Let A = J] a;. Note that A = JJ a,. Also note that 5’ 1 —a,<|logA|. Then 


j>n i tie jen+i1 
we can write the sum as 


SilaIl As) <¥ AJ] (\—a,)+ EF la) AIT lay) + 


ai j=1 \ “Ne J, k=1 — 


+ z. SZ (l—a,) . eal” ~ A I] (1—a,) +> ‘+A I] (\—a). 


v= n= Jy... Baatl j=1 


Now in-each of these products we rea only a,;s appearing having j > n; 
therefore 


y A — Illog Aly-". 


Fong (n — irl) 


WA 


E14) I fra--r4} 


j=1 k&=1 5, 


A ranges from zero to one and the last expression is continuous as a function 
of A. Therefore it will have a maximum which we shall call K. Q. E. D. 
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Theorem II: Let B,,={a; = |a,|=22m)} and le f(x) be bounded and 
integrable on G. Then there exists an M(m) such that 


aacen |f f(z) a(z) dx |< M(m) |f\. . 
We shall consider three cases. 


A. If E = X A, where each A, is measurable as a subset of C,, then the theorem 
j=1. 


is true for xp. 
Prov}: If 4(£) = 0 we are done. Therefore we can assume that u(#) 


= (A, > 0. Let {j,} = {j,}, be defined as above. For each a in S,, there 
j=1 


exists one {j,}, for 1 << m such that. a,+0, k=1,...,n and a,=0 for 
all other j. Also for a particular {j,},,- there will be only a finite number, 
Pim, Of a’s associated with this {j,}, in the above manner. Note that P,,,, 
does not depend on the particular {j,},, but does depend on n and m. For 
each a in B,, we have, using the orthogonality of the a’s: 


J a(x) dz = [expt-i a;, 2,,) dx, fi Loe intel ts je 


Aj Ais 
B 








j 4 oo 





gE 
i | [tx - 1) exp [—# a,, a,)da, | 
Ma Ay, | (Ci, 


i 
“ld [%4,,— llexp[—ta,, x] dz, 
in 


Z| [aes 
aE Bm 


If we set a,;= u(A,) if the lemma, we obtain a bound for each term in the 
sum over ». This sum is finite therefore statement A is proven. 

B. The theorem is true for the characteristic function of any measurable 
set, H. . 

Proof: If u(#) =0 we are finished; therefore, we can assume u(z)>0 
and that there exists a sequence of #,= X A,,, monotonically increasing and 
converging to HZ, such that no u(A,;,)=0. From-A, we have for each a: 


fae < w(,) IT (aay -1) 


- 





k 





= wB) TT (ea): 





Therefore 


= pt. nm a, M(B) I Gay- 1). 








Since HT (a3 nt + ri —1) is monotonically decreasing as p > co we have 
Pe s : 
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where p, is any p. Therefore there exists a p, such that for arbitrary 6 > 0 
we have 


Zz | ons, 
aESm 


Now, applying part A and noting that 4 is arbitrary, we have the desired 
#™) be this bound. 


C. The theorem is true. 
eel Without loss of mee we can assume OS/=<1. Let Z£,, 


sz Pm & (u(E>,) (1 HOM (aaa) -1). 











= :——— > L sna<t =}: Clearly U E,,,. = G. Let a be in&,, and suppose 


o=1 
it is equal to u,— u,+ (v,— v,)i where each function is non-negative. We 
then have, using the mean value theorem: 


Lf 12) 012) dal =| im ys [ Heya ae 


wonlp 


= lim E( [mesa [dz + 
E 


n—> co jo=1 
aa 


+8(¢on [uaz — dyn J edz) 


Eno Eno 


slim | S$ [ares tim | 3 (a, ~¥) [uaz+ 
nw |o= L | P 


\n—> co jo=1 
ao 


Gem) favre ttn §) Josette — te) ne 


iF 


Slim | Y 3 = fovea + lm = +2 H(E ng). 


n—> oo ~, n> oco 


The last sum is equal to 1; therefore the last limit goes to 0. This leaves us 


5 |. 
with lim | »’ x aed 


n—>oo jon ™ 


Since Z,~1,¢= En, 20-1 En, 20, We have 
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Countable Toral Groups 
Therefore, letting BS, = {A®(x); L |A%| = 2 1 m}, we have 


, n 
ps | f(x) a(x) dz < lim >» |lm JS ef eae 


ae Sm 00x A%e@? |jn—-oo g=1 


< lim im 3% SF [eee 
6-00 no o=l1 A%@? | , 


slim lim J - am [foes 
0-00 NO o=l aeBm 


< lim lim - Se) — Mm) 
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Q. E.D. 


Now consider an arbitrary bounded function f(z) = /{*—/-. Then 
ps | [ Ha)a(2) d2| Ifloc’ { f ja a(x) dx + if Fe = a(2) de) 


aEBp | aten J Wlow 
S |f\,, M(m). 
By the definition of the symbols, we have that )>° / f(x) A°(z)dz isa 
A%e@? 
partial sum of >’ [ tz) a(x) dz. Theorem II showed that this latter sum is 


aESm~ 
absolutely convergent. Therefore: 


lim » [ f(x) A%(x)dx= y> | Heyatz)de. 
0-0 a%eq? 
Hence, we have the 

Corollary: If f(x) satisfies the condition of Theorem I, then 
Dy r* anil? f f(x) a(x) dx is defined for |r| < 1. 

We also can prove 


Theorem III: If f(x) is continuous at x, and is bounded and integrable 
over G then 


lim » rien { f(x) G@(x,— x) dx = f(x). 


rl @ 


Proo}: Apply Theorem I to the function f(z,— x)— f(z»). Then take 
the limit as 6 + 6, and the desired result is obtained. 


(Eingegangen am 25. Marz 1958) 
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Note zur lokalen Struktur der Distributionen 


Von 


Horst Leptin in Hamburg 


‘In den verschiedenen Begriindungen und Verallgemeinerungen der Theorie 
der Distributionen spielen die Satze iiber die lokale Struktur der Distributionen 
und die Distributionen mit kompakten Tragern eine zentrale Rolle. Bei 
Scuwartz besagen sie ({3], Theorem XXI), daB die Distributionen unter 
gewissen verniinftigen Annahmen den kleinsten Oberbereich der gew6hnlichen 
stetigen Funktionen bilden, in dem man unbeschrankt differenzieren kann. 
Sepastiao E Siiva griindet seine axiomatische Konstruktion im wesentlichen 
auf diesen Satzen, vgl. [4], p 82, ferner prop. 11, § 11, und in der Ehrenpreis- 
schen Verallgemeinerung [2] stehen entsprechende Satze ebenfalls an exponier- 
ter Stelle. Wir wollen in dieser Note zeigen, daB es sich bei den genannten 
und &ihnlichen Satzen um Spezialfille einer fiir beliebige topologische Vektor- 
raume giltigen Formel handelt. Der Beweis dieser Formel ist dabei weder 
schwierig noch besonders originell: Sie ist eine ziemlich unmittelbare Folge 
aus der Dualitat zwischen direkten Produkten und direkten Summen topo- 
logischer Vektorraume und dem Satz von Hann und Banacu. Den Beweis- 
gedanken findet man z. B. auch in [2]. Aus der Formel folgen dann sehr leicht 
Natze, aus denen z. B. Theorem X XI aus [3] und Theorem 3.4 aus [2] durch 
Spezialisierung unmittelbar folgen. 

Die Betrachtungen des ersten Paragraphen sind etwas allgemeiner, als es 
der Zweck, nimlich die Formulierungen und Beweise allgemeiner Satze -vom 
obengenannten Typ, erfordert. 

Wir verwenden folgende Bezeichnungen: Ist X eine Menge, 7 eine 
Topologie auf X und Y eine Teilmenge von X, so sei 7 -\ Y die von 7 auf Y 
induzierte Topologie. Ist u eine Abbildung einer Menge A in eine Menge B, 


so bezeichnen wir das Urbild eines Teiles X c B mit “ (X). 


§1 

E ist in dieser Arbeit stets ein affiner Vektorraum itber dem Kérper K der 
reellen oder komplexen Zahlen. Unter-einer Topologie auf H verstehen wir 
stets eine mit der Vektorraum-Struktur vertragliche Topologie auf Z. Den 
mit der Topologie 7 versehenen topologischen Vektorraum bezeichnen wir mit 
E(7). Mit einer 7 -Umgebung von E, bzw. einer Umgebung von E (7) ist stets 
eine Umgebung des Nullelementes des topologischen Raumes E (7 ) gemeint. Sind 
7, und 7, Topologien auf EZ, so bedeute 7, < 7,, daB jede 7 ,-Umgebung 
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auch 7 ,-Umgebung ist. In dieser Ordnung bilden die Topologien auf Z einen 
volistandigen Verband %, der den Teilverband 2 der lokal konvexen 
Topologien enthalt. Ein Funktor auf den Topologien von £ ist eine ordnungs- 
treue Abbildung von & in sich. So ist z. B. die Abbildung a, die jedem 
FJ €B die schwache Topologie 7 o (topologie affaiblie, [1], ch. IV) von E(7) 
zuordnet, ein solcher Funktor. Ferner ist die Vorschrift A, die jedem 7 «DG 
die feinste lokal konvexe Topologie 7 A => 7 zuordnet, ein Funktor. Hinter- 
einander-Anwendung zweier Funktoren ergibt einen neuen Funktor, die Menge 
& der Funktoren ist also eine Halbgruppe (mit Einselement). Wir ordnen 
auch F: Sind » und y ausG, so sei g < y dann und nur dann, wenn 79 <= Typ 
fir alle 7 ¢ G. Ist « der identische Funktor, so ist alsosr Sg undi SA. 

Ist P irgend eine Menge und 7 eine Topologie auf Z, so nennen wir eine 
Funktion ® auf P, deren Werte 7 -Umgebungen von E£ sind, eine allgemeine 
Umgebung von E(7), wenn die ®(p), p ¢ P, ein Fundamentalsystem in E(7) 
erzeugen, wenn also zu jeder 7 -Umgebung U C E endlich viele p,¢ P existieren 
mit M @(p,)C U. Kiirzer, aber unmiBverstandlich nennen wir auch die ®(p) 


, 
allgemeine Umgebung von E£(7). Offensichtlich ist 7 durch Angabe einer 
allgemeinen Umgebung eindeutig bestimmt. 
‘Wir wollen nun verschiedene Arten von Funktoren auf % definieren: 
«) Sei 2 ein System von Teilraumen F c EZ, derart, daB zu F,, F, € Q stets 
ein F,¢ Q mit F,+ F, CF, existiert und EF die Vereinigung aller F ¢ 2 ist. 
Der Kiirze halber nennen wir ein derartiges System ein Geriist von EZ. Mit 


QD: TFa~TD 


bezeichnen wir den Funktor, der jedem 7 ¢€ V die Topologie 7 22° des direkten 
Limes der Raume F((7 -\F)A) zuordnet, F¢ 2. Bezeichnen wir mit A’ 
allgemein die konvexe Hiille einer Teilmenge A aus £, so ist 


( U (rary, Uy Umgebung in E(7), 
Fea 


eine allgemeine 7 Q°-Umgebung. Es ist stets 7 Q°= FAQ’, dh. QD = AN’. 
Da fiir lokal konvexes 7, also allgemein fir 7 A, der direkte Limes strikt ist 
(vgl. [1], ch. II, § 2, remarque 3) p 64), gilt fiir den Teilraum H eines Raumes 
FeQ: 


(1) FQ2AH=FTANH. 
Aus der Definition des direkten Limes folgt ferner 2° < A und 7 Q'= 7'Q2’, 


falls 7 \F = J' \F fir alle F ¢ Q. 
8) Ist 6 ein System. aus Unterréumen von £, so sei 


bh: F 3TH 
der Funktor, fiir den U+H, U 7-Umgebung, H ¢€ 6, eine allgemeine Um- 
gebung von E(7}’) ist. Ist 7 lokal konvex, so auch 7b’. Ist 7 separiert 
und 0 der einzige Beriihrungspunkt des von 6 erzeugten Filters in Z(7), so 


ist auch 7b* separiert. Es ist stets «= 6°. Der Funktor b° 148t sich ahnlich 
auch fiir allgemeinere Systeme 6 konvexer Mengen definieren. 
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y) Nun sei M irgend ein System von K-Endomorphismen des affinen 
Vektorraumes F. Ist 7 eine Topologie von Z und U die allgemeine 7 -Um- 
gebung, so sei 7 M’ diejenige Topologie, deren allgemeine Umgebung gleich 


-1 
q(U), @eM, 
ist und M’ der Funktor 
M:7>T7TM 
Man kann 7 M° auch definieren als die grébste Topologie auf Z, fiir welche die 


Abbildungen q: Z > E(7) fiir alle q¢ M stetig sind, ferner etwas expliziter 
in folgender Weise: Sei E,= E fiir g¢ M und EM — J7 E, das vollstandige 


aeM 
direkte Produkt aller Z,. Durch 


L:a+IU(x) = J] qz 
acM 


ist ein Homomorphismus / von E in EM definiert. Ist 7“ die Topologie des 
direkten Produktes der £,(.7), so ist 7 M' genau diejenige Topologie yaar} E, 


fiir welche / einen Isomorphismus zwischen dem Faktorraum E (.7 M’ yl 
und 1(£) (7™-\1(£)) induziert. 
Wir treffen die folgenden Festsetzungen: Mit [M] bezeichnen wir den von 
M iiber dem Konstantenkérper K aufgespannten Modul. Ist N ein weiteres 
System von Endomorphismen, so sei MN das System aller Produkte q7, 
1 

q¢M, re N. Es ist [MN]=(M][N]. M_ heibe separierend, wenn I (0) 
=f 7 (0) = 0 ist. Mit i bezeichnen wir stets die identische Transformation 

acM 
von £. Fiir die Funktoren M* gelten die folgenden Regeln: 

(2) Aus MC WN folgt N° < M’. 

(3) Aus FT \qE = 7F' AGE fiir alle q < M folgt 7 W= 7'M’. 

(4) M’= [My 

(5) (MN)'= M'N’. 

(6) Aus i ¢ M folgt M’ < c. 

(7) Die q & M sind genau dann alle 7 -stetig, wenn FT < 7 M’. 

(8) Ist M eine Halbgruppe, so sind alle q<« M stetige Endomorphismen von 

E(7 M’). 

(9) Ist T separiert und M separierend, so ist 7 M* separiert. 
(10) Ist 7 lokal konvex, so auch ZT M’. 
(11) Ist 7 metrisierbar und M abzihlbar, so ist auch TM metrisicrba 


Die meisten dieser Regeln sind evident. Zum Beispiel folgt (3) aus dei 


Tatsache, daB 7 M’ wegen ry (U) = ry (U cq) nur von den induzierten 
Topologien 7 -\qE, q«< M, abhangt. (4) gilt, weil die Bedingungen ,,qg: 2 > 
+ E(7) stetig fiir alle q « X* fir X = Mund X = [M] aquivalent sind. Ist U 


allgemeine 7-Umgebung und q¢ M, 7 <N, so ist 7 (U) allgemeine 7 M’- 


=i -1 | 
Umgebung, r (q (U))=(qr)(U) also allgemeine 7 M’N*’-Umgebung und 





a = CE. a 2 


— >. 


- a oe me 
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zugleich natiirlich allgemeine 7 (MIN)'-Umgebung. Daraus folgt (5). Ahnlich 
folgt (8). 

Nun sei ein weiterer Vektorraum F iiber K und eine lineare Abbildung ® 
von F in E gegeben. @ induziert eine Abbildung ®* von D in die Menge der 
Topologien von F: Ist 7 €G und U allgemeine 7 -Umgebung, so sei 7 ®* 


-1 
die Topologie auf F mit der allgemeinen Umgebung ®(U). 
(12) Sei N eine Menge von F-Endomorphismen und M eine Menge von 
E-Endomorphismen. E-xistiert zu jedem q¢ N ein g'¢ M mit Dg = q'D und zu 
jedem r€M ein CN mit Dr'=rO, so ist O*N*'= M'O*, d.h. es ist 
(7 O*) N° = (7 M’) D* fiir alle Topologien FT auf E. 
Sei U allgemeine 7-Umgebung. Ist ¢¢ N, r¢ M und ®q=rQ, so ist 

at == —-1 _34 

q (@(U)) = P(r (U)). 
Aus der Voraussetzung von (12) folgt, daB links eine allgemeine 7 ®*N’- 
und rechts eine allgemeine 7 M'®*-Umgebung steht. Daraus folgt die 
Behauptung. Folgerung: 
(13) Ist der Unierraum H aus E bei allen Exdomorphismen aus M invariant, 


so ist 


TWOAH=(F7AH)M. 


Das folgt aus (12), wenn wir F = i setzen, fiir ® die Injektion von H in £ 
wahlen und fiir N das System der von den qg ¢ M auf H induzierten Endo- 
morphismen, das wir wieder mit M bezeichnen, nehmen. 


6) Man kann auch einen zu M* dualen Funktor M. definieren: 7M. sei die feinste 
Topologie, fiir die alle Abbildungen q: E(.7*) — Z stetig sind. Fiir M. gelten den Regeln (2) 
bis (11) analoge Regeln. Da wir diese Funktoren jedoch nicht brauchen werden, gehen 
wir hierauf nicht weiter ein. 


§ 2 

Sei 2 ein Geriist in Z. Wir nennen einen Endomorphismus g {2-lokal, 
wenn zu jedem F ¢ 2 ein H € Q existiert mit gF CH. Ein System M von En- 
domorphismen heiBt Q-lokal, wenn alle q ¢ M Q-lokal sind. Wir wollen zeigen: 
(14) Fiir ein Q-lokales M ist 

M2 = 2 MWD =< 2M 

Ist M eine Halbgruppe, so ist MW Q°< M2" M’. Ist iiberdies i < M (allgemeiner 
M’ <1), so ist MQ*= MQ" M’. 

Wir beweisen zunichst M’Q°< Q°M’ fiir Q-lokales M. Dazu_ geniigt 
TW AF <7 2'MW oF 7zu zeigen fir alle F ¢ Q. Die allgemeine 7 2" M' -) F- 

1 
Umgebung ist U= gq (W)OF mit q¢ M und allgemeiner 7 {2° -Umgebung 
-1 

WCE. SeiH ¢€ QmitgF CH. Dann ist auch U = g (WOH)F. Wegen (1) 
ist Wr\H auch 7 7 H-Umgebung, es gibt also eine 7-Umgebung VCH 
mit V.\HOCWoH und folglich © 


-1 -—1 
q (VAR = 9 (VAR)AFCU, 
Math. Ann, 135 24 
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d.h. U ist auch 7 M’7\F-Umgebung, wie behauptet. Bemerkung: Sind alle 
F¢2 WM-invariant, so kann man TM OFS T72'M'\F mit Hilfe von 
(1) und (13) unmittelbar ausrechnen. Die Gleichung M’'Q*= 2° M'Q" folgt 
wegen 2°Q°= Q' <i aus M'Q’< Q2°M’ durch Multiplikation mit 2° von 
rechts. Ahnlich folgt aus MMCM wegen (2) und (5) durch Linksmulti- 
plikation derselben Ungleichung mit M’ die Ungleichung M’'Q2° < M’Q’M’ 
und hieraus fiir M* < : trivialerweise M’'Q*= M'Q* M’. 

DaB (14) nicht mehr richtig ist, falls man keine Voraussetzungen iiber M macht, 
zeigt das folgende Beispiel: Sei Z der Raum der stetigen Funktionen einer reellen Ver- 
anderlichen z mit kompakten Tragern, 7 die Topologie der gleichmaBigen Konvergenz, 
F.,(bzw. F') der Unterraum aller links von n (bzw. rechts von —n) verschwindenden / € EZ, 
n = 0, 1,2,..., 2,= {PF}, 2; = {F'},. Durch (gf) (x) = {(—2) ist ein Automorphismus 
q von £ definiert, der die Systeme 2, und 2, vertauscht. Daraus folgt 2:q°= 2), 
Qe =2:. Da Fy = TF ist, gilt: 

ITR=FRz, FRG=F. 
Man sieht sehr leicht, dab 7 2: und J 2; unvergleichbar sind. -Folglich sind auch 
q°2; und 2°q° unvergleichbar. 
(15) Liegt qE fiir jedes g¢ M in einem F ¢ Q, 80 ist Q°M°=AM’. 
Aus (1) folgt dann nimlich FTQ°*\qgE=Z7A\qE fir alle g¢ M. Aus (3) 
folgt hieraus 7 Q°M'= 7AM‘, d.h. (15). 

Wir leiten mun einige Beziehungen zwischen den Funktoren M° und den in 
§ 1, 8) definierten Funktoren 6° her. | 
(16) Existiert zu jedem g € M und jedem H € b ein (u. U. von q und H abhéngiges) 
H’'¢€b mit qH’ CH, so ist Mb’ s 6° M’. 

(17) Existiert zu jedem q € M und jedem H € b ein (u. U. von q und H abhdngiges) 

H’¢b mit H’Cq@H, so ist 6° M' < M'd’. 

(16), bzw. (17) folgen aus den Relationen 7 (U) + H'c VU + H), bzw. 

7 (U + H’)c Vw )+ H. Die erste ist evident, die zweite einfach zu zeigen: 

Sei gz =y+z mit y¢ U und z¢€H’. Nach Voraussetzung ist z = gh mit 
-1 =1 

he H, also g(x —h) = y€U, dh. re—he gq (U), ce q(U)+4H. 

Trivial zu beweisen ist ferner folgende Regel : 
(18) Existiert zu jeder 7 -Umgebung U und zu jedem q « Mein H €b mitqgH CU, 
so ist T M*h’= 7M’. Existiert insbesondere zu jedem q¢ M ein HEb mit 
qH = 0, so ist M’>°=.M’: 
SchlieBlich definiert das System M auch noch den Funktor p’= p(M)’, der 
zum System p = p(M) = lg (0)\ocaa gehért. Hier gilt die Formel 
(19) Mp=M' fir p=p(M). 

Wegen «<p ist M'< M'p’. Die Umkehrung M'p’ < M’ folgt aus der 

-1 = ms 

Identitat g(U)= g(U)+ 7 (0). 
(20) Eaxistiert zu jedem q € Mein r € M mit qr = q, so ist M' <p’ fiir p = p(M). 

Beweis: Sei U eine 7 -Umgebung, qg und r aus Mmit gr =q. U + 7 (0) 
ist allgemeine 7 p*-Umgebung. Sei 2€ + (U), d.h. rx¢€U. Dann ist 
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qz=qrxz¢eqgU,d.h. xe q qUu)=U+ q (0), also r (U)C U+ q (0). Hieraus 
folgt (20). Aus (19) und (20) folgt: 
(21) Ist M fiir 7 stetig und geniigt den Bedingungen in (20), so ist 7 M'= 7 p* 
fir p = p(M). 

Aus (20) folgt 7 M’ <= 7p’, aus (19) und (7) folgt 7p’ s 7 Mp =T7 M’. 
Also gilt (21). ‘ 


Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den dualen Raumen E(7 )’ 
der topologischen Vektorriume E (7 q) fiir verschiedene Funktoren @ unter- 
suchen. Der affine Raum £ bleibt dabei weiterhin stets fest. Bezeichnen wir 
mit Z* den algebraisch dualen Raum zu £, so kénnen und wollen wir die zu 
den verschiedenen Topologien 7 von £ gehérigen dualen Riume E(7)’ alle 
als Unterréume von E* auffassen. Ist 7, < 7,, so ist B(7,)'C E(7,)'. Die 
auf EZ x E* kanonisch definierte Bilinearform bezeichnen wir mit (z, y), 
x¢€ E, y¢ £*. Ist gq ein Endomorphismus von Z, so sei ‘g der durch (gz, y) 
= (x,'qgy) auf E* definierte transponierte Endomorphismus. Ist M ein System 
von E-Endomorphismen, so sei ‘M das System der ‘g, g¢ M. Ist F* ein Teil 
von £* und ‘M ein System von #*-Endomorphismen, so sei ‘*MF* der von 
allen ‘gy mit ‘g¢'M, y¢ F*, aufgespannte Unterraum von Z£*. Sind alle 
q¢M 7-stetig, so ist ‘ME(7)'CE(7)’. 

Wir betrachten von jetzt an nur noch lokal konvexe Topologien auf E. 

Alle bisher definierten Funktoren bilden lokal konvexe Topologien auf 
lokal konvexe Topologien ab, ferner sind die Funktoren M’, 2° und 6’ alle 
mit A vertauschbar. AuBerdem ist stets #(7/)'= E(7)’. Wir beweisen nun 
folgende grundlegende Formel: 

(22) E(7 M’)'=*ME(7)’. 
Sei / der in § 1, y) definierte Homomorphismus z > A qx von E auf den 


Teil 1(Z) des Produktraumes Z™. Die Topologie 7 M’ ist aouke so definiert, 
daB jedem y¢ E(7M’y’ ein 7 €1(Z)' entspricht mit 


fiir alle x ¢ Z. Wegen des Satzes von Haun und Banacu kénnen wir sogar 

annehmen, daB8 9 ein stetiges lineares Funktional auf 2M(7™) ist. Wegen 

(BM) = SY E,(7) (algebraische direkte Summe) ist 7 = y, endliche 
cM i 


q i 
Summe mit Summanden y,¢€2,,(7)' und folglich (I(x),¥) = 2,(q,2,y,) 
= (xz, 2;'4y,), dh. (x, y) = (2, 2;'ay), y= 2 *giys. Das heiBt aber, die 
y¢€E(7M’‘) sind genau die endlichen Summen 2; ‘g,;y; mit y,¢ E,,(7)’ 
= E(7)', mit anderen Worten: E(7 M’)'=*ME(7)’. Als Folgerung erhalten 
wir den Satz iiber die Distributionen mit kompakten Tragern in folgender 
allgemeinen Fassung: 

(23) Sei M ein System von E-Endomorphismen, Q ein Geriist von E und 
ein Funktor mit Q'y = gy. Fiir jede Topologie 7 mit 7M yo = 7 pM gilt: 
E(7 W229)’ = '*ME(7 o)’, 

insbesondere gilt diese Formel fiir alle 7, falls M* mit ~ vertauschbar ist. 
24* 
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Es ist namlich TM'Q'o=7M'y=T7q@M’, so daB (23) nunmebr 
unmittelbar aus (22) folgt. 

Nach (15) kénnen wir uns leicht Funktoren @ der in (23) genannten Art 
beschaffen : 
(24) Sei M und 2 wie in (23) und E ein System von E-Endomorphismen. 
Liegt {E fiir jedes fcE in einem HE Q und ist [ME]=[(EM|, so gilt: 

B(FTWQ'EY = *ME(ZE) = (ME R(Z) ="E (7M). 

Wegen (4), (5) und (15) erfiillt @ = E* die Voraussetzungen von (23), so 
daB (24) aus (22) und (23) folgt. 


§4 


Sei X ein lokal kompakter Raum und £ ein Ring stetiger Funktionen 
mit kompakten Tragern auf X. Fiir jedes Kompaktum KC X sei Ex der Teil 
aller f¢ #, deren Trager in K liegt. 2 = {Hx} ist dann ein Geriist von EZ. 
Jedem /¢£# ordnen wir den Endomorphismus g,;: x fz, x¢€ H, zu und 
bezeichnen mit E die Menge aller dieser g,. Sei M, ein System von E-Endo- 
morphismen mit [M,E] = [EM,] und M die von M, erzeugte Halbgruppe: 


M= U Mk. Ist 7 eine Topologie auf Z, so bezeichnen wir die Elemente 
k>0 
des dualen Raumes E(7M‘Q") als 7-M,-Distributionen. Wir haben 


zwei Méglichkeiten, lokale 7-M,-Distributionen zu definieren: 
» n 
Eine 7-M,-Distribution z heiBt stark lokal, wenn sie die Form z= 3° ‘g,, y; 


i=l 
hat mit f;¢ BE, y,¢ B(7 MQ)’. 

Eine .7-Mg)-Distribution z heiBt schwach lokal, wenn ein kompakter Teil 
K CX existiert, so daB (h,z) = 0 ist fiir alle h ¢ Z, deren Trager zu K fremd 
ist. Statt ,,z ist schwach lokal* sagen wir auch ,,z hat kompakten Trager. 

Es ist klar, daB jede stark lokale Distribution auch schwach lokal ist: 
Ist z = 'g,y stark lokal, f ¢ £, so ist (h, z) = 0 fiir alle h, deren Trager zum 
Triiger von / fremd sind. Aus (22) folgt 
(25) Die stark lokalen 7F-N,-Distributionen sind genau die beziiglich 
TF WW 2° E stetigen. 

Um auch die schwach lokalen topologisch zu kennzeichnen, fiihren wir 
das System 6 der Unterriume Fg aller Funktionen /¢ Z mit zum Kompaktum 
KC X fremden Trager ein. Dann ist klar: 

26) Die schwach lokalen 7-NM,-Distributionen sind genau die beziiglich 
TF WM 22° b° stetigen. 

Der folgende Satz zeigt, daB in den wichtigsten Fallen stark lokale und 

schwach lokale Distributionen tibereinstimmen : 


(27) Gibt es keinen Punkt aus X, in dem alle f ¢ E verschwinden und existiert 
zu jedem [¢ E ein g € E mit fg =f, so sind die stark lokalen und die schwach 
lokalen Distributionen identisch. 

Da wir schon wissen, daB jede stark lokale Distribution auch schwach lokal 
ist, wird (27) aus der Ungleichung 7 M°2°E°< 7M‘ 2Q'b° folgen, die wir 
nun beweisen werden. 
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Sei p = p(E) = 7 0)} ce: Aus der zweiten Voraussetzung folgt, daB zu 
jedem q ¢ E ein r ¢ E mit gr = q existiert, aus (20) folgt also E* < p*. Nun sei K 
ein kompakter Teil von X. Zu jedem 2¢ K existiert ein {¢ Z mit f(x) +0 
und ein g ¢ E mit fg=/. Die Menge aller y« X mit g(y) = 1 ist eine Um- 
gebung U(x) von x. Da K kompakt ist, wird K von endlich vielen dieser 
U (x) tiberdeckt, etwa von U(z,) bis U(z,). Sind Got =], , n, die zugehéri- 


gen Funktionen, so liegt die Funktion g = 1 — Lo —g,;) in E und fir 

x¢€ U(a,;) ist g(x) =1—J7(1 —g,(z)) =1, dh. 9(2) =1 auf K. Daraus 

folgt, daB K im Inneren des Tragers G von g liegt. Ist nun g,/ = gf = 0, 
ol 

so folgt, daB f zu K fremden Trager hat, also g, (0)C Fy. Hieraus folgt weiter 

p’ =’, also erst recht E°’< 6° und TM'Q'E’ < JT M'2Q'b’, wie behaupet. 


Wir haben gezeigt, daB es zu jedem Kompaktum K aus X eine Funktion / 
aus E gibt, die auf K gleich 1 ist. Ist nun z eine lokale Distribution und 
(h, z) = 0 fiir h ¢ Fx, so ist insbesondere h — fh = h—q,h¢ Fx fiir alleh¢ E 
und folglich (h, z) = (q,h, z) = (h,*g,z) fir alle h, d.h. es ist z= ‘g,z. Wir 
fassen zusammen: 

(28) Haben X, BE, M, E und b ihre bisherige Bedeutung und gelten die Voraus- 
setzungen von (27), so sind die folgenden vier Aussagen dquivalent: 

1) z ist eine 7 M’°Q°E’- stetige Distribution. 

2) z ist eine TM’Q"h*- stetige Distribution. 

3) Es existiert ein q ¢ E mit z = ‘gz. 

4) z hat kompakten T'réger. 


Wir kommen nun zuriick auf die bisher nicht benutzte Bedingung [M,E] 
= [EM,]. Aus ihr folgt leicht durch Induktion [M‘E] = [E M4] und weiter 
[ME] = [EM]. Wir zeigen 
(29) Ist E 7 -stetig, so ist E auch J M’Q2’-stetig. 

Der Endomorphismus qg¢ E ist genau dann 7 M’2’-stetig, wenn er fiir 


jedes Kompaktum K auf Ex(7M'o\ Ex) stetig ist. Sei + (U) AE eine 
allgemeine 7 M' /\ Ex-Umgebung, r¢ M, U allgemeine 7-Umgebung. Wir 


miissen zeigen: Es gibt eine 7 M’-Umgebung W in FE mit Wo Ee 7 (r (U) 
\ Ex) \ Ex. Wegen qu 7 (U) \ Bx) \ Ex= a(7 (U) N 7 (Ex) \Ex= 
(rq) (U) A Ex geniigt es zu oe. daB eine 7 M’-Umgebung W in (rq) (U) liegt. 
Aus [ME] = [EM] folgt rq = - > ait mit g,¢ E, 7,6 M. Sei V eine a Umge- 

bung mit V+V+---+V(n mal) in U. Da og 4% T -stetig —_, ist 4, (V) fiir 
i= 1 bis n eine 7-Umgebung und W= A r, (a (V) — n @) (V) folglich 
eine ZM'-Umgebung. Fiir z cw ist pr rze€ V, eee ree = 2 qy7;2€ U, 
d.h. WC(rgq)(U). Damit ist (29) bewiesen. 
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Wir hatten schon p’= p(E)’ < 6° gezeigt. Sei nun g¢ E und K der kom- 


pakte Trager von g. Fir h¢ Fx ist dann gh=0, d.h. h¢ g (0). Daraus 
folgt b° <p’. Folglich ist h°= p*. Aus (21) und (29) folgt nunmehr: 
(30) Sind alle q¢ E 7 -stetig, so ist FE = Tbh und TWQE=TM'2'h’. 
Wir bezeichnen verallgemeinernd die 7 -stetigen linearen Funktionale 

auf E als 7-Mafe und die 7 b’-stetigen als 7 -MaBe mit kompakten Tragern. 
Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir dann schlieBlich formulieren : 
(31) Set X ein lokal kompakter topologischer Raum, E ein Ring stetiger Funk- 
tionen auf X mit kompakten Triigern, E der Ring der Endomorphismen q,: 
f+>gf,g und f aus EB, M, eine Menge von E-Endomorphismen, M die von BM, 
erzeugte Halbgruppe, 2 das System aller Teilréume E, aller Funktionen {¢ E, 
deren Triger im kompakten Teil K aus X liegt, b das System der Teilriiume 
Fx aller Funktionen aus E, deren Triger zum Kompaktum K fremd ist und 
T eine Vektorraum-Topologie auf E: Sind die folgenden Voraussetzungen erfiillt : 

1) Zu jedem x € X existiert ein f ¢ E mit f(x) +0, 

2) zu jedem f ¢ E existiert ein g € E mit fg =f, 

3) [M,E] = [EM,]), 

4) E ist 7 -stetig, 
so gilt: 

E(7 MW 2b)’ = *ME(T by’, 
d. h. jede 7 -M,-Distribution z mit kompaktem Triger ist Summe z = 2'g,z; 
mit q,;¢ M und 7 -Mafen z, mit kompakten Triigern. 
Aus (29) und (30) folgt, daB in (31) der Funktor b* durch E* ersetzt werden 

darf. Die Gleichung folgt dann aus (24). Wir bemerken noch, daB aus den 
Bedingungen 1) bis 3) in (31) folgt, daB M auch 2-lokal ist. 


Literatur 


[1] Boursaki, N.: Espaces vectoriels topologiques. Paris 1953/1955. — [2] Enren- 
PREIS, L.: Theory of distributions for locally compact spaces. Mem. Amer. math. Soc. 
21 (1956). — [3] Sesasti4o & Suva, J.: Sur une construction axiomatique de la 
théorie des distributions. Univ. Lisboa Revista Fac. Ci. A (2) 4, 79—186 (1955). — 
[4] Scuwarrz, L.: Théorie des distributions, I, II. Paris 1950/1951. 


(Eingegangen am 8. April 1958) 


' 
| 
' 
| 
' 
| 
' 
' 
' 





a! tet fee ae Ge 











Fetscuer, W. 
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Beziehungen zwischen verbands-ahnlichen Algebren 
und geregelten Mengen . 


Von 
Watrer Fetscuer in Freiburg Br.* 


Depexrnp hat in zahlreichen Aufsitzen den Begriff der Dualgruppe ein- 
gefiihrt: als einer Algebra mit zwei binaren, eindeutigen und iiberall definierten 
Verkniipfungen, welche noch gewissen Operationsregeln geniigen miissen. Es 
ist wohlvertraut, daB die Dedekindschen Dualgruppen — bei festgehaltener 
Grundmenge — umkehrbar eindeutig einer gewissen Klasse von geordneten 
Mengen entsprechen: derjenigen namlich, in denen irgend zwei Elemente stets 
ein Supremum und stets ein Infimum besitzen: den Verbinden. Und dieses 
Entsprechen ist dadurch eindeutig festgelegt, daB das Resultat der einen Ver- 
knipfung gerade das Supremum, dasjenige der anderen aber gerade das In- 
fimum der beiden verknipften Elemente liefern soll. 

Was sich nun iiberhaupt von dieser Entsprechung sagen lasse — jetzt 
aber zwischen ganz allgemeinen Algebren und beliebig ,,geregelten‘, nicht 
notwendig geordneten Mengen genommen —, das soll im folgenden untersucht 
werden'). Von dem selbstaéndigen Interesse abgesehen, welches solche Be- 
trachtungen gewahren, scheinen sie auch einem seit einiger Zeit bestehenden 
Bediirfnisse entgegenzukommen: man ordnet einer Algebra eine geregelte 
Menge, dieser wieder eine Algebra zu — wann ist diese neue Algebra mit der 
ersten identisch? Wann wenigstens lat sich die erste Algebra in die neu 
entstehende einbetten? Und selbst tiber die seit langem schon untersuchten 
Dedekindschen Dualgruppen finden sich dann, von neuen Gesichtspunkten 
aus, auch neue Einsichten. 

Das Eigentiimliche jenes Entsprechens aber liegt nicht darin, da8 durch 
ein Paar bestimmter Abbildungen gewissen geregelten Mengen umkehrbar 
eindeutig Algebren, verallgemeinerte Dualgruppen, zugeordnet werden, sondern 
es sind ganze Kollektive geregelter Mengen, leicht zu tibersehen in ihren 
ordnungstheoretischen Eigenschaften, die man auf wieder ganze Kollektive 
von Algebren abbildet, so daB die ordnungstheoretische Kollektiv-Struktur 
dann eine algebraische hervorruft, durch die sie umgekehrt eindeutig fest- 
gelegt ist. Das ist der Grund, weshalb diese Abbildungen in der ,, Verbands- 
theorie‘‘ eine solche Rolle spielen, weshalb man dort nicht mehr zwischen 
ordnungstheoretischer und algebraischer Struktur zu unterscheiden braucht, 


*) Der Inhalt dieses Aufsatzes findet sich in der Dissertation. des Verfassers (Freie 
Universitat Berlin.D 188). Den Referenten derselben, den Herren Professoren F. W. Levi 
und H.-H. Ostmann, ist der Autor fiir kritische Bemerkungen sehr dankbar. 

1) Eine andere,-abor verwandte Fragestellung liegt der Arbeit Scamupt [10] zu Grunde. 
Math. Ann. 135 25 
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weshalb dann in einer Aussage zugleich ordnungstheoretische und algebraische 
Terme nebeneinander stehen kénnen. Und alles dieses ist AnlaB genug, jene 
Zuordnungen einem eigenen Studium zu unterziehen. 


1. Definitionen und Hilfsmittel 


Sei £ eine Menge; unter einer (binaren) Relation R auf werde eine Teil- 
menge des Produktes H x EF verstanden; das Paar (H, R) heiBe dann die 
durch R geregelte Menge iiber E; statt (x,y) « R schreibe man xRy, und fiir 
bindre Relationen R sollen auch die Zeichen >, =, — geschrieben werden. 
Fiir bindre Relationen R sind in iiblicher Weise die Eigenschaften erklart, 
reflexiv, transitiv oder antisymmetrisch zu sein; eine reflexive, transitive und 
antisymmetrische Relation heiBt eine Ordnung, (EZ, R). dann eine geordnete 
Menge. Ist (#, R) durch R geregelt, G eine Teilmenge von Z, so heiBt ein w 
aus E eine obere R-Schranke von G, wenn fiir alle x aus G gilt wRx?); ist R> 
die zu R inverse Relation (d. h., xR-1y genau wenn yz), so heiBt eine obere 
R-.Schranke auch eine untere R-Schranke. Im folgenden sei FR stets anti- 
symmetrisch; gibt es eine obere R-Schranke v von G, welche zugleich untere 
R-Schranke der Menge aller oberen R-Schranken von @ ist, so heiBt v ein 
R-Supremum von G: v = R-sup G; es gibt héchstens ein solches v, und es gilt 
dann vRv. Gibt es eine obere R-Schranke u von G, welche zugleich untere 
R-Schranke der Menge aller von u verschiedenen oberen R-Schranken von G 
ist, so heiBe uw ein bedingt-reflexives R-Supremum von G: u = R-bsup G; es 
gibt wieder héchstens ein solches u, und jedes gewohnliche ist auch bedingt- 
reflexives R-Supremum von G. Ein (bedingt reflexives) R-'-Supremum von G 
heiBt auch (bedingt-reflexives) R-Infimum von G. Als reflexive Hiille 0 R 
von R bezeichnet man die Vereinigungsmenge (in EZ x £) von R mit der 
Relation D aller (x,y) mit x =y, als irreflexiven Kern io R von R das Kom- 
plement von D in R, gilt oR = R, so heiBt R irreflexiv. In irreflexiv ge- 
regelten Mengen gibt es nur bedingt-reflexive Suprema; ist R antisymmetrisch 
und gilt weder x =y, rRy, yRz, so folgt R-bsup {x,y} = o R-sup {x,y} und 
to R-bsup {x,y} = R-sup {x,y}, wobei mit den linksstehenden Elementen auch 
die rechtsstehenden vorhanden sind und umgekehrt. Ferner sind bei anti- 
symmetrischem R die Aussagen x = R-sup {x,y} und 2 = R-bsup{z, y} aqui- 
valent und haben die Aussage zRy zur Konsequenz; findet nun — Anti- 
symmetrie von R vorausgesetzt — davon auch die Umkehrung statt, also 
xRy aquivalent zu z = R-sup {x,y}, so nenne man FR oberhalb-reflexiv. Mithin 
ist R genau dann oberhalb-reflexiv, wenn aus Ry auch xRz folgt, oder 
genau dann, wenn alle bedingt-reflexiven Suprema schon gewéhnliche Suprema 
sind, also beide Begriffe dasselbe bestimmen. 

Seien M, N zwei Mengen, 9 eine eindeutige Abbildung von M in N, y eine 
eindeutige Abbildung von N in M; sei ® die Menge der Fizelemente von y@ : u 
in ® genau dann, wenn u = y pu; sei V die Menge der Fixelemente von gy. 


*) Was unter der Redeweise ,,eine Aussage gilt in einer geregelten Menge“ (,,eine 
Aussage (Regel) gilt in einer verbands-dhnlichen Algebra‘‘) zu verstehen sei, -findet sich 
bei Hermes [8], p. 158. 
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Offenbar ist ein g- (oder w-)Bild eines wy p- (oder my-)Fixelementes wieder 
fix und also ein fixes Urbild desselben; ® wird daher durch » umkehrbar 
eindeutig auf YY abgebilde+ und die Umkehrung dazu wird von y geliefert; 
eine Teilmenge von ®, die u..e y-Bilder von ¥ enthiilt, ist also schon gleich ®. 
Die Mengen M und N mégen nun durch Relationen >, >, geordnet sein; 
das Paar (gy, y) heiBt dann eine Galois-Korrespondenz gemischten T ypus’ 
zwischen M, N*), wenn gilt 


(1,) GUS fy>M My folgt Puy>Nn Pie, 
(1,) aus ¥, >N¥q folgt yr, >myrs, 
(d.h., py, y wachsen monoton ) 


(13) Y PH >ME (d.h., wop ist extensiv), 
(1,4) y>n pyr (d.h., py ist intensiv). 


Die Fixelemente von y@ heiBen dann auch abgeschlossen, die von py offen. 
Fir solche Galois-Korrespondenzen laBt sich nun ein Fortsetzbarkeits-Theorem 
aussprechen. Seien M, N durch >y, >y geordnete Mengen, eine eindeutige 
Abbildung von M in N, yw eine eindeutige Abbildung von N in M, we sei extensiv 
auf M; Teilmengen K von M mégen durch die Spur von >, geordnet sein, 
und g sei die Spur von @ auf K; schlieBlach sei A eine Teilmenge von M, welche 
das w-Bild von N enthilt, und das Paar (q4, y) sei eine Galois-Korrespondenz 
gemischten Typus’ zwischen A,N, fiir die alle Elemente von N offen sind. Es 
wird behauptet, daB eine Menge 2 mit den folaenden Eigenschaften existiere: 


(2, (2)) w(N)C QM, 


(2,(2)) (Qa, y) ist eine Galois-Korrespondenz gemischten T ypus’ zwischen 
Q,N, 
(2, (2)) Fiir alle K folgt aus (2,(K)), (2,(K)) auch KC Q. 


Durch Q wird also die ,,gréBte médgliche“ Foitsetzung der Galois-Korre- 
spondenz (g,, y) bestimmt. Zum Beweis braucht man Q nur dafiir als 
maximal zu wahlen, daB g,g monoton wichst. Man fiihre eine neue Ordnung 
> auf M ein, die auf 2 mit > iibereinstimmen soll: es gelte yu, > 9 Ml, 
genau dann, wenn pu, >“, und pu, >y@~e,. Gibt es ein K mit (2,(K)), 
(2,(K)), so gilt fiir jedes x aus K 


(3) aus A€w(N) und A >yx folgt 4 >9x; 


durch (3) wird aber eine Menge Q mit (2,(Q)) definiert, (2,(22)) gilt per defi- 
nitionem, so daB nur (2,(2)) noch nachzuweisen bleibt. Fiir w,, w, aus 22 ist 
also zu zeigen, daB w, >m, auch w, >g@, nach sich zieht; wegen ¢ w,¢N, 
ypo,€ y(N), pea, >m@>me, YPO,>me, folgt aus (3) zunichst 
YP, >g@,; wegen NC Y aber pa, = py(y~a,) = p(y yo), also mit 
Y P®, >me@, auch’ py —a, >N Pog PO, >N PO, — Unter Voraussetzung 
*) Eingefiihrt von Benapo [1], Bezeichnung nach Scumupr [9]. 
25* 
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von (2, (K)) ist (2,(K)) aquivalent dazu, daB wy gx ein Hiillenoperator sei: aus 
@, >m@, folgt dann nimlich ypo, >mypa,, wegen ppa,cA, pa,€ ¥ 
(¢ = 1, 2) und der Monotonie von g, also py go, >n PY POs YO, >N PO, — 
durch Q wird also auch die gréBte mégliche Fortsetzung des Hiillenoperators  , 
bestimmt. 

Unter einer verbands-dhnlichen Algebra A iiber E — kurz v-Algebra — werde 
ein Tripel (Z, U, ©) verstanden, gebildet von Z und zwei zweistelligen, ein- 
deutigen, nicht notwendig iiberall definierten Verkniipfungen ~ und 1 
auf Z; Pw sei der Definitionsbereich von U, P-\ der von 1; sind die 
Verkniipfungen iiberall (d. h. auf ganz Z x 2) definiert, so heiBe A komplett. 
Um gewisse Klassen von v-Algebren auf bequeme Art auszuzeichnen, wird 
zunachst erklart, was eine Regel sein soll: mit Hilfe der Buchstaben z, y, z, . . . 
und der vier Zeichen , /\, (,) erklart man gestufte Terme: x, y,z,... seien 
Terme erster Stufe; steht fir 7', ein Term n,-ter Stufe, fiir 7’, ein Term N,-ter 
Stufe, so seien Terme (n,+ n,)-ter Stufe*) 


(4,) T,UT, und 7,7, falls n»x=n,=—1, 

(42) T,U (T,) und T, (7) falls n,= 1, my+1, 
(45) (7,)UT, und (7,) VT, falls n,+ 1, n,=1, 
(44) (7,;)U (T,) und (7,)- (7)) falls n,+ 1, n+ 1; 


die fir 7',, 7’, stehendén Terme heiBen dann Komponenten des so definierten 

neuen Terms; stehen fiir S,, S, zwei gestufte Terme, so heiBe die Zeichenreihe 

S,= S, eine Regel. Klassen kompletter v-Algebren lassen sich dann durch die 

Forderung definieren, daB in ihnen gewisse Regeln gelten sollen®); dieses 

Klassifikationsprinzip wird wie folgt auf nicht komplette v-Algebren aus- 

gedehnt*). Fiir jede Ersetzung von z,y,z,... durch Elemente von £ sollen 

die Terme erster Stufe sinnvoll und die eingesetzten Elemente von ihnen dar- 
gestellt heiBen; ist S ein gestufter Term, sind 7,7, seine Komponenten, 
stellen sie fiir eine bestimmte Ersetzung die-Elemente ¢,, ¢, dar, so heiBe 8 fiir 

diese Ersetzung sinnvoll, wenn S gleich T, VU T, (oder gleich 7, /({T;), (7;)U T 

(T;)U (T,)) ist und (t,,4,)¢€ Pu gilt, +, Ut, heiBe fiir diese Ersetzung von S 

dargestelit, ferner heiBe S auch dann fiir diese Ersetzung sinnvoll, wenn S gleich 

T,\ T, (oder gleich 7, -\ (7), (7) 0 72, (T;) A (7,)) ist und (t,, t,) € Po gilt, 

t, -\t, dann fiir diese Ersetzung von S dargestellt. Steht nun (Y) fiir eine Regel 

S,= S,, so gelte in A (i, k = 1, 2,4 + k) 

(Yi*), wenn fiir jede Ersetzung gilt: ist S, sinnvoll, s von .S, dargestellt, so 
ist S, sinnvoll, s auch von S, dargestellt; 

(Yi*), wenn fiir jede Ersetzung gilt: ist S, sinnvoll, s von S, dargestellt, 
und sind die Komponenten von S, sinnvoll, so ist S, sinnvoll, s auch 
von S, dargestellt ; 

(Y;), wenn fiir jede Ersetzung gilt: sind S,, S, sinnvoll, so stellen sie das 

gleiche Element dar. 


*) Die Unterscheidung dieser vier Fille dient nur der Festlegung des Klammern- 
schreibens; xy, z\/(z\Vy) sind Terme, (z\y), z\/ ry sind keine Terme. 

5) Man vergleiche FuBnote 2 
*) Eine ahnliche Konstruktion bei Gzorce [7]. 
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Seien (Y) und (X) zwei Regeln, welche die gleichen Klassen kompletter 
v-Algebren definieren; durch (¥}*), (X}*) (j= 1, 2,3, fest) brauchen dann 
nicht notwendig dieselben Klassen nicht-kompletter v-Algebren bestimmt zu 
werden. Es wird nicht immer méglich sein, gewisse Klassen nicht-kompletter 
v-Algebren nur durch Regeln und deren Abschwachungen zu definieren, man 
wird andere, explizite anzugebende definierende Aussagen heranziehen miissen. 
Bezeichnet jetzt (YY) eine solche, so sei (Y’\) die duale Aussage: man erhilt 
eine (¥) liefernde Aussageform, indem man in der (YY) ergebenden die 
Zeichen und /\ vertauscht. Stimmt die durch (YY) (..., (ZY), ...) de- 
finierte Klasse mit der durch (¥“)(...,(Z/), . . .) definierten dhesdia, so gilt 
offenbar ein Dualitatsprinzip. 
Material der folgenden Untersuchungen werden sein die Regeln 


(IY) ryr=2 

(KY) rvuy=yvuer 

(BY) a= 2\(rUy) 
(BaY) ruy=2uU(zvuy) 
(ASY) rU(yU2z)=(xUy)Uz 
(AUY) rU (yU2) = (xUy)U(zU2) 


sowie die Aussagen 

(RY) zu jedem z gibt es ein y mit (x,y) € PU 

(GY) aus (z,y)€ PU und rUy==2z folgt (z,y)€ Po und zn y=y 

(SY) aus (z,y)€ PU, (2,2z)€PU, (y,2z)€ PU, (rUy,rU2€ Pu, 
yvz+y, yuz+2z, rVUy=2VUz—-2 folgt (zx, yUz)¢ PU und 
rU(yU2) =(rUy)U (r#U2) 

(Sa*) aus (z,y)€ Pu, (2, 2)€ PU, (y,z)€ PA, ynt#y, yz +2, 
rey=y, rV2z=2 folgt (xz, yz) ¢€ Pu und rU (yz) 
= (zU y)N(z@U2) 

(EY) gibt es ein v mit (v,y)€ PU, (v,z)€ PU, vyy=vUz=», und 
folgt aus(z,y)€ PU,(z,z)€ PU,rtVUy=2Uz= zauch(z,v) € PU 
und z\/v = g, so gilt (y,z)€ PU 

(Za) gibt es ein v mit (v, y) € Pu, (v,z)€ PU, vu y=y, vvz=2z und 

- folgt aus (z,y)€ Pu, (#%,z2)€PU, tUy=y, rVUz=2z auch 
(z,v)€ Pu und zUVv =», so gilt (y,z)€ PA 

(TY) aus (a, y)€ Pu, (z,2)€ Pu, > Kea SP Gih'¢ PU 
(xz, yU2)€ Pu und eU(yU2) =(zUy)U(zU2). 

Damit spatere Darlegungen nicht unnétig unterbrochen werden, seien schlieB- 

lich einige Hilfsrechnungen zusammengestellt, denen selbstandiges Interesse 

nicht zukommt. In kompletten v-Algebren gilt 
(5) aus (BY), (BY) folgt (IY), (1%), 
(6) aus (KY), (IY), (ASY) folgt (AUY), 
(7) aus (KY), (IY), (ASY) folgt (Ba) . 
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Dies prift man mihelos nach. Gilt in nicht kompletten v-Algebren (K}*’), 
so ist (AS}2’) mit (AS?"V) und (AS}V) mit (AS?'V) aquivalent. Allgemein 

findet man: 

(8) aus (K}®Y), (K}?4), (Bi2Y), (Bi) folgt dié Aquivalenz von (RY) und 

(R’); gilt dann noch (RY), so auch (I?'). 

Denn wegen (RY) gibt es dann ein z mit xU y =z, so daB (R‘) aus (BI?) 

folgt. Wegen x-\z=2 nach (B}*Y) ergibt (BY?) dann z= 2U (nz) 

=2zUz2. 

(9) aus (K}®’), (K}®), (BY), (Bi?’) folgen (GY) und (G‘). 

Denn aus UV y= 2 ergibt (K}?’) yux=2, (BEY) also y= yn(yU2) 

= yz. 


(10) aus (K}°), (Ky), (BY), (BY) folgt (Ba}?”). 
Man wende namlich (@“) auf (B}*) an. 
(11) aus (K}°’), (K}?‘), (Bi?”), (BY) folgt die Aquivalenz von (S’) mit 


(Sa) und (E’\) mit (Ea’). 
Das liefert eine Anwendung von (GY) und (@‘). 
(12) aus (AU3',,) folgt (S“), aus (AU?) folgt (T’). 
(13) aus (Kj°Y), (K}*), (By), (BP), (AS?) folgt (SY). 
Denn man hat x= 2Vy=yUr=yU (t£U2)=yU (eU2) = (yU2U2 
und nach (Ba}®Y) auch x= 2Uy=2U(rUy)= (rUy)UZ = (rUy)U 
U (zxU 2). 
(14) aus (K}"’), (Kj?), (B3?Y), (B}?%), (AS?Y) folgt (TY). 


Dies ergibt z= 2Uz=(rUy)Uz=(yUa2)Uz=yU(rU2z)=yz, also 
2=2VUe=2U (yV2) und z= 2VUz=(rVU y)U (x U2). 


2. Die Galois- Korrespondenz 
Im folgenden werde die Menge £ ein fiir allemal festgeh§lten. Sei A die 
Klasse derjenigen v-Algebren iiber Z, in denen (Kj) gilt; sei B die Klasse der 
antisymmetrisch geregelten Mepgen iiber HZ. Zu jeder v-Algebra A in A, 
A =(E,U,/7), erklart man eine durch > geregelte Menge ~A in'B: 
(15) x > y genau dann, wenn (z,y)€ PU und rv y= 2; 
zu jeder geregelten Menge B in B erklirt man eine v-Algebra yw B in A: 


(16) (z,y)€ PU genau dann, wenn x,y in B ein Supremum z besitzen, 
und dann z= xU y, 


(17) (z,y)€ PO genau dann, wenn x,y in B ein Infimum z besitzen, 
und dann z= x/\ y; 

in den Algebren aus yp B gelten dann offenbar auch (K}*’), (K!*). Gefragt 

wird zunachst nach den Klassen ® und Y der Fixelemente von y@ und gy. 
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In  liegen genau die oberhalb-reflexiv geregelten Mengen von B. Sei nim- 
lich B aus 8, B=(E,>), pyB=(#,~)), dann ist per definitionem x7 y 
aquivalent zu (z,y)¢ PU, x» y=2 in wB, dies aber wiederum Aquivalent 
zu x = >-sup{zx,y}. Diese Aussage aber ist genau dann dquivalent zu z > y, 
wenn > oberhalb-reflexiv ist. Zugleich ist gezeigt, daB aus x —) y stets x > y 
folgt, in Z x E die Relation = also eine Teilmenge von > ist.— Wirde man in 
(16) und (17) die Abbildung y mit Hilfe bedingt-reflexiver statt gewohnlicher 
Suprema und Infima definie.en, so bliebe die Klasse Y ungeandert; es kommt 
hier nur auf die Aquivalenz von x > y zu den ohnehin schon gleichwertigen 
Aussagen x = >-sup{x, y} oder x = >-bsup{z,y} an. 

Um @ zu charakterisieren, werden einige Hilfsbetrachtungen notwendig: 


(18) In A aus A gelte (K¥*Y), (K}*4), (Bal®Y), (Bi?4). Aus (y,z) € Pu 
in A folgt dann yuz> y, yU2>2 in pA, aus (y,z)€ PO ind 
folgt y > yz,z2> yOzin GA. 

Dies ist trivial. 

(19) In A aus A gelte (Ki), (K}?), (Baj®”), (BYP), (SY); dann folgt 
aus (y;z) € PU in A auch yvz= >-oup (g, 5} 6 in pA. InAausA 
gelte (K}?.), (Ki?4), (Bal?’), (Bi), (Sa); dann folgt aus (y,z)€ Pr 
in A auch y\z = >-inf{y, z} in pA. 


Denn nach (18) folgt aus (y, z) ¢ PU jedenfalls yvz> y,yUz> z,ausz> y, 
x > z ergibt sich per definitionem (z, y) € PU, (z,z)€ PU,rvy=2VUrt—za, 
nach (Ba}®’) daher z= rUy=2U(rUy)=2Ur=(rVUy)U(rU2). Falls 
yuz=y, so gilt > y, > yUz; ebenso, falls yvz=2z; andernfalls gilt 
nach (SY) (2, yuz)€ Pu und zU(yUz)=2, 2>yUz. Weiterhin folgt 
aus (y,z)¢€ Pr\ nochy> yNz,z> yz; ausy > z,z> xauch(y, z)€ PU, 
(z,z)€PU, yUr=2Vy=y, zVzrz—=—2£Vz2=z, also (trUy, rUZ)EPN, 
yOz=(xUy)A(eVUz). Falls ynz=y, so gilt y> 2, yoz> 2x; ebenso, 
falls y7\z =z; andernfalls gilt nach (Sa) (2, y\2z)€ PU und zU (yz) 
=Y/\Z, YMN2>2. 


(20) In A aus A gelte (K}®), (K}?%), (Ba}®’),-(Bl?), (SY), (EY); dann 
ist die Aussage (y,z)€ PU dquivalent dazu, daB in yA ein >- 
Supremum von y, z existiert, und es gilt dann yz = >-sup{y, 2}. 
In A aus A gelte (K¥*Y), (K}*), (Ba}?V), (Bi24), (Sa), (Ea’); 
dann ist die Aussage (y,z)€ Pr\ dquivalent dazu, daB in pA ein 
>-Infimum von y, z existiert, und es gilt dann y\z = >-inf{y, 2}. 


Gibt es nimlich ein >-Supremum v von {y,z}, so gilt nach (ZY) auch 
(y, z)€ PU ; die rickwartige Implikation sowie y\ z= >-sup {y, z} nach (19). 
Wortlich analog beweist man die zweite Behauptung. 
Damit zeigt man: In ® liegen genau diejenigen Algebren von A, welche dem 
Axiomensystem 
(21) ae. Balt SY EY 
(len BY“ Sa’ Ea‘ 
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geniigen. Sei namlich A in A und sei (21) erfillt, A=(Z,U, 1), popA 
=(E£,\J,™); nachzuweisen ist die Aquivalenz von (y,z)¢€ PU mit (y, z) € 
€P\) und yvz=y\([Jz; Entsprechendes fir ~ und [). Per definitionem 
ist (y,z)¢€ P| aquivalent zur Existenz eines >-Supremums v von y,z in 
vA, und es gilt dann v = y |_|z; nach (20) ist die Existenz eines > -Supremums 
v von y,z in @A aquivalent zu (y,z) € PU, und es gilt dann v = yz; die 
Uberlegungen fiir die Operationen - , [ verlaufen sinngema8. Dafiir, dab ® 
durch (21) definiert wird, ist also nach einer friiheren Bemerkung hinreichend, 
daB (21) fiir alle y-Bilder von ¥ gilt. Sei also Baus ¥, B=(HZ,>); in yB 
gelten per definitionem (K}*”), (K}*4), ferner (B}?“), da mit x > 27 y auch 
x > 2x, also x= xU (x7 y) gilt; ebenso ist (Ba}*’) erfiillt, denn mit xU-y > x 
gilt rvyy> xy, also rvyy=2xU(xUy). Weiterhin ergibt sich (SY): aus 
xUy=~2 folgt wegen x = >-sup{z,y} auch x >2, r= 2UT=(LUY)U 
U(xU2), andererseits z > y, x > z, mit existierendem yz also x > yz, 
wegen x > xdaher x = x (yz); ebenso sieht man (Sa’\), weil mit zU y= y, 
ruz=z gilt y> 2, z> 2, bei existierendem y/\z also y(\z> 2x, daher 
yOz> yz und (ynz)\Ue=ynz=(rtUy)(xU2z). SchlieBlich sind in 
yB auch (ZY), (Za) als wortliche Ubersetzungen der Definitionen von 
Suprema und Infima erfiillt. — Wiirde man in (16) und (17) die Abbildung y 
mit Hilfe bedingt-reflexiver statt gew6hnlicher Suprema und Infima erklaren, 
so stellten sich in dem @ definierenden Axiomensystem geringfiigige Ver- 
anderungen der Axiome (S), (Sa), (EY), (Za’\) ein. Ferner tiberzeugt man 
sich an Hand von Beispielen, daB in den Algebren aus ® die Aussage (B}*V) 
nicht zu gelten braucht. 

DaB @ durch gg in (sogar auf) Y abgebildet wird, ist bisher nur aus 
allgemeinen Satzen tiber Fixelemente von Abbildungspaaren geschlossen 
worden. Einen direkten Nachweis davon hat man sofort aus (Bal®V); die 
Klasse aller Algebren aus A, die in (sogar auf) Y abgebildet werden, wird 
durch die Forderung bestimmt, daB aus (z,y)¢ PU und zU y = z stets folge 
(zy, eUy)€ PU und rUy=2U (rU y). 

Fiir die weitere Untersuchung der Abbildungen und y erklart man in A 
wie folgt eine Ordnung: Liegen A, in A, Ay= (Z, U;, 1,4) (t= 1, 2), 80 gelte 
A,2= A, genau dann, wenn aus (z,y) € PU, stets (z,y)¢ PU, und rU,y 
= xy folgt, aus (x,y) € Pr, stets (x,y) € PA, und rn, ,y= ry; da 
die Verkniipfungen nichts anderes als Mengen geordneter Tripel von Ele- 
menten aus £ sind, kann man A,= A, auch dadurch erkliren, daB _, Teil- 
menge von \/;, (\, Teilmenge von /\, sei; statt A, > A, wird man auch sagen, 
daB A, in A, eingebettet sei. 

Man betrachte nun die Menge J" aller derjenigen A aus A, fiir die (K}*’), 
(Ki*) erfillt sind und ygA2A gilt, y@ also extensiv ist. Hs wird be- 
hauptet, dap sich I’ durch " ; 

Ki Bal2V SV 
(22) (len BA sas) 


definieren lasse. Aus (19) namlich folgt sofort, daB wy auf der durch (22) 
bestimmten Teilmenge von A extensiv ist. Gelte nun umgekehrt y pA 2 A, 
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A=(E,U,), gpA=(E,>); aus (z,y)€ PU muB dann rUy=>- 
sup{z,y}, aus (z,y)€ Pr auch 2-\y = >-inf{z,y} folgen. Als Supremum 
erfallt zy aber x y> x, was per definitionem gleichbedeutend ist mit 
(2zUy)\Ux=2zU y: also gilt (Bal®’); mit der Infimums-Eigenschaft von x7 y 
findet man ebenso (B!*“). Ware (SY) in A nicht erfiillt, so gabe es x, y, z 
in £, die den Voraussetzungen von (S) geniigten, wihrend (x, yz) € Pu 
verletzt oder, falls (x, yUz) € PU, doch xU (yz) von (xU y) U (xU 2) ver- 
schieden ware; 2 = 2Uz= 2U(xU2z)=(xUy)U(xU2z) nach (Bal®Y). In 
keinem Falle galte dann z > y\z, so daB, wenn iiberhaupt ein >-Supremum 
von y, z existierte, es jedenfalls von y U z verschieden wire, also auch yp A 2A 
nicht zutrife. Ebenso sieht man, daB (Sa) gelten muB, denn sonst wire 
wieder (z, y/\z) € Pu verletzt oder z\U (yz) von y/\z verschieden, so daB 
y(\z > xnicht gelten kénnte. Mithin ist (22) fiir die Algebren aus J’ erfiillt. — 
Man findet ein Beispiel einer Algebra aug A, in welcher auBer (K}*’) alle 
Forderungen aus (22) gelten, statt (K}®“) aber nur (Kf) erfiillt ist, und fir 
die immer noch yA 2 A zutrifft: tiber {x,y} als Z setze man xy y= yur 
=2,2Ur=2,2\y=y. 

Da die Algebren aus /" der Forderung (Ba}*”) geniigen, wird J’ durch , 
auf Y abgebildet; aus dem Bewiesenen folgt also: ist A eine Algebra aus A 
mit (K}?V), (Ki*4) und gilt ppA2A, 80 ist w@A fiz; ist also, (K!*Y), 
(K}**) vorausgesetzt, yg ,,im Punkte“ A extensiv, so auch idempotent. 
Daraus ergibt sich ferner, daB die maximalen Elemente von I’ schon in @ liegen; 
da die tiiber EZ gebildete Algebra mit leeren Verkniipfungen sicherlich zu ® 
gehért, liegt mithin jedes Element von /’ zwischen Elementen von ®. Man 
findet noch, daB (Z, U, 7\) aus [ genau dann einen Vorginger in ® mit 
nicht leeren Verkniipfungen besitzt, wenn es ein z in Z mit (x, z)¢€ P- und 
2/\x = x gibt. 

Betrachtet man die von gy hervorgerufene Partition von /’ (d.h., das 
System aller Teilmengen gy! B von I’ mit Baus Y; g;' B besteht aus allen A 
von I” mit @ A = B), so enthalt jede ihrer Klassen y-' B genau ein Element A, 
aus ®; da fiir A aus g-' B stets y pA = A, gilt, y pA 2 A, ist A, ein gréBtes 
Element von g;' B fiir die Ordnung von /’. In Verallgemeinerung eines Satzes 
von SorKIN”) gilt sogar: Fiir B aus V ist die Menge o;' B fiir die Ordnung 
von I" ein vollstiindiger Verband, dessen einziges zu D gehbrendes Element sein 
Einselement A, ist. Zum Beweis bezeichne Ay, Ay= (E,W 9,9), diejenige 
Algebra, fiir welche die Operation /, leer ist und (x,y) ¢ PU, genau dann 
gilt, wenn x > y oder y > z in B Statt hat; dann sei yy = >-sup{z, y}. 
Offenbar gilt ¢A y= ‘B, und A, liegt in J’, weil (K}®“), (B}?), (Sa”) trivialer- 
weise und (K}*Y), (SY) per definitionem gelten, (Ba!*’) aber wegen B ¢ ¥ er- 
fiillt ist; Ay ist also das kleinste Element von g;' B. Fir A aus/’, A=(E, , 4), 
gilt pA = B genau dann, wenn A 2 A, erfiillt ist und aus (z,y)€ PU,2xvy=2 
auch (x,y) € PU», txVgy= 2 folgt. Ist /7 eine nicht leere Teilmenge von 
gr ' B, A, aus IT, A,= (£,U,,7,), 80 folgt wegen (SY) aus (x,y) € PU,, daB 


7) SorKrn [11], Theorem 3. 
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zU,y in B gleich >-sup{z, y} ist; fiir alle A, aus 7 ist dann also rU,y das 
namliche, allein von gy-'B abhangige Element; entsprechend fir die Ope- 
ration ¢\,. Daher gibt es in A fir /7 ein Infimum A,,, A,,= (B,U nm, Om): 
(z,y)€ PU, wenn fiir alle A, in /7 gilt (z,y)¢ Pw, dann sei rU,,y 
gleich >-sup {x,y}; entsprechend fiir -,,. Es gilt per definitionem A,,> Ao, 
und aus (z,y) € PUm, ZU my = &, folgt (z,y) € PU», tUoy = &, also pA, 
= Ay; zu zeigen bleibt, daB A,, in [ liegt. Das aber bringt die Giiltigkeit 
von (22) in den Algebren aus /7 mit sich: sind etwa die Voraussetzungen von 
(SY) in A,, erfiillt, so in allen A, aus J7: also auch die Behauptung von (SV) 
in allen diesen A, und mithin in A,,. Daher ist A,, Infinum von /7 in J’, und 
durch Hiillenbildung gewinnt man dann ein Supremum von 77. Eine ent- 
sprechende explizite Definition dieses Supremums ist nur unter stairkeren 
Voraussetzungen méglich, etwa, wenn /7 nicht nur zu J’ gehdért, sondern sogar 
zu der (spater zu betrachtenden) durch (33) bestimmten Klasse von v-Algebren ; 
in diesem Falle ist das Supremum in J’ wieder einfach das Supremum in A. 

Es soll nun noch die Menge B so geordnet werden, da8 das Abbildungspaar 
(Qo, yw) za einer Galois-Korrespondenz gemischten Typus’ wird. Ordnete 
man B auf ,,natiirliche‘‘ Art, indem man die von der Inklusion gelieferte 
Ordnung der Relationen aus E x E iibertriige, so ware gp jedenfalls monoton, 
gy auf ganz B intensiv; man kann sogar sagen, daB irgend eine Ordnung 
von B, fiir die g monoton wiichse, feiner als die natiirliche Ordnung von B 
sein miBte. Die Monotonie von wy erzwingt man daher durch die folgende 
Festsetzung: Fir B,, B, aus B, B,= (H, R), B,= (£, 8), gelte B,=> B, genau 
dann, wenn SCR in Ex E und wB,2 wB, in A gilt; offenbar ist hier 
y B= y B, dazu aquivalent, daB aus z = S-sup{xz,y} auch z = R-sup {z, y}, 
aus z= S-inf{x,y} auch z = R-inf{z,y} folgt; jede weitere Ordnung von B, 
fiir die (y», y”) eine Galois-Korrespondenz gemischten Typus’ iat, mu8 dann 
notwendig feiner als die soeben konstruierte sein. Eine Kennzeichnung der- 
jenigen B aus B, fiir die gy intensiv ist, gewinnt man wie folgt: Liegt (Z, R) 
in B, so gilt genau dann (Z, R) => py(Z#, R), wenn in (Z, R) ein Element v 
schon dann R-Supremum von {z, y} ist, falls nur v obere R-Schranke von {z, y} 
mit vRv und zugleich untere R-Schranke der Menge aller oberen R-Schranken 
w von {z,y} mit wRw ist. 

Mit diesen Definitionen ist (po, yy) eine Galois-Korrespondenz gemischten 
Typus’ zwischen ®,. , fiir die alle Elemente von ® abgeschlossen, alle Elemente 
von offen sind. Zu zeigen ist dabei nur noch, daB gg monoton wachse: 
aus A,2 A, soll pA,= pA, folgen. Da aber pA, jedenfalls natiirlich gréBer 
als pA, ist, bleibt nur ygyA,2= yA, nachzuweisen, und das ist wegen 
y pA,= A, yp pA,= A, trivial. 

Vermége des eingangs bewiesenen Fortsetzbarkeits-Theorems laBt sich die 
Galois-Korrespondenz (go, yy) zu einer gréBten médglichen Galois-Korre- 
spondenz (g,4, ys) mit OC ACT fortsetzen; es scheint schwierig zu sein, 
dabei A anders als durch wortliche Ubersetzung von (3) zu kennzeichnen. Die 
Klassen ®, A und /' kénnen dann paarweise verschieden sein: Setzt man 
iiber {a, b, c} als Z fest xv y = c fir alle x, y mit (x, y) + (a, b), (x, y) + (0, a), 
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(a, b) ¢ Pu, (6, a) ¢ PU, so erhalt man eine nicht in @ liegende Algebra aus 4; 
setzt_ man tiber der gleichen Menge Z fest ava = a,auc=cVUa=c,cuc=c, 
buc=cUb=c, so erhélt man eine nicht in 4 liegende Algebra aus I’. 


3. Beschreibung von Klassen geregelter Mengen durch Klassen von v-Algebren 


Jede Klasse Z geregelter Mengen aus B, die Teilmenge von Y ist, laBt sich 
durch y umkehrbar eindeutig einer Klasse @ von Algebren aus A zuordnen; 
definierende Axiome von @ werden dann die Forderungen aus (21) sein, zu 
denen noch weitere hinzutreten, welche die geometrische Natur der geregelten 
Mengen von Z widerspiegeln. Man kann auch versuchen, statt yZ als der 
kleinsten Klasse von q-Originalen von Z besser die gréBte Klasse dieser 
g-Originale, g1Z, zu betrachten; jedoch. ist diese im allgemeinen nur trivial 
durch Forderungen an die Operationen der Algebren zu beschreiben. Ferner 
wird eine Klasse y~! B selbst dann nicht bloB aus einem Element bestehen, 
wenn B eine Kette ist: in Originalen von B kann die Verkniipfung ~\ geeignet 
erklart oder auch leer sein. 

Zunichst betrachte man die Klasse H der reflexiv geregelten Mengen aus B; 
aus (8) und (11) erhalt man sofort, daB die Algebren mit dem Axiomensystem 


(23) wf xe a SV EY 
xm BY SA BA 


durch g in H abgebildet werden, wegen (10) und (1]) liegen sie in ®; um- 
gekehrt gilt in den y-Bildern von H gewi8 (J?'Y), also (RY), und weiter auch 
(Bi2’), schlieBlich wegen (11) auch (S“), (Z’): die Algebren aus y H erfiillen 
die Forderungen aus (23). Mithin werden H und die durch (23) definierte 
Klasse von Algebren durch y, ¢ ineinander, da sie beide in Y oder @ liegen, 
also sogar aufeinander abgebildet: wH besteht aus genau den Algebren von A, 
welche das System (23) erfiillen. Ferner wird behauptet, daf die transitiv ge- 
regelten Mengen aus genau denjenigen Algebren aus ® entspriichen, in denen 
(7) gilt. Ist naimlich B aus ¥ transitiv geregelt und sind in yB die Vor- 
aussetzungen von (7'”) erfillt, so folgt dann in B gerade x > y, z > x, also 
z>2,z2>y, z= >-sup{z,y}; fir yB mithin (z,y)¢ Pw und (y,z)¢ Pu, 
yUz=z, also auch (z,yUz)e PU und zU(yUz)=2%VUz2=2, z= 2V2 
=(rUy)U(xU2): (TY) gilt in yB. DaB umgekehrt die Algebren aus ® 
mit (7') transitiv geregelte Bilder besitzen, ergibt sich aus folgender Hilfs- 
betrachtung: 


(24) In A aus-A gelte (K}®V), (Bal®Y), (TY). Dann ist pA transitiv 
geregelt. 

Denn aus z > 2, x > yin pA folgtzUr=2, rVUy=2 in A, also rUz =z. 
Aus (7'V) folgt dann (y, z) € PU, (z,yuzye PU und rU(yUz)=(rUy)U 
U(@U2z)=x2Uz2—=2, aus (K}?Y) und (Baj®Y) aber xU(yuz) > yz, 
z> yz, und auch yz > z, wegen (K!®V) mithin z= yU2z;2z> y. 

Aus dem Gesagten erhalt man unmittelbar eine Kennzeichnung der ge- 
ordneten Mengen iiber EZ: Die Klasse der geordneten Mengen liegt in ‘P und 
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wird durch wy umkehrbar eindeutig auf die Gesamtheit derjenigen Algebren aus A 
abgebildet, welche dem A xiomensystem 
(25) RY ed ed SY EY TV 

gp we SA EA 


geniigen. Ferner kann man in (25) die Forderung (T’) durch (7) ersetzen; 
in den Algebren mit (25) gelten (AS), (AU) sowie, als Verscharfung von (S‘), 


(26) aus (x,y)€ Pu, (2, 2z)€ Pu, (y,2€ Pu, (exuy, ruzePu, 
xUy=2 folgt (x, yUze PU und cU(yVU2) =(rUy)U(zU2); 


entsprechend noch duale Behauptungen. Zunachst ergibt sich fiir transitiv 
geregelte Mengen B aus ¥ sofort, daB in y B auch (7) gilt; umgekehrt 
sieht man wie in (24), daB fiir eine Algebra A aus A mit (K}*V), (K1*4), (B}?’), 
(Bi4), (7) auch pA transitiv geregelt ist; die Aquivalenz von (7'Y) mit 
(7) unter Voraussetzung der iibrigen Forderungen von (25) erhellt nun 
daraus, daB schon fiir diesen Forderungen geniigende Algebren A gilt yp A= A. 
Ferner nun sei A eine Algebra mit (25) und seien die Voraussetzungen von 
(ASY) erfillt: (2,y)€ PU, (y,2z)€ PU, (rUy,2)€ PU, (2%, yU2) € Pv. 
Aus (18) und der Transitivitat von g A folgt dann xU (yU2z) > 2, xU(yU2z)> 
> yUZyUz>y,yUz>2z,2U(yU2)> y, fU(yU2) > z, wegen (19) daher 
zU(yUz)>2Uy und, abermals wegen (19), 2U(yUz) > (xUy)Uz. Bei 
Ersetzung von 2, y, z durch z, y, x bleiben wegen (K}*) die Voraussetzungen 
von (AS}’) immer noch erfiillt, so daB man auch die umgekehrte Ungleichung, 
wegen der Antisymmetrie also (ASY) erhalt; ganz genau so beweist man 
(AU). — SchlieBlich sei A eine Algebra aus A mit (25) und seien die Vor- 
aussetzungen von (26) erfillt. In gA gilt dann rUz>2z, rUz>24,2>~¥y, 
also xUz> y, wegen (y,z)€ PU mithin rVz> yz nach (19). Daher 
und wegen xUz> «2 ist xz jedenfalls obere Schranke von {z, yz}; 
andererseits folgt wegen der Transitivitét und yvz>z aus w> az und 
w> yVUz auch w > x und w > z, daher w > x\/z. Es ist also Uz das >- 
Supremum von {z, yz} in mA, wegen (20) gilt also (x, yUz)¢€ PU und 
eU(yU2) = Uz, rU(yU2) = @VUz2 = (tUzZ)VUe2e = (rUZ)U(zUy) = 
= (zu y)U(zU2). 

Da eine transitiv geregelte Menge nicht auch oberhalb-reflexiv geregelt 
zu sein braucht, kann man die Klasse der transitiv geregelten Mengen aus B 
nicht durch y umkehrbar eindeutig auf eine Klasse von Algebren aus A ab- 
bilden. Man kann aber eine Abbildung wy* von B in A so finden, dap y* mity 
genau auf ¥ iibereinstimmt und py* auf B die identische Abbildung ist. Das 
soll jetzt noch beschrieben werden. 

-Der Durchschnitt in Z x EZ einer beliebigen Familie oberhalb-reflexiver 
Relationen ist wieder eine oberhalb-reflexive Relation; zu jeder binadren Re- 
lation S auf ZH kann man daher ihre oberhalb-reflexive Hiille 6S als Durch- 
schnitt aller oberhalb-reflexiven R mit S ¢ R finden, also auch zu jeder ober- 
halb-reflexiv geregelten Menge B, B= (EH, 8), die oberhalb-reflexive Hiille 
0B, 6B =(E£,6@S), und mit B liegt auch 6 B in B; offenbar sind die Aussagen 
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Be PY und 6B=B Aquivalent. Fir B aus 8, B=(H,>), bezeichne man 
mit y* B diejenige (sicherlich in A liegende) Algebra, die aus yw? B dadurch 
entsteht, daB man dort ,,Verkniipfungen der Gestalt rvz=—2, t.\r=2 
genau dann streicht“, wenn nicht z > z in B gilt: Mit yo B = (Z,U,, 4,), 
y* B=(E, U4, 74) soll (z, y, z) genau dann in , liegen, wenn (z, y, z) in U, 
liegt und aus z = y= 2z auch z > = folgt, ebenso (x, y, z) genau dann in /\,, 
wenn (z, y,z) in (\, und aus z= y=z auch z > z folgt; wieder ist Be V 
und yB= y* B aquivalent. 
Die Abbildung y* ist also eine Fortsetzung von wy auf ganz B; gezeigt 
werden soll, daB fiir jedes B aus B auch py y* B = B gilt. Sei also B = (EZ, >), 
py* B= (E£;2); falls z+ y, so ist 27 y Aquivalent zu zU,y = z in y*B 
und, wegen x+y, auch zUV,y=2 in w@B, daher Aquivalent zu 26> y 
in @ B und, wieder wegen z + y, aquivalent zu z>y in B. Dagegen ist 
x) x aquivalent zu xU,x = 2 in w* B, nach Konstruktion von y* B folgt 
daher z > x in B. Und umgekehrt ergibt x > zx auch z@> 2, rU,x=2 
in y@B und, wegen z > z, auch z\/,2 = z in y* B. 
Das Bild von B durch y* in A kann charakterisiert werden durch weiteres 
Abschwichen der Forderungen (GV), (@’), (Ba), (B’), (SY), (Sa”), (BY), 
(Za’\). Man bendtigt dazu 
(BbaY) aus (x, y)€ PU, rUy+2, rUy+y, folgt (z,2rUy)€ PU und 
zU(ztUy)=azvuy 

(Bb) aus (2%, y)€ PA, tAny+2, rAy+y, folgt (x,zOy)€ PU and 
zU(zrny)=2; aus (z,y)€ Pr folgt die Existenz eines z mit 
(z,2Ay)€ Pu undzu(zny)=—2ny 

(GbY) aus(z,y)€ PU, (y,z)€ PU, 2uy=2,yUz=y folgt(z, y)€ PA 
und z\y=y 

(Goa) aus (xz, y)€ PA und zny=y folgt (z,y)€ PU und ruy=2 


(SbY) aus (z,y)€ Pu, (2,2)€ Pu, (y,2z)€ PU, tvy=—2, rVUz—2, 
z+ yz folgt (x, yuz)e Pu undeu(yuz)=—2 

(Sha) aus (z,y)€ PU, (2, 2)€ Pu, (y,z)€ PA, rUy=y, rUzZ=—z, 
z+ y\z folgt (x, ynz)€ Pu und euU(ynz)=ynz 


(EbY ~— sei y +z; gibt es ein v mit v+ y, v +z, (v,y) € PU, (v,z)€ Pu, 
vUy=v, vvz=v und folgt aus x + v, (z, y) € PU, (2, z)€ Pu, 
rvuy=2, xvz=2 auch (z,v)€ PU und rUv=a, so gilt 
(y,z)EPU,yuz+y,yUz+z 

(Eba’) sei y+z; gibt es v,w mit v+ y, v+z, (v, y)€ PU, (v2 € Pu, 
(v,w)€ PU, vUy=y, vVUzZz=2z, vYw=—v und folgt aus z+», 
(x,y) € Pu, (%,2z2)€ PU, rUy=y, rVz=—2 auch (z,v)€ PY 
und zUv =», so gilt (y,z)€ PA, yAz + y, YNZ +2. 

Dann sind die w*-Bilder von B genau diejenigen Algebren aus A, welche dem 

A xiomensystem 


(27) 


KV. RbaY GbY SbY . EbY 
Ki*\ Bb Goa’ Sha’ Eba’ 
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geniigen. Der etwas langwierige, jedoch nicht schwierige Beweis mag hier 
tibergangen werden. 

Und nun ist es auch méglich, alle transitiv geregelten Mengen aus B durch w* 
umkehrbar eindeutig auf eine Klasse von Algebren aus A abzubilden: diejenige 
namlich, die charakterisiert wird durch (27) zusammen mit der Forderung 


(Tb’) aus (x, y)€ PU,{2,2)€ PU, ruy=2, Uz =2 folgt (y, z)<¢ PU 
und yUz=z. 


Denn ist B transitiv geregelt, so folgt wegen B= my* B aus den Voraus- 
setzungen von (7'b”) fir y* B, daB z > 2, x > y, also auch z > y in B gilt. 
Falls y = z, so gilt auch x = z, und alles ist klar; andernfalls hat man z @ > z, 
z= 6 >-sup{y, z} in OB, yv,z=z in yG@B und, wegen y + z, auch yU z= 2z 
in y* B. Ist aber umgekehrt (TY) in einer Algebra A mit (27) erfiillt und gilt 
in pA z > 2, x > y, 80 liefert (7'b”) sofort auch z > y. — Mit Hilfe der Axiome 
(Gba)’, (Bb) und (GbY) findet man leicht, daB in einer Algebra mit (27) 
aus (7'b’) stets (7b) folgt; die Umkehrung gilt erst genau dann, wenn es 
unter den Voraussetzungen von (7b) stets ein v mit (y,v)€ PU, yuuv=y 
gibt. Ferner erhellt aus der Konstruktion von y*, daB die Axiome (@bY), 
(Gba’) aus denen von (21) folgen miissen; der zweite Teil von (Bb’) gilt in ® 
sogar in der scharferen Fassung, daB aus (z,y)¢ P7\ auch (rx Vy, rn y)EPU 
und (x y)U(z#Oy)= 2 y folgt. 


4. Anwendungen auf die Verbandstheorie 


In A sondere man die Teilmenge 2 der Verbinde (Dualgruppen) aus, 
definiert durch das Axiomensystem 
(28) fo BY ASv 

KK’ B’ As‘) 

und die Forderung, da8 die Algebren von XY komplett seien. Hs wird behauptet, 
dap X aus genau denjenigen kompletten Algebren von A bestehe, welche das 
System 
(29) hh eo 
erfiillen. In der Tat sind die kompletten Algebren mit (29) fix: aus (10) folgt 
(BaY), aus (11) folgt (Sa’), und (ZY), (Ea) sind wegen des Komplettseins 
gewiB erfillt; die m-Bilder dieser Algebren sind geordnete Mengen, weil alle 
Axiome von (25) aus denen von (29) folgen. Wegen (20) nun gibt es in diesen 
y-Bildern fiir irgend zwei Elemente stets ein Supremum und ein Infimum; 
es ist aber bekannt, daB solche geordneten Mengen durch y auf die kompletten 
Algebren mit (28) abgebildet werden, die deshalb auch fix sind: (28) und (29) 
bestimmen die gleichen Klassen kompletter Algebren in A. — Weiterhin be- 
steht X aus genau denjenigen kompletten Algebren von A, welche dem A xiomen- 
system 


(30) 


oy BY sv ™) 


KS B 8a‘ 


(z BaY Sv oy 
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geniigen. Denn die durch (30) bestimmten kompletten Algebren sind jeden- 
falls fix, ihre g-Bilder oberhalb-reflexiv geregelt. Geniigt also A den Forde- 
rungen aus (30), so gilt in @A stets rVy>2,2>2y, also x> z, 
2 = >-inf{x, xv y}, wegen (20) mithin z = z7-\ (x y): (BY) ist erfiallt und 
also nach (11) auch (Sa’\) mit (S”) gleichwertig. — SchlieBlich ergibt sich aus 
(5), (7) und (6), (12): 2 besteht aus genau denjenigen kompletten Algebren von A, 
die das A xiomensystem 
(31) (? Vv KV ASY 

K* BA sa) 
erfiillen. 

Man findet leicht Beispiele von Algebren aus A, welche (Ba) erfiillen 
sowie alle von (BY) verschiederien Forderungen aus (28) und (29), nicht aber 
(BY)8): also kann man in diesen Systemen nicht (BY) durch (Ba) ersetzen. 
Das aber heiBt wieder, daB man in (30) und (31) nicht ohne weiteres (Sa’\) 
durch (S’) ersetzen darf; (Sa) ist also weniger Spezialisierung eines Asso- 
ziativ-Gesetzes, als vielmehr Spezialfall des Distributiv-Gesetzes 


(D‘\) eU(yN2)=(rUy)A(zU2). 
Daher mu das A xiomensystem 
(32) (" KY ASY 

K* BA pr) 


die distributiven Verbénde iiber E definieren, was bekanntlich von BIrKHOFF 
in anderem Zusammenhange bemerkt wurde’). 

Die Axiome (SY) und (ZY) haben bei allen bisher gefiihrten Unter- 
suchungen eine wichtige Rolle gespielt, wenn das Verhalten einer Algebra 
unter den Abbildungen g und wy @ zu studieren war; zusammen mit (7') 
sind (SY) und (ZY) offenbar Abschwachungen von (AU). An anderer Stelle 
ist gezeigt worden, daB in dem 2 definierenden Axiomensystem (28) die 
Forderungen (ASV), (AS) einzeln oder zusammen durch (AUY), (AU*) er- 
setzt werden kénnen, ohne da dadurch eine andere Klasse von Algebren 
bestimmt wirde!®). Diese Betrachtungen lassen sich wie folgt verallgemeinern. 

Man definiere eine Klasse 2, von Algebren aus A durch das Axiomensystem 
(33) “ Ey BY A gev 

| = Ast) 
sowie eine Klasse = von geordneten Mengen B aus B durch die Bedingung, daB 
es zu {y, z} in B (genau) dann ein Supremum gebe, wenn eine obere Schranke 
von {y, z} vorhanden ist. Zunachst findet man: ‘ 


(34) In A aus A gelte (RY), (Ki®”), (K1?4), (BY), (BY?) sowie eine der 
Forderungen (AS}*‘), (AU\*Y), (AU?'Y); dann gelten in A auch (S‘), 
(EY), und pA ist eine geordnete Menge aus = 


s) Zum Beispiel Dvusrewi-Jacotin [4], Modell auf p. 29. 
*) Brexuorr [3], chap. IX, § 1, Aufgabe 6, ferner § 3, Theorem 3. 
1°) FELSCHER [6]. 
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Ist némlich neben den obligatorischen Forderungen noch (AS}*Y) erfiillt, so 
ist A nach (14) geordnet, nach (13) auch (SY) in A erfillt. Gilt in pA 
z>y, x>z,so0in A (z,y)¢ PU, (4% z)€ PU, rUy=2rVUz=2z, mit (8) 
also (xU y, Uz) € PU. Wegen (K}*Y) ist (AS}2Y) mit (4S?!) aquivalent; 
daher folgt (y,zUz)€ PU, (z,yU (xU2z))€ PU, ebenfalls mit (K}*), 
(AS) (wUz,y)E Pu, (zy) € PU, (y,z)€ PU. Wegen (19) schlieBlich 
ist yz gleich > -sup{y, z} in pA, also pA in 5. Und daher gilt auch (EV) 
in A, denn in (EZ) ist v obere Schranke von {y, z}, woraus, wie soeben ge- 
zeigt, (y,z)< Pw folgt. Sei nun, zweiter Fall, (AU}?’) neben den in (34) 
zuerst genannten Forderungen erfiillt. gA ist dann transitiv geregelt: aus 
z>y, y>z folgt (x,y)€ PU, (y,z€ PU, tUy=4,yUz=—y,r=—=2rVUy 
=xU(yUz), nach (AU}2Y) daher (z,z)€ PU, (rUy, rUZ)E PU, r= 
= (rUy) U (xUz) = rU(xUz), «> a2Uz, nach (18) aber xVUz> z, 
x= 2\V/z,x > z. Sei nun wieder z obere Schranke von {y, z}, also (x,y) € PU, 
(wz, z)E PU, (z, 2) € PU, ®Uy=eVUeH2VUrcH=z2Z, F=2VUzrZ=zVU (rVU y), 
mit (8) noch (xU y, U2) € PU, (xUy)U(2U2) = 2; dann folgt aus (AU}*Y) 
(z,y)ePU,(y,z)€ PU, (2UazUyePU, r=(2Uz)U(zUy) =zU (zUy) 
=zU(yUz). Damit ist zunachst gezeigt, daB (SY) in A gilt, mit (19) folgt 
also wieder y\/z = >-sup{y, z}: mA liegt in 5, und wie soeben ergibt sich 
die Giiltigkeit von (ZY) in A. Endlich werde als dritter Fall (AU?'Y) neben 
(RY), (K}?Y), (K}?4), (BY), (Bi*4) vorausgesetzt; nach (12) gilt dann (SV) 
in A und A ist geordnet. Ist z obere Schranke von {y, z}, so wieder 
(z,y)€PU, (z,z)€ PU, (zUy, zUzZjePU,e¢@=2eVUy=2VUz=(rVUy)YU 
U(#U2), mit (AU2"Y) also (y, z) € PU, (x, yUz) € PU; nach (19) ist yuz 
gleich >-sup{y, z}, und (ZY) in A folgt wie im ersten Fall. 

Nun soll gezeigt werden, dap wnter Voraussetzwng von (RV), (Ki2V), (K}?4), 
(Bi2Y), (Bi) die Bedingungen (AS}?“), (AU!?), (AU?!Y) dquivalent sind. 
Sind aber fiir A die Voraussetzungen von (34) erfillt, A=(2£, U, 4), 
y ~A = (E, (J, [), so auch die Voraussetzungen des ersten Teiles von (20): 
U und [) stimmen iiberein; die Behauptung folgt daher aus (34) und 


(35) Sei B eine geordnete Menge aus 5; dann gelten in yB (AS}*Y), 
(AU}2Y), (AU*Y). 


Zum Nachweis von (35) sei.etwa (y,z)¢ PU, (z%,yUz)¢ PU in wB ge- 
geben, also in By\Uz = >-sup {y, z}, eU (yUz) = >-sup{z, yUz}, yUz> y, 
yuz>2z,2U(yUz) > 2, rU(yU2) > yUz, zU(yU2) > y, ZU (yU2) >z. 
Aus B¢ & folgt die Existenz von >-sup{z,y} und >-sup{z, z}, (z,y)€ Pu, 
(z,z)€ PU, rUy=> -sup{z,y}, Uz = >-sup {z,z}, also rU(yUz) > 
>x#Uy, 2U(yUz)>a2Uz. Wieder aus Bee folgt die Existenz von 
>-sup{xU y, z}, >-sup{rUy, Uz}, (rUy, z)E PU, (rUy, rUZEPYU, 
(tUy)\Uz= >-sup{xUy,z}, (rUy)U(e£Uz) = >-sup{xUy, eU 2}, also 
zU(yvz)>(tUy)Uz xUl(yUz)>(rUy)U(rU2). “Da (y, xz) € Pu, 
(z,yUx)¢€ Pw erfillt sind, kann man im bisher gefiihrten Beweise z, y, z 
durch z, y, x ersetzen, so daB man statt der vorletzten Ungleichung erhalt 
zU(yU 2) > (zUy)U @ und, da (K}®Y) in pB gilt, (ru y)\Uz > rU(yU2); 
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die Antisymmetrie ergibt daher (4.S}*V). Ferner ist gezeigt, daB aus(y,z)€ PU, 
(zt, yU2)EePvu stets (z,y)e Pu, (%z)€ PU, (xUuy,xUz)€ Pu und 
zU(yU2) > (xUy)U(xU2z) folgt; ganz genau so beweist man, daB aus 
(z, y)EPU, (2, 2)€PU,(rUy, eUZ)EPy stets (y,z)EPU, (2, yUz)EePU 
und (xU y)U(xU2z) > xU(yU2z) folgt; wegen der Antisymmetrie folgt dar- 
aus sowohl (AU}®V) wie (AU?"Y). 

Beriicksichtigt man “noch duale Uberlegungen, so ergibt sich im ganzen: 
Bedeutet © eines der Zeichen \V , A , 80 gibt es die folgenden 32 2, definierenden 
Axiomensysteme: 


RO mY _ ASiV . RO I ahd Bi2v ASH ‘ 
5 a Ass" ™ BIA Aur" 


per al ay AUiV q RO Sa = AU‘ ‘ 
} taal = 4gp™ KP BSA Aus" 


i,j=1,2, m,n=1,2, i+j,m+n. Diese Axiomensysteme sind sogar 
irreduzibel: sie gehen in irreduzible iber, wenn man (R®) durch die starkere 
Forderung ersetzt, da8 A komplett sei”); andererseits ist auch (R®) unab- 
hangig von den tibrigen Forderungen, wie man etwa an der Algebra mit leeren 
Verkniipfungen sehen kann. Damit findet man noch leicht, daB auch die 
friiher betrachteten Axiomensysteme (21), (22), (23) und (25) irreduzibel sind. 

Aus dem Bewiesenen folgt weiter: 2, liegt in D; die Klasse pZ, besteht 
aus genau denjenigen' geordneten Mengen iiber E, in welchen zwei Elemente 
genau dann gemeinsame Nachfolger besitzen, wenn ihr Supremum existiert, und 
sie genau dann gemeinsame Vorgénger besitzen, wenn ihr Infimum existiert"*). 
Denn nach (34) haben die geordneten Mengen aus 2, diese Eigenschaften, 
nach (35) auch nur sie. — Eine geordnete Menge aus p22, wird offenbar zu 
einem Verband, wenn man ihr noch ein gréBtes Element e und ein kleinstes 
Element 0 hinzufiigt; umgekehrt fiihrt bei einem Verbande mit gréBtem Ele- 
ment e und kleinstem Element 0 die Beseitigung von e und 0 stets zu einer 
geordneten Menge mit den typischen Eigenschaften der geordneten Mengen aus 
y2,. Prazise: Sei F gleich EZ, falls Z unendlich; andernfalls enthalte F genau 
zwei Elemente mehr als Z; sei 2,,, die Klasse derjenigen Verbinde iiber F, 
welche ein festes Element e von F zum Eins- und ein festes Element 0 von F 
zum Nullelement haben; dann gibt es eine umkehrbar eindeutige Abbildung 3 
von 2, auf X,,, so, dap fiir A aus X, eine Isomorphie zwischen A und dem 
Komplement von e und 0 in 0A besteht. Daraus ergibt sich noch: Ist E un- 
endlich, so haben XZ und Z, die gleiche Méchtigkeit. 


11) Man vergleiche FuBnote 10. 

12) Noch allgemeinere Systeme dieser Art hat Benapo [2] betrachtet: Eine geordnete 
Menge hei8t Multiverband, wenn unter jeder oberen Schranke von {y, z} eine minimale 
obere Schranke von {y, z} liegt, entsprechendes fiir untere Schranken. Den Multiver- 
banden lassen sich Algebren mit mehrdeutigen Verkniipfungen und einem mit (33) ver- 
wandten Axiomensystem zuordnen. 


Math. Ann. 135 26 
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Man definiere ferner eine Klasse 2, von Algebren aus A durch das Axiomen- 
system 
(36) ure a ae 

( | A sit) ? 

die Elemente von 2, heiBen nach Sorkry Strukturoide™). Nach (13) liegen 
sie in J’, nach (14) besteht m2, aus geordneten Mengen; wie Sorkin bemerkt 
hat, sind die Elemente von 2, im allgemeinen nicht fix. Evans hatte die 
Aufgabe gestellt™), Strukturoide S unter eventueller VergréBerung der Grund- 
menge in Verbande (Algebren aus 2’) einzubetten; es entstand die Frage, ob 
dies dadurch geschelien kénne, daB man fiir gS die Dedekind-MacNeillesche 
Hiille N bildet und von N zu der Algebra wN iibergeht. Diese Frage ist wegen 
2, SI, ppS = 8, zu bejahen. 

Anders als bei 2, kann man in (36) nicht (4S}?’), (A8}?) durch ge- 
eignete der Forderungen (AU}2V), (AU2'Y), (AU}24), (AU2") ersetzen, ohne 
die damit definierte Klasse von Algebren zu verandern. Man findet im ein- 
zelnen : 


(37) In A_aus A gelte (RY), (K}?Y), (K124), (BY2Y), (BE); dann gilt 
(37,} aus (AS'3Y) folgen (AU}*Y), (AU2"Y), 
(37,) aus (AU*Y) folgt (AU}?Y), 
(37,) aus (AU}2Y) und (AS") folgt nicht (AU*Y), 
(37,) aus (AU), (AU3!Y), (AS!) jolgt nicht (AS!?Y). 


Zum Beweis von (37,) braucht man nur die in Verbanden giiltigen Rechnungen 
eu (yU2) = (4VUa2)u (yU2) = eUe"U (yVU2)) =(eU(yUzZ)UZ = ((#U 
UV yUAQUe=(eUWU U2) =(eUWU(2U2), (PUY)U(#U2) = (YU 
UN (z2Uz)=yU(rU (2U2)) = YU (2U 2) =(yUzZUZ= rU(yUz) in 
die Algebren aus 2, zu iibertragen. (37,) erschlieBt man indirekt: Ist (AU}?’) 
in einer Algebra A fiir x, y,z verletzt, aber (AU™*Y) in A erfillt, so muB 
gelten (2, y)€ PU, (x, z)E€PU,(y,2z)€ PU, rUy=r,rUz=s8, yUz=t, 
(z,t)€ PU, xut=u, aber (r,s)¢ PU. Dann gilt (r,z)¢ PU, da sonst 
namlich folgte (r,ruz)€ PU, (z,r)€ PU, (r, 2) € PU,rUuf=r,ruU (rUz) 
=(rUz)U(rUz), nach (AU}'Y) daher (r,s) « P\: Widerspruch. Ferner 
gilt (t,s)¢ PU, denn apdernfalls folgte (s,t)¢ PU, s=zUa, t=zUy, 
nach (AU?!) daher (z, r)€ PU, (r, z) € PU: Widerspruch. Andererseits gilt 
auch (7, t)€ Pu, (z,t()€ Pu, (tt 2)¢ Pu, (t,2)¢ Pu, (zy ze PU, tue 
=u, tuz=t, (t,u)e Pu, (wu the Pu, wit=u, also u=(tUz)U (EU2), 
nach (AU3'’) daher (t, s) € PU : Widerspruch! (37,) und (37,) priift man an 
Beispielen nach: Sei Z die Menge {a, b, c, d, e, f} und sei eine Ordnung durch 
d>a und x>«a, e>x, x>f fir alle x erklart; ein Modell fiir (37,) erhalt man, 
wenn (c,d) ¢ Pu, (d,c)¢ Pw und fiir alle anderen (z, y) gilt (x, y)¢ Pu, 
xy => -sup{x, y}, sowie immer (z, y)€ PA, r\y=> -inf{zx, y}; ein 
Modell fiir (37,) erhalt man, wenn (c,d) ¢ PU, (d,c)¢ Pu, (c,a)¢ Pu, 
8) Sorkin [11]. 
14) Evans [5]. 
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(a,c)¢ Pw und fiir alle anderen (x,y) gilt (x,y) « PU, xUy = >-sup{z, y}, 


sowie immer (z, y)€ PA, z-\y= >-inf{ x,y}. — Betrachtet man etwa die 
Algebren, welche dem Axiomensystem 
(38) Se: av Bo 4g) 

Ki2A = BIR AUBA 


geniigen, so liegen ihre y-Bilder zwar nach (12) noch in /’, brauchen aber nicht 
mehr transitiv geregelt zu sein: Man wahle {a, b,c} fiir Z und setze rz 
=2/\x= 7 firalle z,avb=bVa=a,bUc=cUb=banb=bna=b, 
brac=cnb=c. Geniigt also A den Forderungen aus (38), so wird man mA 
im allgemeinen weder nach DepEKIND-MacNerie noch mit Hilfe von 
Idealen"*) vervollstandigen kénnen; A ist daher nicht, wie es doch die Algebren 
aus 2, waren, iiber mA in einen Verband einzubetten. 

Wie an anderem Orte gezeigt™), laB8t sich Y auch durch das Axiomen- 
system 
(39) KY BY AUY 

(7s \ BS AU n) 

definieren; die folgende Bemerkung erhellt nun, daf dabei das System (28) 
dem System (39) — das symmetrische also dem unsymmetrischen Assoziativ- 
Gesetz — in gewissem Sinne iiberlegen ist. Evans hat gezeigt*”), daB das Wort- 
problem fiir durch (39) definierte (durch (28) definierte) komplette Algebren 
dann lésbar ist, wenn man die durch (38) definierten (die durch (36) definierten) 
Algebren stets in solche kompletten einbetten kann. Aus den letzten Ent- 
wicklungen entnimmt'man, da8 dies fiir die Algebren mit (28), (36) in der Tat 
méglich ist, fiir die mit (39), (38) aber nicht ohne weiteres. Das Evanssche 
Verfahren zur Lésung des Wortproblems ist also auf die durch (39) definierten 
Algebren erst dann anzuwenden, wenn man das System (28) als zu (39) aqui- 
valent erkannt hat. 
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48) Dies ist fiir 2, das Verfahren von Sorkrn [11]. 
16) Man vergleiche FuBnote 10. 
7) Evans [5]. 
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Some Equalities in a Unitary Space Leading to Equalities 
Concerning Singular Values of Sets of Matrices* 


By 
Aut R. Amir-Mog£z in New York** 


In the space of matrices some inequalities about the norm of a matrix, 
in general, have been given by Ky Fan and A. J. Horrman [3]. In this 
paper we use two special norms, i. e., FRoBENIvs’ and HiBert’s and prove 
and apply a few theorems on unitary spaces to the space of matrices, and 
obtain some equalities concerning singular values of matrices. 

By £,. and R, we respectively mean°the complex and real unitary n- 
dimensional space. The singular values of a matrix A are the positive square 
roots of the eigenvalues of A* A, [2]. 


1. Some Equalities in Unitary Spaces 
1.1 Theorem: Let {a,,..., a} be an manque set of non- = vectors in 


E,,. Let a,, . . ., a be positive numbers such that 3: a;= landé = Z a,a,;. Then 
i=1 


ea ear ee 2 sis same 


a nee en 
oF ay ‘“ 2 . 
II (¢, =e = (é, or) for all ¢ and j implies 
Ve fa 
(2) el Ted” 


The proof is left to the reader. 
Note that (1) can be generalized to a Hilbert space of infinite dimension. 
1.2 Theorem: (a property of real sphere): Let (e,,... , e,) be an orthonormal 
set of vectors in the real space R,. Let 6¢ R, with |6| <r, a real positive 
number. Let §¢ R,, such that |& — 6] =r. Then there are two é’s on each ¢; 
called h,,¢, and h,,e; such that 


2 M+ F Maa 2 net @n—4) [ap 
i=1 


The proof is left to ‘the reader. 
The theorem for complex space is left as an open question. 


*) Presented to “American Mathematical Society” April 26, 1958. 
**) Queens College. 











Equalities in a Unitary Space 


2. Some Equalities Concerning Singular Values of n-by-n Matrices 


Indeed the space of all n-by-n matrices with real or complex elements is a 
vector space and much has been said about it. But some equalities among 
the singular values of these matrices can be obtained using theorems of 
section 1. 

2.1 Definition: Let A =(a,;) and B=(b,,) be two n-by-n matrices. We 
define the inner product of A and B as follows: 


(A, B)p= x ayy bys . 


j= 


This definition leads to Frobenius norm 
n 
\|A|[-= Py ja, 5|* 
i,j=1 


We know that ||A||#= p? + --- + p2 where p,,..., p, are the singular values 
of A [5]. 


2.2 Theorem: Let {A,,...,A,} be a set of non-zero n-by-n matrices, 
k sn*. Let (A;, A;)p= 0 for i +)7, 1,7 =1,...,%, and 
k 
B= Py a,A; 
i=1 ‘ 
where @,,... , @ are positive real numbers satisfying 3’ a,;= 1. Suppose that 
i=1 


Ay, ---,4, are the singular values of B, and y,,,..., yj, are the singular 
values of A;,i=1,...,k. Then 
I (B, A;— A;)p= 9, i,j = 1,..., k if and only if 
1 ; 1 


A+... +8 © ait~+¥’ 
of) ~( Ay ) aed oe 
Il (2, Thic)e=(B yap i= 1s. implies 
a a, ee ee 
ARs EARN Sy vit + vin) 
Comparing 1.1 and 2.1 the proof is clear. 
Now if we choose the Hilbert norm for a matrix A, i. e., 








\|A|ly = sup |Az| =A 
jel =1 
where A is the largést singular value of A, then we are not able to introduce 
an inner product in the space of matrices leading to this norm. But a theorem 
similar to 1.1 is true for the space of matrices as follows. 

2.3 Theorem: Let {A,,..., A,}, <n, be a set of n-by-n matrices such that 


k 
AtA,=0 for 1<j, i,j=1,...,&. Let ¥ a, A, where a, i=i,...,k isa 
i=1 


k 
positive number satisfying )’ a,;— 1. Suppose 4,2 --- 2A, are the singular 


i=1 
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values of B, and y,,=>--- 2 y» are the singular values of A;,i=1,...,k. 
Then 


I B*(A,— A,) =0, i,j =1,...,& implies 


k 
+ = Pg p=1,...,”, whenever defined. 





4B i=1 Vir’ 
n B+ (24, Ae 0 for all i,j,p—1,...,n implies 
Yin Yip 
i a = p=1,...,”, whenever defined. 
i=1 Yin 


Proof: I It is easy to see that B*B=a,AfA;,,i=1,...,k. Let x bea 
unit Eigenvector of B*B corresponding to A,. Then 
a2 = (B* Ba, x) = a,(Af Ax, x) = a; Yep. 
Therefore 
42 =a, yf,, (= 1,...,8, and p=1,...,n" 
This leads to the a of I. 
am % - ai 2 teeta 0 a. 
Il Bt (4, =a — Ay) 0, p=1,...,m, for all i, 7 implies oe A¥ A; 
=< Af Ay and by a method used in I we get a; y;,= 4; y;», 1, =1,..., k, 


p=1,...,n. We also observe that B*B=ka? A¥ A; i=1,...,k and as 
was done in I we get A,= Vk ayy, i=1,...,k, p=1,...,n. This leads 
to the proof of IT. 
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Zur Theorie der Kugelfunktionen einer Matrixvariablen 


Von 


Hans Maass in Heidelberg 


Einleitung 


Es sei X eine reelle Matrix vom Typus X("-")(m > 2 n) und ® der Ring 
der beziiglich der Transformationen X—-U XV (U'U = E = Einheits- 
matrix, |V| + 0) invarianten linearen Differentialoperatoren. Zwei Operatoren 
2Q,, 2,€R sind als ,,gleich“ anzusehen, in Zeichen: 2, = Q2,, wenn sie auf 
Funktionen {(X) mit der Eigenschaft {(X V) = /(X) fir |V|=1 dieselbe 
Wirkung haben. % wird, wie an anderer Stelle [1] gezeigt wurde, von den 
Operatoren 

it 
o(x ax) 19 (4™) (9 = Ban og Oe 
erzeugt. Hierbei ist A = X +¥ _ (x ax) und o das Zeichen fiir die Spur- 
bildung. Wir nennen u(X) eine Kugelfunktion vom Typus (m,n), wenn die 
Funktion folgende Bedingungen erfiillt: 
1. «(X) ist ein Polynom mit der Invarianzeigenschaft 


u(XV) = u(X) fiir |V| =1. 


2. u(X) ist Eigenfunktion des Ringes X%. 

3. u(X) = 0 (mod |X’ X)). 
Kugelfunktionen dieser Art traten zum ersten Mal bei der Approximation 
stetiger Funktionen iiber der GraBmannschen Mannigfaltigkeit auf. Die in [1] 
gegebene Definition der Kugelfunktion weicht von der hier bevorzugten in- 
sofern ab, als Forderung 3. an Stelle von 
| @ @| 
ax” ox | ™! 
getreten ist. Unter der Voraussetzung 1..und 2. folgt 4. aus 3. Vermutlich 
ist auch die Umkehrung richtig. Fir n =1 trifft das bekanntlich zu; fiir 
n = 2 werden wir.es beweisen. Die Forderung 2. bedeutet, dab 


4. X)=0, u(X)+0 


(1) o(X' 54) w(X) =n ku(X), oa (A?*) w(X) = A, u(X) 


fir »=1,2,...,» mit nicht negativen Eigenwerten k, A,, A,,..., A, gilt. 
Dabei ist k ganz rational; denn der Grad n k von u(X) ist durch n teilbar. 
Zum Problem, die méglichen Eigenwerte /,, A,,..., A, bei gegebenem k 


| @ or a. » 
zu bestimmen, sei allgemein folgendes bemerkt. Da |X’ X| |5¥; ax; cin in- 
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varianter Operator ist, so laBt er sich durch die angegebene Basis von R dar- 
stellen. Auf Grund gewisser Identitéten aus der Theorie der symmetrischen 
Funktionen ist zu erkennen, daB eine Relation der Art 


Se Q | 
(2) 2n|X X| ox ox|t ola") 


= PlotA), 14%, ....0(4%-9,0 (Xr) 


besteht, wobei P ein Polynom in den angegebenen Argumenten ist, dessen 


Koeffizienten nur von m und » abhangen. Da = tr] jede Kugelfunktion 
annulliert, so folgt aus (1) 

(3) Aa Pld, Ay :- de is 8H). 

Bekanntilich ist 

(4) Ay= 2k(k + m— 2) fir n=1. 


Eine explizite Berechnung des Polynoms P ist auch noch im Falle n = 2 mit 
vertretbarem Aufwand méglich. Man erhilt so 


(5) p= 5 B+ 5 (m*—9 m+ 18) A, + 2 (2—m) k A—2 A+ 


+ 4 (m — 2) (m —3)k + 4 (m?—3 m + 1) + 8(m — 2) B4 
+4k fir n=2. 


Um nun die méglichen Systeme A,,A,,..., 2, bei gegebenem k zu be- 
rechner., verfahrt man sinngem&B wie im Falle n = 1, indem man den Begriff 
der rotationssymmetrischen Kugelfunktion und die Legendresche Differential- 
gleichung auf mehrere Variable verallgemeinert, so daB die Eigenwerte A,, 
Ag, - - -» An—, Gureh die Forderung festgelegt werden, daB die verallgemeinerten 
Legendreschen Differentialgleichungen, in denen jeweils einer der Eigenwerte 
Ay, Ag, - - +s An—, erscheint, simultane Polynomlésungen haben. In diesen 
Differentialgleichungen kommen nur noch n unabhangige Variable vor. Es 
liegt also eine echte Reduktion des Eigenwertproblems vor. Als wesentliches 
Hilfsmittel erscheint hier eine positive unitaére Metrik im Raum ¢%, der al- 
gebraischen Formen u(X) mit der Eigenschaft 


(6) u(X V) =|V|*u(X) fir |V) +0. 
Sie wird durch ein Skalarprodukt (g, py) fiir gy, y ©G, in geeigneter Weise 
erklart. 

Zur Ermittlung der Eigenwerte /, hat man, im einzelnen folgende Bildungen 


vorzunehmen. Es sei u(X) eine Kugelfunktion vom Grad nk zum Eigen- 
wert A,, so daB also 


o(x’ ax) u(X) = nk u(X), o(A*) u(X) = A, u(X) 


ist. 2, bezeichne die von den Kugelfunktionen u(U X) (U’U = 2) erzeugte 
lineare Schar, in der wir eine normierte Orthogonalbasis u,(X) (v = 1, 2,...,N) 
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auswahlen. Man stellt fest, daB 

ss N congo 
(7) F(X, X)= 2 %(X) u, (X) 


beziiglich der simultanen Substitution X— UX, X + U X(U'U = 2) in- 


variant ist. Wir setzen nune = k — 2 [=| sowie 
(8) Cu (x) X,=X, ¥ =X’X, W,=X, YX; 
2 


und wahlen X = (0): Allgemeinen Satzen der Invariantentheorie zufolge ist 
dann 


(9) r(x) =F (x,(8)) — |x xIF |W HW), 


wobei H(W,) ein Polynom in den Elementen von W, ist. Es zeigt sich noch, 
daB H(W,) gegeniiber den Transformationen W,+W,[U](U'U = 2) in- 
variant ist, mithin als Polynom in den elementar-symmetrischen_ Funktionen 
Gi» Va» + - +» Yn Ger charakteristischen Wurzeln von W, darstellbar ist. Wegen 
dn= |W,| ist also 


k 
(10) F(X) _ |X’ X|2 K(q, \ Pe Gn) 
mit einem Polynom 
(11) K (1; Ye - 7 Gn) = a B,,9,---mn 91 Ws ° GT, 


wobei (¥,, %, . . ., %) endlich viele Systeme nicht-negativer Zahlen durchlauft, 
die an die Bedingung 
(12) y, = 0 (mod 1) fiir i<n, ¥_ = (mod 1) 


gebunden sind. Mit u(X) ist auch F(X) und K(q,,q,...,¢,) eine Eigen- 
funktion von o(A*) zum Eigenwert 4,. Im Falle n = 2 ergibt die Umrechnung 
von o(A*) K = A,K auf die Variablen q,, g, die Differentialgleichung 


a a a 
(13) {8(q, —gj +24) ta + 16 (2 g.— 9) Ina +8(%92.—2 q) 3a +? 
a a 
+ 4(4—m9) 5, + 4 (q,— 2 (m — 1) 92) 34, + A} K (1, 42) = 9. 
1 2 
Sie gestattet eine von 0 verschiedene Polynomlésung 


(14) ‘ K(q, 2) = 3 Myr T 
4, 


mit 4, » 2 0,4 = 0, » => (mod 1) 
genau dann, wenn A, in der Form 
(15) A= 8(u + v)?+ 8 »(» + m— 3) + 4 u(m — 2) 


€ 


darstellbar ist, wobei yu, » wieder den Bedingungen u,v 20,4 =0, v= 5 
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(mod1) unterliegen. Aus der Forderung, daB k die gréBte ganze Zahl = ¢ 
(mod 2) mit der Eigenschaft 


(16) IX’ X|¥ K (qy, gy) + 0 (miod [X’X1) 
ist, ergibt sich noch die Kennzeichnung 
(17) k = 2 Max (uw + »). 
aus + 0 
In Abhangigkeit von k stellt sich A, in der Form 
(18) A= 4k(k —21+ m—3) + 41(21+ m—A4) 
dar, wobei / eine ganze Zahl im Intervall 
(19) O<I< [5 - +* 


bezeichnet. Eine Umkehrung der Betrachtung zeigt schlieBlich, daB das mit 
vorgegebenem / im Intervall (19) gebildete A, auch wirklich als Eigenwert 
zum Grad 2k auftritt. Durch (18) und (5) sind nunmehr im Falle n = 2 
alle Eigenwerte bestimmt. Sind (k, 1) = (k®, I) (v= 1,2,...,r) alle Paare, 
welche (18) und (19) befriedigen, und ist 

(20) kD < kM<-- a kM, 

so entsprechen diesen Gradzahlen r verschiedene Werte von 4, gemaB (5), 
ebenfalls in wachsender Anordnung: 

(21) AD < WD +++ < MY. 

Zu jedem Paar von Eigenwerten 4,, 4{? gehért eine bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmte _ ,,rotationssymmetrische’ Kugelfunktion 
|X’ X|""2 K.(q,, gz). G, bezeichne die lineare Schar der Polynome (14), die 
der Differentialgleichung (13) bei gegebenem A, geniigen. Das nach wachsenden 
Gradzahlen geordnete System der Funktionen K; ist durch die Zugehérigkeit 
von K; zu ©,, wobei ¢ durch kK) = e (mod 2) festgelegt ist, und die Orthogo- 
nalitatsrelationen 


1 1 
g@e-5) -> 
(22) (Ky K,) -c. Jf K, RB, (l—+ a)?" 2 ® dq dqy= 0 
fiir u + » bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmt. Hierin ist C,, eine 
nur von m abhangige Konstante und & der Bereich: 
(23) 0<9,<2, 1—q+gq>0,q@>0, G—4q,>0. 


Polynome K (q,,¢,) zu verschiedenen 4, sind stets orthogonal. 
@, bezeichne wieder die lineare Schar der Polynome u(X) mit der Eigen- 
schaft u(X V)=|V|*u(X). In Analogie zum Fall n = 1 nennen wir u(X) €F, 


harmonisch, wenn u(X) von. 4 4 | annulliert wird. Es sei 9, die 


| @ 
= lax’ ax | 
lineare Schar der harmonischen Formen in §,. Da jede Kugelfunktion not- 
wendig harmonisch ist, so kann auf Grund des Lemmas in [1], S. 141 (in 
welchem 2 h eine beliebige natiirliche Zahl sein kann) geschlossen werden, daB 
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jede Form u(X) €§, eine Entwicklung der Art 


(24) u(X) = wo (X) + |X’ X| w,(X) + |X’ X|®u,(X)+--- 
besitzt, wobei u,(X) € 9,-., fir Os vse gilt. Im Falle n= 1 ist diese 


Darstellung bekanntlich eindeutig. Im allgemeinen Fall gilt, wie man ohne 
weiteres sieht, ein solcher Eindeutigkeitssatz genau dann, wenn 


u(X) € 9,, u(X) = 0 (mod|X’ X}) 


bei beliebigem & das Verschwinden von u(X) zur Folge hat. Die Negation 
dieser Aussage fihrt zur Existenz einer Kugelfunktion w(X) und einer natiir- 
lichen Zahl h, so daB 


(25) A |X’ X|*u(X) = A u(X) =0 


wird. Es ist zu vermuten, daB diese beiden Gleichungen mit u(X) + 0 nicht 
vertraglich sind. Im Falle n— 2 l48t sich dies und damit der formulierte 
Eindeutigkeitssatz wie folgt beweisen. Auf Grund einer gewissen Operatoren- 
identitat ergibt sich aus (21) fiir den Eigenwert A, von u(X) beziiglich o(A?) 
der Wert 

(26) A= (2k + 2h + m—2)*+ 4h?—m?+ 6m—10, 


wobei 2 k wieder den Grad von u(X) bezeichnet. Da dieser Wert unter den 
méglichen Eigenwerten, die in (18) mitgeteilt wurden, nicht vorkommt, so 
erhalt man einen Widerspruch. 

SchlieBlich ist noch einiges- zum Funktionstypus u,(X) = |L’ X|* zu be- 
merken, wobei L eine beliebige komplexe Matrix vom Typus LA™”) ist. Auf 
Grund der Identitat 


(27) A u(X) = (k—1) B(k + 1... (K+ n—2)°(b + m—1) |L'L| wy_,(X) 


ist zu schlieBen, daB u,(X) genau dann harmonisch ist, wenn entweder k = 0,1 
oder |Z’ L| = 0 ist. Man wird die Frage stellen kénnen, ob diese u,(X) die 
lineare Schar , erzeugen, was im Falle n = 1 bekanntlich richtig ist. Ist 
L'L=0, Rang L =n, was nur im Falle m 2 2 n méglich ist, so stellt u,(X), 
wie schon in [1] bewiesen wurde, eine Kugelfunktion vom Grad nk dar. Die 
ersten beiden Eigenwerte von u,(X) sind 


A= 2nk(m—n+k—1), 
(28) A=nk(m—n+k—1){(m—n+ k—2)(m—n+k—1)+. 
+n(n—1)+ k(k+ 1)}. 
Das zu n = 2 gehdrige A, ist auch aus (18) zu gewinnen, wenn man dort | = 0 
wahit. Ferner geniigen die zu n = 2 gehdrigen A, und A, der Relation (5), die 
damit in gewisser Weise kontrolliert ist. Im Falle n = 2 ergeben die Linear- 


kombinationen von u,(X) mit L’L=0 gerade alle Kugelfunktionen vom 
Grad 2 k zum maximalen Eigenwert /,. 


396 Hans Maass: 


§ 1. Die unitére Metrik im Funktionenraum 


Mit Hilfe der Stokesschen Formel werden zunachst die Analoga zur Green- 
schen Formel fir die invarianten Operatoren o(A*”) bewiesen. Es sei X 
= (z,,) und [dX] das alternierende Produkt der Differentiale dz,, (in irgend 
einer Reihenfolge). w,, entstehe aus [dX], vom Vorzeichen abgesehen, durch 
Streichen von dz,,; das Vorzeichen von w,, werde durch [dX] = dz,,,, 
festgelegt. SchlieBlich sei noch Q = (w,,). Der Bereich G im X-Raum erfiille 
mit seinem Rand ® die Voraussetzungen, unter denen die Stokessche Formel 
angewendet werden kann. Mit ihrer Hilfe beweist man 


(29) [ 2X ar 4ax-—» [Bax 


— [(4(x3¥) B’) (ax}+ [BxQ A : 
é R 


wobei A und B m-reihige Matrizen bezeichnen, deren Elemente willkirliche 
Funktionen von X sind. Die Ersetzung A’ B, B’+ A ergibt mit nach- 
folgender Transposition 


(30) [ (25x) 4x--» [ Bacex)- 


- [ (42998) (@x}+ [ BOxA. 


Durch vollstandige Induktion nach A kann nun 
(31) { BA*A[dX] = [(A’AB’) [dX] + 
6 6 


A-1 
+S {(AeB’y (X Q—QX') A-e-14 
e=-0 R 


bewiesen werden, wobei zu beachten ist, daB die Differenzbildung von (29) 
und (30) gerade (31) fiir A = 1 liefert. Wir wahlen speziell_.4 = y(X) F(Y) £, 
B = p(X) E und dehnen den Integrationsbereich © auf den vollen X-Raum X 
aus. Durch Wahl der Funktion F(Y) ist dafiir zu sorgen, daB die Integrale 
iiber G konvergieren und die Randintegrale gegen 0 streben. SchlieBlich wird 
in (31) noch die Spur gebildet. Da Funktionen vom Typus FY) hinsichtlich 
des Operators A als konstant anzusehen sind, wie schon in [1] festgestellt 
wurde, so resultiert mit 2 y anstelle von h 


(32) J p(X) o(A*) o(X) F(Y) 42) = / p(X) o(A®*) p(X) F(Y) (dX). 


Ersetzt man in (31) B durch (A* B)’, so liefert dieselbe SchluBweise, jetzt mit » 
anstelle von h, 


(33) feta” vy (A (FY) [4X] =f o(X)o(A™) p(X) F(Y) (dX). 











_— 

















Kugelfunktionen einer Matrixvariablen 397 


Auf Grund dieser Formel ist zu erkennen, daB die Eigenwerte A,, A,, . . ., A, 
einer Kugelfunktion u(X) nicht-negative reelle Zahlen sind. Man braucht 
nur g =u, y= % und etwa F(Y) = e~*(* *) zu wahlen. Man stellt tiberdies 
fest, daB A,= 0 mit A” u(X) = 0 gleichwertig ist. Im Falle »y = 1 bedeutet dies 
nach [1], daB u(U X)(U’U = EB) von U unabhingig, also u(X) eine Funktion 
von ¥ ist. Als Kugelfunktion ist u(X) dann aber notwendig konstant. 


Es sei 
<(n+1—m) (dX) 

(34) dv =|¥|2"* n a¥y? 
wobei [d Y] das Produkt der unabhangigen Differentiale der Elemente von Y 
bezeichnet. Die Quotientenbildung in (34) ist im Sinne von Stzcet [2], 8. 30 
zu verstehen. Das Volumenelement dv ist, wie man leicht sieht, gegeniiber 
den Transformationen X + U XV, Y + Y[V](U'U = E, |V| + 0) invariant; 
wir verwenden es zur Definition eines Skalarproduktes im Raum der Funktionen 
iiber der GraBmannschen Mannigfaltigkeit. Sind g(X) und w(X) auf X’'X = FE 
definiert und ist 


(35) p(X V) =y(X), p(X V) = y(X) fir VV’ = Z, |Vi=1, 
ferner | Y| = R’ R, |R| > 0, so werde 
(36) (pe vy= ff p(X R) p(X R) de 

xx=¥ 


Y=X'X, 


gesetzt. Diese Bildung ist unabhangig von Y und von R bei gegebenem Y. 
Ersichtlich ist (y, y) = (gy, y) und (gy, gy) => 0, wobei das Gleichheitszeichen 
nur dann gilt, wenn g = 0 ist, sofern @ eine stetige Funktion ist. Multipli- 
ziert man (36) mit einer willkirlichen Funktion F(Y) und integriert man 
iiber den Raum aller positiven Y, so ergibt sich 


(37) (yy) f POY) (a) 
Y>0 
—_—_— Vins —m 
= ff oery ok Rhypee "SS ry) ay) 


Y>0 #’*x=-¥Y 


1 
~ / p(X BR) y(X RA |¥jz°*'~™ FY) (aX), 
x 


wenn durch Wahl von F(Y) fir Konvergenz der Integrale gesorgt wird. 
Sind g(X) und p(X) im Bereich X’ X > 0 definiert und gilt 


(38) p(X V) =|V|*¥ p(X), p(XV) =|V|* p(X) far |V| +0, 
so daB 

p(X R-) p(XR} = (X) p(X) | ¥|-* 
wird, dann geht (37) iiber in 


1 
—(n+1—m) — 


(39) (9, » Jr (ay}=J p(X) p(X) |¥|? *F(Y¥) (aX). 
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Das Skalarprodukt andert sich definitionsgemaB nicht, wenn man @ oder p 
mit einer Potenz von |X’ X| multipliziert. Aus der Invarianzeigenschaft von dv 
folgt auch 


(40) (y(U X), p(U X)) = (p(X), yp(X)) fir VU=Z. 
SchlieBlich ist auf Grund von (32) noch 


(41) (p, o(A**) y) = (6(A*") @, ) 
zu schlieBen. Diese Formel zeigt, daB zwei Kugelfunktionen orthogonal sind, 
wenn sie zu verschiedenen Systemen von Eigenwerten A,, A,, . . ., A, gehdren. 
Um nun 
(42) Vaia= (1,1) = f dv fir man 
X'X=E 
zu berechnen, wahlen wir ir (39) py = y = 1, damit k = 0, und 
3 (m—n—1) 
ry) =lIFP2 fir y,.51 (vy =—1,2,...,2), 
lo sonst. 
y,, bezeichnet hier das v-te Diagonalelement von Y. Es wird dann 
VuinIa(~—3—) = / [aX] 
% tS 
(43) _ 


f nl -—- 

_= r coat BE? “a n? 
(, (r(5 +1)) 
wenn X = (r,7r,...%,), = 7 und allgemein 


(44) J(e)= f |¥\(dY¥) 
¥>0 
Vey - 

=1,2,....” 
ist. Fir dieses Integral ulation wir eine Rekursionsformel, indem wir 
Y, O\[Z vo 
oe ( 0 ,) 01 


substituieren. Eine einfache Rechnung ergibt 


|Y\*=|Y¥,\y*, (€¥]=|¥,| (4 ¥,] [dv] dy, 





|, Y,= Y¢-”, vp =p*-h» 


wahrend die Integrationsbedingungen in 
Y,>0, y>0, y,,s1(vy=1,2,....n—1), y+ Y, [vp] S1 


tibergehen. Zunachst wird die Integration tiber v, dann die iiber y ausgefihrt. 
So ergibt sich die Rekursionsformel 
n—1l 
I(a+1)2 i 1 
=+1 \ 1 oe (a + 3) ; 





J, (%) = 


r(a+14+"F- 








Cc 


a0 f8 wa 
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SchlieBlich ist noch 


1 
J,(B) = [ Yay=555 
0 


Oe lo 3) eer Soon 3) 


(45) J,(a) =——— (r(e +s. weed 


und daher 


nach (43) also 





a — se-) 
(46) Van it rez) fir man. 


Unter der Voraussetzung, daB g(X) und y(X) als Funktionen von W, 
= X, Y-! X; darstellbar sind: 


p(X) = H,(W,), p(X) = H,(W,), 
wobei 
xX \ “a n y ’ 
x=(¥), X,=-X, Y=x'X 
gesetzt sei, wollen wir nun das Skalarprodukt (gy, y) berechnen. Wir gehen 
von der Formel (36) aus, die im vorliegenden Fall 


(A, H,) = f H,(W,) A,(W,) dv 
AX’X=aY 


ergibt. Zunichst ist zu beachten, daB die unabhingigen Elemente von Y 
und W, in ihrer Gesamtheit n(n + 1) unabhangige Funktionen von X sind. 
Wird Rang X,=n vorausgesetzt, so ist notwendig Y > 0 und 0<W,< £, 
wenn B < A fiir symmetrische Matrizen allgemein bedeutet, daB A — B die 
Matrix einer semidefiniten quadratischen Form ist. Umgekehrt kann auch 
gezeigt werden, daB zu jedem Paar Y,W,, welches die angegebenen Unglei- 
chungen befriedigt, ein geeignetes X mit Rang X,=— 1 existiert. Damit ist 
die Umformung 


E 
(A, H,) = / J we id [dW,] 
_ 


oe 





(47) x,¥-*x; = 
E 
_ / nery mp eon) [aw] 
0 
mit 
4 dv i" dv 
(48) eW)—- | wawa-_ | TW 
= X’'X=-E£ 
X¥,Y¥-'X, = WW, X,X,=W, 


B 
gerechtfertigt. Das Zeichen { soll die Integration tiiber 0 << W,< E£ andeuten. 
0 
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Man stellt leicht fest, daB 
k(W,[U)) = &(W,) far U'U =2£ 


gilt. Mithin ist k(W,) eine eindeutige Funktion der Funktionen q,, go, . . ., 7p; 
die durch 
(49) \¢ H —W,| = — q,t*-1+ g,t*-*@— + ---+(—1)"q, 


definiert werden. 
Die explizite Berechnung von k(W,) soll nun fiir n = 2 ausgefiihrt werden. 
Zunichst setzen wir noch fir allgemeines n in Analogie zu dv: 


dv,=|¥,J20*2"-™ wy mit Y,— X;X,. 


Diese Bildung hat einen Sinn, da wegen m = 2 n im allgemeinen Y, > 0 ist. 
Damit wird 








dv + int —m) (d X,) (a X,} 
(50) aw, —!¥I? (a ¥)(aW,) 
F(n+1— m) (m—2n—1) [dX,)}[d Y,] 
= |Y|? \Y, lz (@Y¥}(dW,) dv, 
Zur Berechnung des Quotienten [dX,] [dY,]:[(dY][(dW,] fahren wir ein 


n(n —1) 


System S von ——;— geeigneten Parameterfunktionen so ein, daB eine um- 
kehrbar eindeutige Beziehung 
X,Y, Y, W,, 8 





vorliegt. Allgemein bezeichne Vv die eindeutig bestimmte positive Matrix, 
deren Quadrat Y ist. Da die Beziehungen 
Xi, X,=Y-—Y,, X, Y-! X; = W, 
befriedigt werden miissen, so erkennt man; daB 
VW,-'X,/¥—=0 
orthogonal ist. Es folgt dann 
(51) X,=/W, uVY 
Y,=Y—X,X,=Y—/Y u'wW,vUy/yyY, 
dazu 
(52) |¥,|=|¥| |2—W,|. 


Die in einer Parameterdarstellung der orthogonalen Matrizen U auftretenden 
ao* 1) unabhangigen Parameter kénnen und sollen als System S Verwendung 


finden. Nach (51) ist 


o(X,, Y,) os } 
aye) CU 








2 © NS he 
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Damit wird 
(@ X,)[d ¥,) 9(X,, Ys) 
(53) (4¥](@W,) ~ |a(W,,8, ¥)| (45) 
_ | a(X,.¥) a(X,) a(vW, UVY) 
= bros ¥y| 25] — lac = a a(W,,8) | (45) 
a(VW, UVY)|| ayW, U)| | atVW, U) | |a(vW,) 
-* aw, U) || a(W,,8) | [as] =|¥|* layW,. 8) Camm, | 45)- 
In den folgenden Betrachtungen wird n = 2 vorausgesetzt. Sei 
_ (1 ris ay (4 ft 
og: = ws ) , VW es (*. t , 
also 
w= tf + te, We= HF + bie, Wry= (t+ ty) he 
Dann folgt 
a (W) 2 (wy, Wy, Ws) pt re 
(54) eA = stat, t,) |= 4 Mil? o(/W,). 
Da die zweireihigen orthogonalen Matrizen durch 
cosp sing 
U=(< cms acai (05 p< 22) 


gegeben sind, so kann S = @ gewahlt werden. Eine einfache Rechnung liefert 
nun fiir den Betrag der Funktionaldeterminante der Elemente von 
VW, U = ( cosy Ftysing t, sing+ pd 
~ \tacosp Ft, sing t,sing + t, cose 
nach t,, ty, ty», g den Ausdruck 





a W, U) | = 
(55) ee = o(VW,) 
Mit (54) folgt daher aus (53) 
ia aX,)[dy ba 
(56) Taw y= TIM dg. 
Beriicksichtigt man noch (52), so geht (50) tiber in 
dv 


1 — .t 
aw = EWE |W 2B dy doy. 
Bei der Integration, die zu k(W,) fihrt, ist das Intervall 0 < pm < 2 a doppelt 
zu zihlen entsprechend der Tatsache, daB es eigentliche und uneigentliche 
orthogonale Matrizen gibt (|U| = +1). Ferner ist zu beachten, daB dv, die- 
selben Invarianzeigenschaften hat wie dv. Zufolge (48) wird dann 


22 
a a Pe ee | 
k(W,) = 3 |£—W,|2 [Wi| 2] dp dv, 
6 X;X,-B8-X;X, 


(m — 5) +> 
= 2|E— TALL |W,| # dv, 
x; X,=-E£ 


4 i -5) - 
= 1Vm—s,2 |Z —W,|? |W,| .. 
Math. Ann. 135 27 
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Vim—2s2 ist aus (46) zu entnehmen. Eine Reihe von elementaren Umfor- 
mungen, wobei insbesondere von der Legendreschen Relation fiir die Gamma- 
funktion Gebrauch gemacht wird, fiihrt schlieBlich auf 


(22)"-* 
(m—2)! 


wobei ¢,, ¢, durch (49) bestimmt sind. 
Wir wollen jetzt auch noch voraussetzen, daB 


H,(W,(U)) = H,(W,) far U'U = (» =1, 2) 


>) - 


1 1 
(57) k(W,) = (l—q,.+9)2"~ 9, 2, 





gilt, so daB 
H,(W,) = K,(u, 2) (vy = 1, 2) 


anzusetzen ist. An Stelle von W, fiihren wir in (47) die Variablen x, 8, g durch 





W,=(5 3) | cos@ sing 


0p | sin pain f a2=p,0s9<2 


ein. Rechnung ergibt 
[dW,] = («— B)dadB dg | 
oder, wenn «, § durch 


hH=«+B,Q=aB 
ersetzt werden, 


(dW,] =dq,dq,do. 


Der Integrationsbereich 0 < W,< HE wird, von niederdimensionalen Mannig- 
faltigkeiten abgesehen, durch die Ungleichungen 0< B<a<1,0<qg<a 
beschrieben. Wegen 


a= 3 (n+ Vai—4%), 8B = (1— Vai — 44) 
wird er umkehrbar eindeutig auf das Produkt von 0 < » < 2 mit 
(58) B:0<9,<2,q>0, 1—q+qQ>0, G—49q,>0 
abgebildet, so daB (47) nach Integration tiber ¢ in 

(Ky Ka) = [f Ki (dv da) Kav %) b(Ws) day dae 
tibergeht. Mit (57) erhalten wir damit 
(59) (Ki Ka) = Cm [J Ki (dv 92) Kaldv 9) (1 — 21+ ata, da das, 
wobei zur Abkiirzung 


(60) Cm 
gesetzt ist. 


_ 
~ (m—2)! 








§ 2. Die algebraische Abhingigkeit von /,, 2,,..., A,, & 
Es sei A eine n-reihige Matrix iiber einem kommutativen Ring, 


o(A’) =8,, |t H —A| = t*+ a,t*-1+ ---+a,. 
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Aus der Theorie der symmetrischen Funktionen ist bekannt, da8 

1 
(61) a,= — > ont R(8,, 8, . . 5 &_—1) 
ist, wobei R ein isobéres Polynom bezeichnet, welches nur solche Monome 
si" 6"... 6”, enthalt, fiir die 
4+ 2 fey -+++(n—1)¥,_,=n 


ist. Wird A durch X’X = 


C] , 
ar ay crsetzt, insbesondere auch a, = (— 1)" |A| 
durch (—1)" |X’ X ae 2 , 80 ist (61) zwar nicht erfillt, da der Ring der 

C. ax g 
linearen Differentialoperatoren nicht kommutativ ist, aber man erkennt, daB 
sich die beiden Seiten von (61) nach der Ersetzung nur um einen invarianten 
linearen Differentialoperator vom Grade héchstens 2n —1 unterscheiden. 


Ein ne 14Bt sich, wie in [1] gezeigt wurde, als Polynom in o(X : sr) und 








o(X'X 5 Yar) (v= 1, 2,...,—1) darstellen. Daher ist 
, ] 1 @ , 
(—1)"|X X\ls-ax|+ a? o(x’ x iv ix) 
" é a @\n-1 7 8 
= (a (x'X 55 ax): 10(X'X 5% sx) o(x ax)): 


wobei Q und im folgenden auch P,, P wieder Polynome bezeichnen. Auf Grund 
der in [1] angegebenen Relationen erkennt man noch, dab 


+ 0 J = = a ( At) + P,(0(4% p< 40(AH4), 0 (X" sx) 


ist, so daB schlieBlich eine Beziehung der Art 


a(x’ X35 


y yy |_2- _@ | 2n 
(62) 2n |X X| lox ax | + olA ) ; 
o~ P(o(4%), o(A'),...,0(A™-2) , ox’ ax)) 
resultiert. 

Fiir n = 2 soll diese Formel explizit angegeben werden. Die Rechnung 
kann jedoch wegen ihres Umfanges nicht vollstandig reproduziert werden, 
so daB wir uns darauf beschrinken, einige Umrechnungsformeln mitzuteilen. 
Zunichst gilt noch fiir beliebiges n 


o(A?) = = (o(x’ ax)) + 2(m—n— 1) o(X’ sx) - 


a 
os ~ X oy ox) 


(63) 


und 





o(A) = in x 


" + “s « ex ax ax)) (#(*’ sx) 


o<tatnss 
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wobei 
4 2 
Ao= 0, %3=—- > bo ee 
4 4 
ay=—(l+n—m), ag=—~(m—n—1), 
(65) Ayy= — 2 (n?+ n+ 1)+ (2n+ 3) m—-mi’, 


digg = = (2 n? + 3n+ 2)—- (6 n+ 7) m+— mt, 
Gy, = (m — n — 1) (m?— (2 n + 3) m+ 2 (mn? + n + 1)) 
ist. rat” Grund der Formeln (63) und (64) lassen sich die Operatoren 
a(x’ X sy ax ror) (v = 1, 2) ohne weiteres durch o(A?), o(A*), o (x " ax) aus- 
driicken. Mit diesen Darstellungen wird die fir n = 2 giiltige Relation 


, wae a\\2 1 ear we ) 
|x “heweis (0 (xX 53 sx))- 39(X'X sx ay) + 


(66) 
; a ee eS 
zo(X'X ayr ax)o (x sx) * 2 o(X'X 5% ax) 





schlieBlich in 


4|X’X| lax ox|+ a (AS) = 5 (o(A2)*+ 
(67) + + (m*— 9m + 18) (A?) + (2—m)o (x° 5% )o(Ar) — 
-H(eoun 2mm ae) 


+ (m*—3m+1)(o(X’sy)) + (m—2) (0(X'5y))' +4 (0(X’ sy) 


iibergefihrt. Die Anwendung dieser Identitat auf eine Kugelfunktion vom 
Grad 2 k zu den Eigenwerten 4,, A, ergibt somit 
(68) L=> + > (m? —9 m + 18) y+ 2 ( —m) k y— 2A, + 
Peet (m — 3) k + 4 (m?@— 3m + 1) kh? + 8(m— 2) P+ 4k. 
§ 3. Die verallgemeinerte Legendresche Differentialgleichung 
fiir den Fall n = 2 


Es sei u(X) eine vorgegebene Kugelfunktion, 2, die von den Funktionen 
u(U X)(U'U = E) erzeugte lineare Schar und u,(X) (vy = 1, 2,..., N) eine 
normierte Orthogonalbasis von 2,. Zufolge (40) ist 


~ N == 
(69) F(X, X)= J u,(X) u,(X) 


= 


gegeniiber den simultanen Substitutionen X + U X, x+vux (U'U = EB) in- 
variant und daher als Polynom in den Elementen der Matrizen x’x i 
X’X darstellbar: 

(70) F(X, X) = G(X'X, X’'X, X’X). 








(7 
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Wir interessieren uns fiir die spezielle Funktion 


(71) F(X) = F(x,(6)) 


in 2,. Es ist leicht zu sehen, daB jede Funktion aus 2, als Linearkombination 
der Funktionen F(U X)(U’'U = EZ) darstellbar ist, woraus 2,— 2, erhellt. 
Hiernach ist klar, daB mit u(X) auch F(X) + 0 (mod |X’X}) ist. Beriick- 
sichtigt man noch die Invarianz der Operatoren o(A®) beziiglich der Ab- 
bildungen X + U X(U'U = EB), so erkennt man, daB u(X) und F(X) Kugel- 
funktionen zu gleichen Eigenwerten sind. Fortan sei «= k—2 6 , dabei 
n k der Grad von u(X) und F(X); auBerdem sei 


(72) x=(7).%= xm, Y=X'X, W,=X,Y2Xi. 


Nach (70) ist nun 

F(X) = G(X,, H, E) far X'X=E£. 
Wegen der Invarianz von |X,|*F(X) gegeniiber den Abbildungen X + XV 
(V’'V= EB) folgt, daB | X,|*G(X,, Z, Z) als Polynom in den Elementen von X, X; 
darstellbar ist: 

|X,|* @(X,, #, B) = H(X,Xj). 

Im Falle ¢ = 1 verschwindet das mit variabler symmetrischer Matrix W ge- 
bildete Polynom H(W) auf der Mannigfaltigkeit |W|=—0. Mithin ist 
H(W) = |W|* H,(W), wobei H,(W) wieder ein Polynom bezeichnet. Es ergibt 
sich somit 
(73) F(X) = G(X,, HE, E) = |X,|*H,(X,X;) fir X*X=LZ. 
Ist X eine beliebige Matrix vom Rang n und R= |X’ X, so gilt (73) mit X R+ 
an Stelle von X. Aus 

F(X R+) = |X, Rk“ A(X, ¥* Xj) 


folgt dann 
k e 
(74) F(X) = |X’X|? |W,|? H.(W,) 
oder auch 
(75) H,(W,) = |y) 2 |X,| “F(X). 


Hieraus ist zu erkennen, daB H,(W,) gegeniiber den Transformationen 
W,—~W,[U](U'U = £) invariant ist. Wir realisieren diese Transformationen 
daveh die Abbildung X,- U’ X,, X,+ X,. Wegen 


("x") =? ("x,")- ()) =# (x): (0) 
=|0|* F(x, (6) =|U|*F(X) 


nimmt die rechte Seite von (75) bei dieser Abbildung den Faktor |U|-*+*= 1 
auf. Das heiBt, es ist in der Tat 


(76) H,(W,(U]) = H,(W,) fir U'U = £, 
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so da8 H,(W,) auch als Polynom in den Funktionen o(W}) (vy =1, 2, . . ., n) 
dargestellt werden kann. Gleichwertig damit ist eine Darstellbarkeit von 
H,(W,) als Polynom in den Koeffizienten von 


(77) lt B —W,| = — qyth-2+ gyt™-2— + «+++ (—1)%q 
Wegen q,,= |W,| gestattet 
(78) |W,|? Ho(W,) = K(q, da» - - +» Gn) 
also eine Entwicklung 
(79) K (q,, da-- + Yn) = P 4 i a q;' q3° 2S q;" ’ 
in der (¥,, %,...,¥%,) endlich viele Systeme nicht-negativer Zahlen durch- 
lauft, die den Bedingungen 
(80) vy,;=0(modl) fir i<n, v,= > (mod 1) 
geniigen. 

Die Differentialgleichung 
(81) a (A?) F(X) = A, F(X) 


ist mit 
(82) o(A*) |W,|? Ho(W,) = A,|W,|? Hy (W,) 

k 
gleichwertig; denn |X’ X|? ist mit dem Operator A vertauschbar. Es soll 
nun gezeigt werden, daB es einen Differentialoperator in W, gibt, der auf eine 
willkirliche Funktion h(W,) dieselbe Wirkung hat wie o(A*), wobei W, die 
in (72) angegebene Bedeutung hat. Zunachst fiihren wir noch folgende Be- 
zeichnung ein: 
(83) W,= X, = ees W,= X oe ; 

A,= W, +, —(".35 OW, y. 


_ , a A : ee a C) 
Dabei wird, wie es im Falle ig pt si Matrizen iblich ist, 5 w.> (eu du, ) 


gesetzt mit W,= (w,,) und e,,= 1 oder 5 , je nachdem uw = » oder yu + » ist. 
Man bestatigt sofort die Relationen 

(84) Ws; W,=W,—W?7, o(X, Y-1X3) = n—o(W). 

Die geplante Umrechnung erfolgt mit Hilfe der Identitaten 


Sax h(W,) = 21, 5 -— W, (Ws sy -)|amy, 


(85) Xy5y7 My) =— 2, (Wego) AUM,), 
Xi 5x7) = 2{ Wa sy — w,(W. ie 7) \RUM), 
X. 57h) = — 2, ( Wa ayy.) MM). 
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Auf Grund der Zerlegung 





é a a\ 
Ligy-(%ex) Sa- (Xi5¢ 
(86) A ( ; _ 1 aX; - My 8 _ ) 
39x — (x, ma Or ~(x, ox) 
ergibt sich somit 
é ) 
(87) Ah(W,) = 2 "OW, h(W,) , 
¥. <a aw. 0 


wobei 
(x, 55 axe — (x, 5x7) ) MW.) = =2A,h(W,) 


beriicksichtigt wurde. Wird (86) noch einmal auf (87) angewendet, so folgt 
nach Spurbildung 


(88) o(A*) h(W,) 
Dw 2). ‘\) 


Die hier bendtigten Operatorenprodukte sind mit ‘Hilfe von (85) abzuleiten. 
Man findet wieder nach einfacher Rechnung 


a f 
13x; "aw, oe )={-2( m5 Ws .(w 


+ (m—2n—1)W. 


x 


aw, * 


| 
17 jh (Wy) 


6 yy 3 
19 r 


2 9 | , 
1 3W- -+W7 aw,* o(W,) W 
und 


Zak tear) sero [-2(m(. (re ol) 


+3 2(W, (Wsaw-a5 ow ys ail ah (ay -)—2(aw,)) e 


—W, (Wy aHUAE 


Mit den Ausdriicken, die man hieraus durch Spurbildung und der nach (84) 
méglichen Reduktion erhalt, wird (88) schlieBlich in die Identitat 


, 9 , a | 
+(m — n) o(H 1 aw) + (o(W,)—n)o (sw) h(W,) 
iibergefiihrt. 


Wir behandeln nun den Fall, daB A(W,) eine Funktion von o(W%) 
(vy =1,2,...,m) ist. Sei allgemein p,= o(W}) fir » = 0, p =(p,, po, - - -, Pn) 
und 


h(W,) =9(p) . 
Wegen W, 7" p,= v Wy ist Ayp, = 0, also identisch in p 
1 
(A>) 9 (Pp) = 
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Die weitere Umrechnung von (89) vermittels der Formeln 


=*t w:- es ie W:-1-» fi >1, 
2 Py ur y 








aw, 


a 
aw, 90)=| SW" 5, ay 90) 
ist nun rasch auszufiihren. Es ergibt sich die Identitat 


a(A*) g(p) = [ z BP Pat>e— #+--) tpt 


4v=1 


(90) 443 {v(m + ¥—1)(p,—p,-1) + v(m —n) p, + 


v=] 


v—1 


+ ~, Palen — Pepa) a |90), 


Hierin kann p, im Falle y > durch ein isobares Polynom in p,, py, . . ., Pp 
dargestellt werden. Da diese Polynome im allgemeinen nur sehr schwierig 
anzugeben sind, empfiehlt sich jetzt die Spezialisierung von n. So ist fir 
n = 2 unmittelbar 


hd a 
a(A?) g(p) = 4|2(P2— Pr) ag + 4(3 Pi P2— pi — 2 pr.) = + 
oe é 
(91) +4(2 pi p.— pi — p3 —3 p,p.+ Pi) 33 + (m p,—4) 35. + 
a 
+ 2((m + 1) p+ Pi—5 Pi) a5, g(p) = 90 
zu notieren, wobei 
3 “ 
Ps= 9 PiP2— @ Pi > 
1 l 
Ps= Pi P2— 5 Pi— > PB 


beriicksichtigt wurde. Zu einem handlicheren Operator gelangt man, wenn 
man noch eine Umrechnung auf die Variablen 


1 
(92) 1=A> B= F (pi — Ps) 
ausfihrt. Die Durchfiihrung ergibt fiir g(p) = f(q,, g.) die Identitat 


o(A?) f (1, 92) = 4 l2 (0% —24—%) ar + 


_ oe o a 
(93) + 4(%1%2—2 92) 39-99, + 2(2 92 — %92) Gq t+ (mMa—4) GE + 


7] 
+ (2(m — 1) q.—4,) Al f(Q1> Qe) - 
Damit ist fiir die durch 
k 
(94) F(X) = |X’X|? K(q, %) 








~ 


ase est = G&G ff sa @ 2 Se 
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definierte Funktion K (q,, q,) eine Ronyh Uae oe ne bestimmt. Sie lautet 
[sia.— gi + 2a) oa i + 16(2 9,— 9192) 5-5- i aa, + 8(%192—2 93) 54 bat 


(95) 
+ 44m) so + 4(G—2(m —1) 4) + a] Ky 4) = 0. 


Die Frage nach den Polynomlésungen soll nun in Angriff genommen werden. 


§ 4. Berechnung der Eigenwerte im Falle n = 2 
Es sei e = 0 oder 1 vorgegeben. Mit dem Polynomansatz 


(96) K(q, %) = i eG» 


wobei w= 0, v=> 5 (mod 1) zu hdiiin’ ist, gehen wir in die Differential- 


gleichung (95) ein. “Far die Koeffizienten a,, ergeben sich die linearen homo- 
genen Gleichungen 


(Ay— Aye) Suet 4(v + 1) (2% + 1) aya yg. 

+ 8(u+ 1) (4+ 47+ 2)a,4,,+ 16(u + 2) (w+ 1) a,42,-1;=0. 
Zur Abkirzung ist hier 
(98) Aue= 8(u + v)? + 8 v(v + m— 3) + 4 ue (m — 2) 


(97), 


gesetzt worden. Es seien 
AM< JM< IM a--- 

die der GréBe nach geordneten Werte von i,,. 4,,,= A gestatte 9, Lésungen 
uw, vz20mity=0, r= = (mod1). Wir denken uns nun die Koeffizienten a,, 
und ebenso die Gleichungen (97),,, in Gruppen nach wachsenden Werten von 4, , 
angeordnet. Hinsichtlich der Anordnung innerhalb der Gruppen erlassen wir 
keine Vorschrift. Da die Differenzen Antiv— | A,- —lvr+1” Ass Au+2 y—-1 —A,, 
alle positiv sind, wie eine einfache Rechnung seigt, so gehéren 4, + 14, 4-194 1 
4,+2-, Zu Gruppen, die der Gruppe von a,, ohne Ausnahme nachfolgen. 
Gehen wir von einer (zunachst hypothetischen) nicht-trivialen Polynom- 
lésung aus, so gibt es eine letzte Koeffizientengruppe, die von 0 verschiedene 
Zahlen enthalt; sie gehért definitionsgemaB zu 


AM) = Max (4,,). 
Quy +0 
Da in (97),, formal alle a,, gestrichen werden kénnen, die der N-ten Koeffi- 
zientengruppe nachfolgen, so verbleibt ein endliches homogenes System, zu 
dem eine Matrix der Art 


D, 


D * 
_* 


D, 
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gehért. Hierin ist D,= (A,— 4) E© und unterhalb dieser Kastchen stehen 
nur Nullen. Man erkennt nun, daB 4,= A™) notwendig und hinreichend fir 
die Existenz einer nicht-trivialen Polynomlésung ist. Der Rang der Lésungs- 
schar ist ersichtlich gleich oy. 

Im Hinblick auf (94) ordnen wir jedem Polynom (96) eine Gradzahl & zu. 
Es sei dies die gréBte ganze Zahl k = ¢ (mod 2), so daB 





k 
(99) |X’ X|2 K(q;, Y2) # 0 (mod |X’ X}) 
gilt. Wir zeigen, daB 
(100) k= 2 Max (u + 1) 
ayy +0 
ist. Wegen g.= |W,| = |X,|?|¥-3| ist g= = die gréBte ganze Zahl mit 


der Eigenschaft 
|¥| |X,|*K (91,92) 92 2 + 0 (mod |¥|). 


Wir zerlegen K (q,, 92) Yo 2 in homogene Bestandteile: 
e & 
K (4%; 92) I 2 = a A, (d, G2), Hs(%, 92) #9. 
C= 


Der Grad von H, sei 9. Da |¥| q,= | ¥|o(X, Y-1 Xj) und |¥| g,= |X,|* Poly- 
nome sind, so ist jedenfalls 


s—1 
|Y|*|X,!" YS A, (qi; d2) = 0 (mod | ¥}) . 
e=-0 
Die Behauptung (100) oder damit gleichwertig 


(101) g = Max (ut+»—g)=s 
apny* 0 
bedeutet also, da’ 
| ¥|* |X,|* 1, (91, 92) = 0 (mod | ¥}) 
ist. Wir schlieBen indirekt, fiihren also 
|Y|* |X,|* H5(qy, G2) = |Y| p(X), 
wobei ~(X) ein Polynom sei, zu einem Widerspruch. Der Ansatz 


x 
H,= 4g '@ 


ergibt wegen | Y| q,= |X,|? die Beziehung 


(102) & % |X,)?*** (| ¥| mf = |¥] p(X) - 


Ist c, der erste von 0 verschiedene Koeffizient, so ist |X,|*/** ein Teiler von 
p(X); denn |X,| ist irreduzibel und sicher kein Teiler von |¥|. Auf beiden 
Seiten von (102) kénnte also der Faktor |X,|*’** herausgezogen werden. Es 







































Kugelfunktionen einer Matrixvariablen 411 
bedeutet daher keine E.d.A., wenn c,+0 und.e=0 angenommen wird. 


Speziell im Fallen = 2 ist nun |¥| Y-1= ¥|_° 6], also 


IY] a= o(X; a Ts al): 





Mit 
r-| 


00100... 
0:4010...)’ 


was nur fiir m >] 2m = 4 méglich ist, folgt dann 


—— 01 
IV|=|X=0, (XX, ¥|_} t))=—2. 


Nach (102) ergibt sich nun ein Widerspruch mit c, + 0. 

Um die méglichen Eigenwerte A, zu einer gegebenen Gradzahl k = e (mod 2) 
zu finden, gehen wir so vor, daB wir zunichst alle méglichen Gradzahlen 
k =e (mod2) zu einem gegebenen Eigenwert A,= A“) bestimmen. Es wird 
sich zeigen, daB die zu A, gehérigen k in umkehrbar eindeutiger Beziehung 
zu den Lésungspaaren yu, » von 


(103) A= 8 (u + v)?+ 8 »(v + m— 3) + 4 u(m — 2) 
wv20, wp=0,7 v = = (mod 1) 

stehen. Sie werden durch k = 2(u + v) gegeben, so daB auch 

(104) A= 4k(k—2 pp + m—3) + 4p(2 p+ 4—m) 


0<us+, w= 0(modl), k= ¢(mod2) 


gilt. Da A, bei festem k eine im Intervall 0 < yw < > stark monoton fallende 


Funktion von yu ist, so ist zu gegebenem k das Paar (yu, v) in der Tat eindeutig 
bestimmt. Zu jeder Gradzahl k (gerade oder ungerade) gibt es offenbar 


[|+ 1 verschiedene /,. Da®B die durch (95) gegebenen Zahlen Eigenwerte 


von Kugelfunktionen 2 k-ten Grades sind, bedarf allerdings noch eines Nach- 


weises. Bildet man mit einem zu A, und k gehdrigen Polynom K (q,, q.) + 0 
k 


die Form F(X) = |X’ X|2 K(q,,q,) und hierzu die lineare Schar 2, im Sinne 
von § 3, so gibt es in 2, nach dem Lemma in [1], 8. 141 eine Basis, die aus 
Funktionen der Art |X’ X|*u(X) besteht, wobei u(X) eine Kugelfunktion 
zum Eigenwert A, ist. Es ist mindestens einmal a = 0, da F(X) nicht durch 
|X’ X| teilbar ist. a = 0 bedeutet aber, daB u(X) eine Kugelfunktion 2 k-ten 
Grades ist. 

Zum Beweis, daB k = 2(u + v) fiir jedes Lésungspaar p, vy von (103) eine 
zu A, gehorige Gradzahl ist, benédtigen wir den folgenden als bekannt anzu- 
sehenden 

Hilfssatz: Ist C = C= (c,,) eime Dreiecksmatrix, also c,,— 0 fiir u >», 
ist Rang C = n —r und verschwinden genau r Diagonalelemente von C, etwa 


c 


rin Coe °° * = C= 0, 
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so gibt es zu jedem j in 1 <j <r eine Lésung des Systems 
n 
» “ust, = 0 (w= 1, 2,..., 2) 
vy=1 
mit z,,— 1 und z,= 0 fir y> v;. 

Wir betrachten noch einmal das lineare homogene System (97),,. Die 
Koeffizienten a,, und ebenso die Gleichungen sollen jetzt in Gruppen nach 
wachsenden Werten von «+ » geordnet werden. Innerhalb einer Gruppe 
ordnen wir nach wachsenden Werten von v. Wir betrachten nur solche y, », 
fiir dieu +vsx+ 7 , wobei die natiirliche Zahl x so groB gewahlt sei, daB 
alle Polynomlésungen zu dem gegebenen A, erfaBt werden. Es wird also a,,— 0 
fir u+v>x+ J gesetzt. Beachtet man, daB die Koeffizienten in (97),, 
jetzt in der Anordnung 


Any: Gy-iv+y ay+20-1 Qy+ir 


stehen, so erscheint die Matrix des linearen Systems (97),,, in folgender Gestalt : 


Go 
G * 
105 ‘. , 
106 e3) 
G,, 
Dabei ist G, eine Dreiecksmatrix: 
; * 
' , é 
G;= Ai —Au» (uty=i+4). 
0 <r 


An Stelle von A, ist nun A) einzutragen. In der Diagonale von (105) erscheinen 
dann so viele Nullen, als es Lésungen von (103) gibt; ihre Anzahl ist o(N). 
Andererseits hat die Lésungsmannigfaltigkeit zur Matrix (105) den Rang o(N), 
da jeder Lésung eine Polynomlésung von (95) zu 4,= A) umkehrbar ein- 
deutig entspricht. Die Anwendung des formulierten Hilfssatzes zeigt nun: Zu 
jeder Lésung y,, », von (103) gibt es eine Lésung von (97),,,, 80 daB a, ,, = 1 ist, 
wihrend alle folgenden Koeffizienten a,;— 0 sind. Dem Polynom K (q,, q;), 
welches mit diesen Koeffizienten gebildet wird, ist nun ersichtlich die Grad- 
zahl k, = 2(4,+ »,) zugeordnet, q. e. d. 
Aus (104) entnehmen wir die Abschatzung 


(106) 2k(k + m—2)<A<4k(k + m—3). 


Bei festem A, wird hierdurch ein k-Intervall abgegrenzt, in welchem der durch 
(68) gelieferte Eigenwert A, eine stark monoton wachsende Funktion von k ist. 
Mithin ist & auch durch 1,, A, eindeutig bestimmt. 

Es seien k@)< k@)<---< k® die méglichen Gradzahlen zu einem. ge- 
gebenen Eigenwert A,, dazu Af!) < A?< ---< 4 die entsprechenden Werte 
von A,. Zu A,, AS? bestimmen wir eine Kugelfunktion u,(X), zu dieser nach 
dem Verfahren von § 3 eine Kugelfunktion |X’ X|*°/? K,(q,, q,), welche die- 
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selben Eigenwerte hat wie u,(X). Da Kugelfunktionen zu verschiedenen Eigen- 
wertsystemen orthogonal sind, so bestehen die Orthogonalitatsrelationen 

(107) (K,, Ky) = 4;,; (Kroneckersymbol) , 
sofern die K, geeignet normiert werden. ©, bezeichne die lineare Schar der 
Polynome (96) mit u = 0, vey (mod1), die Lésungen von (95) zu gege- 
henem Eigenwert A, sind. Die nach wachsenden Gradzahlen geordneten 
Polynome K, sind durch ihre Zugehérigkeit zu ©,, wobei e durch k= e 
(mod2) festgelegt ist, und die Orthogonalitatsrelationen (107) bis auf kon- 
stante Faktoren vom Betrag 1 eindeutig bestimmt. Das ist ohne Miihe ein- 


zesehen, wenn man beachtet, daB sich das System K,, K,,..., K, aus einer 
Basis yon ©, und einer solchen von ©, zusammensetzt. Allgemein folgt damit 


& 
auch, daB eine Kugelfunktion vom Typus |X’ X|* K(q,, q,) durch ihre Eigen- 


werte 4,, A, bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. 

SchlieBlich soll jetzt noch gezeigt werden, daB die Kugelfunktionen zu 
gegebenen Eigenwerten A,, A, einschlieBlich der Null eine lineare Schar bilden, 
die eine Basis der Art 


(108) Uy(U,X) , up(U,X),... , Ue(U,X) 


besitzt, wobei U}; U,= H(v = 1, 2,..., r) und u,(X) irgendeine Kugelfunktion 
zu A,, A, ist. Zum Beweis denken wir uns die orthogonalen Matrizen U, so 
ausgewahlt, daB das System (108) eine Basis von 2, wird. Sei nun u(X) eine 
von Null verschiedene Linearkombination von (108); sie sei durch die a-te 
Potenz von |X’ X|, aber durch keine héhere teilbar. Wird u(X) = |X’ Xj*u, (X) 
gesetzt, so sind u,(X), u(X), u,(X) Eigenfunktionen der Operatoren o(A’), 
o(A*) zu ein und demselben Paar von Eigenwerten /,, A,. Mithin ist u,(X) 
eine Kugelfunktion, deren Grad mit dem von wu)(X) tibereinstimmen muB. 
Das bedeutet aber a = 0, so daB auch u(X) eine Kugelfunktion zu A,, A, ist. 
Sei jetzt umgekehrt u(X) irgend eine Kugelfunktion zu den Eigenwerten 
k 


Ay, Ag. Ist F(X) =|X'X|2 K(q,,q.) die zu A,,a, gehdrige rotations- 
symmetrische Kugelfunktion, die bis auf einen konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt ist, so folgt, wie schon in § 3 bemerkt wurde, 2, = 2», 2,=— Lp, 
also u €2,. Damit ist der behauptete Satz bewiesen. 


§ 5. Entwicklung nach harmonischen Funktionen ; 
Die Eindeutigkeit der Entwicklung einer Form u(X) €%, nach harmoni- 


schen Formen u,(X) € 9,->, (0 srs 3) - 


(109) u(X)= SY [X’X|ru,(X) 

Osrst 
wird hier fiir n = 2 indirekt bewiesen. Es geniigt zu zeigen, daB u(X) = 0 
das Verschwinden aller u,(X) nach sich zieht. Trifft das nicht zu, so folgt 
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aus (109) die Existenz einer von Null verschiedenen harmonischen Form, 
die mindestens einmal durch |X’ X| teilbar ist. Das ist zum Widerspruch zu 
fiihren. Es sei nun, in abgeadnderter Bezeichnung, u(X) eine von Null ver- 
schiedene Form in 9,, die durch |X’ X|* (h >0), aber keine héhere Potenz 
von |X’ X| teilbar ist. Nach dem Lemma in [1], 8. 141 gibt es in der zu u(X) 
gebildeten linearen Schar 2, eine Funktion |X’ X|*v(X), wobei v(X) eine 
Kugelfunktion ist. Da mit u(X) jede Form in 2, harmonisch ist, so gilt 
insbesondere 

A |X’ X|*v(X) =0 
mithin auch 
(110) (|X’X|*A — A |X’ X]") v(X) =0; 
denn v(X) ist als Kugelfunktion selbst harmonisch. SchlieBlich sei, mit k in 
neuer Bedeutung, 
(111) o(X’ 5) o(X) = 2k v(X), o(A2) »(X) = A,v(X). 


Fiir den in (110) auftretenden Operator kann auf Grund der Relation (67) 
eine einfache Darstellung gewonnen werden. Beachtet man, daB o(A?*”) 
(w= 1, 2) mit |X’ X| vertauschbar ist und allgemein fiir beliebiges n und v = 0 


, 


— P icie : “at 

(0 (x ax )) |X’ X|*—= |X X|\|2nh+o(X ax} 

gilt, was durch vollstandige Induktion nach y leicht bewiesen werden kann, 
so ergibt sich 


ee > von ’ aa 
laa Sox XI 1X°X)" ae ae] 


|ax’ ox 
’ me 

= h|X'X|*-1 [{2 (1 —h)—m—o(X gx)| ola) + 

4 2(m — 2) (m — 3) + 4 h(m*—3 m + 1) + 16 h®(m —2) + 1643 + 

+ 2 {m?— 3m +14 6h(m—2)+ 8h} 0(X' a5) + 

+ 3¢m—2 +4 2h)(o(X’ sx))' + (o(x’ sy) 
und damit nach (110) und (111) wegen A > 0 und v(X) + 0: 
(2h+2k+ m—2) 4,=—8 + 12 (2h + m—2) e+ 

+ 4{m?—3m+1+ 6h(m— 2) + 8h} k + 

+ 2(m — 2) (m — 3) + 4h(m?—3 m + 1) + 16 A®(m — 2) + 16h’, 


was sich zu 
A= (2h + 2k + m—2)?+ 4h?— m?+ 6m—10 


vereinfacht. Eine einfache Abschatzung zeigt, daB 
A> 4k(k + m—2)+ 2m—6 


ist, was sich mit (106) widerspricht. Damit ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen. 








_—— — ae 
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§ 6. Die Funktionen |L’ X|* 

Es wurde bereits in [1] gezeigt, daB die Funktionen u,(X) = |Z’ X|* Kugel- 
funktionen sind, falls L’'L =0 und Rang L =n ist. Unter dieser Voraus- 
setzung ergab sich sogar a u,(X)=0. Offenbar darf auch L’I = £ 
vorausgesetzt werden. Ist L = L,+ iL, die Zerlegung von L in Real- und 
Imaginarteil, so ergeben sich die Bedingungen L; L,= L; L,= + E, Li L,=0, 
die nur im Falle m = 2 n befriedigt werden kénnen. 

Es sollen noch einige Angaben dariiber gemacht werden, wie die Eigen- 
werte A,, A,, . . ., A, von u,(X) ermittelt werden kénnen. Wird 


(112) M =3y | X|=L(X' L)|'X| 
gesetzt, so gelten die Regeln 
A w= kw_,(X M’—M X’), 
(113) AX M'=(m—n) X M’, 
AM X'=(n—1) M X’—n|L'X| + X M’ 
und unter der Voraussetzung L’ L = 0 auch 


(114) AM X'X M'=(n—1)M X'X M’. 
Mit diesen Hilfsmitteln ist durch vollstandige Induktion nach h der Ansatz 
(115) Au,= a,,U,H + (b,,X M’'+ C,_p-M X’) U,p— y+ 


+d,,M X'X M'uy,_, 
zu rechtfertigen. Die hier auftretenden Koeffizienten sind durch 
(116) a,=0, b,=—k, g,=——k, d,=—0 
und die Rekursionsformeln 


An+ie—= — Cre 
(117) Dasiz= ayy t+ (m—n + k—1) dyyt Cre 
Crriz= — Kaqyt (mn — k) Cpe 


Ans 1x= — (k —1) by, — (K—n—1) a, 
festgelegt. Der Eigenwert A, , von u, beziiglich o(A**) stellt sich nun in der Form 
(118) Ang= ™ Ggn pt M(Dgn e+ Con x) 


dar. Fiir h = 1 und 2 ergeben sich so die in (28) angegebenen Werte. | 

Die Funktionen |L’X|* mit L’ZL =0 gehéren zum gréBten Eigenwert /,, 
der zur Gradzahl k méglich ist, haben also auch alle ein und denselben Eigen- 
wert A,. Da die Abbildungen X + U X(U’'U=£) Permutationen des 
Funktionensystems bewirken, so ist auf Grund des letzten Resultats von § 4 
klar, daB die lineare Schar der Kugelfunktionen 2 k-ten Grades mit maxi- 
malem Eigenwert A, eine Basis der Art |L; X|* (vy =1,2,...,r) mit L; L,=0 
besitzt. 
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Es soll jetzt noch gezeigt werden, daB |Z’ X|* genau dann harmonisch ist, 
wenn entweder k = 0, 1 oder |L’ L| = 0 ist. Der Beweis griindet sich auf die 
Relation (27), die identisch in X und L erfiillt ist. Da beide Seiten von (27) 
bei der simultanen Abbildung X > U XV, L>ULV(U'U=E, |V| +0) 
denselben Faktor aufnehmen, so geniigt es, (27) fir L = (¢) zu beweisen. 
Es wird dann 
(119) lex ax [X,|*=(k—1) (ek + 1)?... (e+ n—2)2( + m—1) |X, /*—? 
behauptet. Ist a —=—(a,, %,...,%,) ein beliebiges Tupel ganzer Zahlen mit 
1S a< a<-+-+<a,<m und verstehen wir unter X,= X die Unter- 
matrix von X, die sich aus den Zeilen mit den Indices «,, a, . . ., , Zusammen- 
setzt, so ist bekanntlich 

Ledlorhtt 

jax’ ax| =< |aX,| ° 
In der eingefiihrten Bezeichnung ist X,=— X(,,.,...,,). Im Falle X,+ X, 
ist a, |X,|* = 0 evident, weil hier Differentiationen nach Variablen vorzu- 
nehmen sind, die in X, gar nicht vorkommen. Die Identitat (119) reduziert 
sich damit auf 


(120) ral 1X,|* = (k—1) (e+ 1)... (b+ n — 2)%(k + mn —1) |X, #2. 





Nun gilt aber, wie H. Kiincen [3] kiirzlich gezeigt hat, 
é ! 
Ba [X,|*=k(k+ 1)... (k+2—1)|X/', 
woraus (120) unmittelbar folgt. 
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Beziehungen zwischen Bernoullischen Zahlen 
Von 


Orro Grin in Wirzburg 


F. Levi zum 70. Geburtstag gewidmet 


Man kann bekanntlich die Bernoullischen Zahlen B,(n = 1, 2,...) re- 
kurrent definieren durch die symbolischen Gleichungen 





1. (B+ 1""— B, =n (wn =1,2,...) 
B,=1 
n 
(B+ip=3 (7) Bare: 
q=0\9 
Dann wird fiir jedes k = 1,2,... undm=1,2,... 
m 
(B+ m)+*— By 
2. ; ot =m a, 
ZX, EFI 
Ich will hier zundchst die symbolische Potenz 
' k+1 
(B+ B)Ft} = Py (**") Byii-¢ Ba 
q=0 
betrachten und zeigen: 
Fir k > 0 ist 
3. (B+ B)F+1= (k+ 1) B,—k B,4,. 


Wir wollen hierbei iibereinkommen, den durch obige Formel nicht defi- 
nierten Ausdruck (B + B)® gleich B,= 1 zu setzen. (B+ B) wird nach der 
Definitionsformel 

(B+ BY= B+ By=2 B,. 

Um 3. zu beweisen, driicken wir fiir beliebige natiirliche Zahlen n und k 

die Summen 


n x 
a >” y* 


— — 
= y=1 


_ 


z 
auf zwei verschiedene Arten aus. 
Einmal ist offenbar 
n z 
4. P D> yr=n- l*¥+ (n—1)-2#+-+++n* 
z=-l1y=1 
= (n + 1 — 1) 1*+ (n+ 1—2) 2*+-+++(n+1—n) n* 
(B+nj+*— By, (B+n)t+*—B,., 
k+1 k+2 + 





= (n+ 1) 
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Andererseits ist 
¥ z. P y -2 ct + 7 miss 
k+1 n 
= wet 2, (7) Pd 
y  &+1 
=e 2 CT) a Pe 
1 


= tS (+2) 0B + nytt — By) B 
- (E+1)(k+2) Gs i) e+} Prt+i-e@ 


= Fy (B+ B+ nye+e_(B+ Bye (FT?) (B+ n)'— By) Bes} 


mn Bess 
k+l’ 





1 
= Eipery (e+ B+ n)*¥+2—(B+ B)t+?} — 


und das ist nach 4. 


7 (B+ny+1— B,., (B+n)jt+?— B., 
a@+4) kyl — ky 
Da diese Gleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt, miissen in 4. und 5. 
gleich hohe Potenzen von n gleiche Koeffizienten haben. 


Der Koeffizient von n ist: 





i 1 k+2\ ! k Buss 
(k+1)B,  (k+2) Bs, 
in 4. ae me eee 


k+l k+2 
woraus folgt: 
6. (B+ B)F+'=(k+1) B,—k B,.,, 
wie in 3. behauptet. 
Die Forme! 6. gilt nach ihrer Ableitung fiir k > 0. Sie bleibt aber auch 
fir k= 0 und k = —1 richtig. Mithin haben wir fiir beliebige n = 0,1,... 
7. (B+ By=n B,_,—(n—1) B,. 


Bekanntlich kann man die Bernoullischen Zahlen auch mit Hilfe einer 
erzeugenden Funktion definieren: 








io) 
‘ ys Bye _ . eBe 
F a. a e—l : 
Daraus hat man 
2 oo n x x x 
xe = = _ = ~ {n x” 
(Soa) = 2 AS tar S eZ (p) BeBe eS B+ BY, 
n=0 qg=0 7° * n=0 °° g=0 ‘4/ a=0 ~ 
also mit 7. 
2 ox 
9. ($5) = > Sh) 2S ah — e(B+Bye 
—_ nm! 





— ». aan 
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Fiir ungerade n > 2 liefert 7. nur die triviale Beziehung 
2-n- B, B,_,=n- B,-,. 


Fiir n = 2m > 2 erhalt man aus 7. 


2 Bint 3 a *) Bae Bam-2e= — (2™—1) Bam, 


q=1 
also 
10. (2m +1) Bia=— 5 (4%) Bre Biase: 
z. B. 7 
pate sak cae vy sao se 
7 By= 1+ ag = | = —2 (5) By Bi= — 6-5 - | — ay =. 


Ist n = 2m, so bezeichnet man bekanntlich als die Staudtschen Prim- 
zahlen zu n alle diejenigen Primzahlen, die um 1 vermindert Teiler von n 
sind. Fiir jede beliebige gerade Zahl q sei 

&=2 


P 
wobei p alle Staudtschen Primzahlen zu q durchliuft. Dann gilt nach dem 
bekannten Staudtschen Satz: B,+ 8s,=— A, ist eine ganzrationale Zahl. Da 
wir fiir alle q die s, als bekannt voraussetzen diirfen, ergibt 10. eine Beziehung 


fiir die A,: 
ee fia 

11. (2m + 1) Ay, —(2m+ 1) 8 = — y Gs ) (Ang ~ 8q) (A gm—aq — S2m—20) 
q 


— 2 m\ 2m 
7 - » tis JAgg@Aom-2¢ r a > (5 q)? n—2q “ 
q=1 
m—1 m—tl 
. (2m\ . v 
+ J (9 ) S20 Agm-2g— 2 %2¢%2m-20 - 
q=1 q q=1 


Eine zahlentheoretische Diskussion der Formel 11. ware ganz interessant, 
aber langwierig und muB deshalb hier unterbleiben. 

Erwahnt sei noch, daB man durch eine ahnliche Rechnung, wie oben fir 
(B + B)" durchgefiihrt wurde, fiir alle n > 2 erhalt 


n—1 


(B+ B+ By = n(n —1) B,-»—>n(n—2) By, + ( : ) By. 


(Bingcgangen am 1. April 1958) 
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Differentiale und Tensoren 
Von 
WERNER HAmiscu in Bonn 


Die grundlegenden Begriffe in der Theorie der differenzierbaren Mannig- 
faltigkeiten haben eine verwirrende Fiille von Formulierungen erfahren'). Die 
verschiedenen Formulierungen sind aber keineswegs logisch gleichwertig. 
Auch diirften sie in verschiedener Hinsicht verschieden gut brauchbar sein. 
Aber irgendwie scheinen sie doch alle ein Gemeinsames zu meinen. Und so 
entsteht die Aufgabe, hier ein wirklich naturgeméBes und damit zugleich 
allgemein akzeptables Begriffsnetz zu entwerfen. Von einer befriedigenden 
Lésung, dieser Aufgabe darf man sich iiber die endgiiltige Auffindung der 
wirklich wesentlichen Begriffe samt deren natiirlichsten Definitionen und 
Operationen, und damit tiber ein vertieftes Verstaéndnis der grundlegenden 
Zusammenhange hinaus, auch einen Aufbau von starker innerer Konsequenz, 
also von besonderer Klarheit und Einfachheit versprechen, und schlieBlich 
sollten sich dann auch besonders reibungslos ineinander greifende und leicht 
iibersehbare Kalkiile erméglichen lassen. 

In der Tat ergeben sich bei einem solchen Unternehmen manch wertvolle 
und schéne Entdeckungen. So findet man in den Tangentialvektorraumen 
den Prototyp des regularen Linearformenmoduls, der es gestattet, die multi- 
lineare Algebra in weitem Umfange auf eine besonders einfache und klassischen 
Vorstellungen verbundene Grundlage zu stellen, man st6Bt auf spezielle Kon- 
traktionen von Tensoren, die einen reibungslosen Ubergang zwischen inva- 
rianter und koordinatenmaBiger Schreibweise erméglichen, wobei noch nach 
Belieben Zwischenstufen eingeschaltet werden kénnen, ferner auf metrische 
Kontraktionen, die sich als das formal einzig wesentliche bei Vorhandensein 
einer Riemannschen Metrik erweisen, und auf anderes mehr. Viele dieser 
im Grunde rein algebraischen Anregungen sind in einer friiheren Note bereits 
verarbeitet [7]. F 

Hier nun steht die Differentialrechnung im Vordergrund: Es ergibt sich 
baid die Notwendigkeit, schon die gew6hnliche Differentialrechnung mehrerer 
Veranderlicher geeignet einzurichten, und es wird klar, daB mindestens fiinf 
wesentlich verschiedene Differentialbegriffe gebraucht werden, von denen 
das — hier sogenannte — substituierende Differential eine zentrale Stellung 
einnimmt, von der aus sich ein tiberraschend eleganter und klarer Zugang 
zum kovarianten Differential ergibt. Dabei spielen die neugewonnenen alge- 
braischen Operationen eine entscheidende Rolle. Die formalen Mittel, die man 
damit zur Behandlung des so gewonnenen kovarianten Differentials zur Ver- 


1) Vgl. Literatur. 
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fiigung hat, erméglichen dann weiter auch eine interessante und verschieden- 
artig modifizierbare Antisymmetrisation der kovarianten Differentiation nach 
einem zuvor schon bei der Antisymmetrisation der tensoriellen Multiplikation 
bewahrten Muster. 

Beziiglich der beim vorliegenden Entwurf leitenden Gesichtspunkte kann 
grundsatzlich folgendes gesagt werden: Um unser Gegenstandsgebiet so durch- 
zukonstruieren, da8 jede iiber ihm mégliche Theorie glatt und ohne Kinstlich- 
keiten aufgebaut werden kann, miissen alle Begriffe aus einer méglichst simplen 
Formulierung des Mannigfaltigkeitsbegriffs mit einer inneren Notwendigkeit 
herausentwickelt werden, d.h. insbesondere, es diirfen nur solche Begriffe 
fixiert werden, zu deren Definition man auBer der Mannigfaltigkeit selbst 
und ihren einfachen Eigenschaften nicht noch andere Strukturen und Postu- 
late bendtigt. Auf diese Weise wird nichts dem reinen Mannigfaltigkeitsbegriff 
Fremdes miteingeflochten, so daB eine starke innere Konsequenz des Aufbaus 
erreicht werden kann und alle auftretenden Dinge so fest mit der Mannig- 
faltigkeit assoziiert sind, daB sie keine Eigenschaften besitzen, die nicht wesent- 
lich vom Begriff der Mannigfaltigkeit herriihrten, was wiederum bedeutet, 
daB alle méglichen Operationen, die mit diesen Dingen auf Grund ihrer Eigen- 
schaften vorgenommen werden kénnen, miteinander harmonieren und daher 
besonders reibungslose und leicht tibersehbare Kalkiile erméglichen ®*). 

Natiirlich ist im einzelnen noch mancherlei zu beachten, worauf hier nicht 
eingegangen werden kann®), entscheidend aber ist letzlich, daB auf diese Weise 
tatsichlich ein allgemein verwendbarer Aufbau méglich wird, in dem dann 
zugleich auch alles méglichst selbstverstandlich aussieht und glatt ablauft. — 
Im tbrigen war Beschrinkung auf das Hauptsichlichste geboten und aus- 
reichend. So wird in § 2 die Differentialrechnung iiber Mannigfaltigkeiten 
gemaB den obigen Gesichtspunkten aus einer in § 1 entsprechend gestalteten 
Differentialrechnung tiber kartesischen Vektorréumen herausgehoben, worauf 
dann in § 3 die Anpassung an die speziellen Verhaltnisse bei der Differential- 
rechnung mit Tensoren erfolgen kann. 


$1 


1.1. Allgemeine Vereinbarungen. Ein System s = (g,, ..., g,) ist fir n > 1 
eine Abbildung mit dem Gliede g, als Bild von »=1,...,”. Zum Beispiel 








*) Im ganzen gesehen kann man hier von einer organischen Entfaltung eines Grund- 
begriffs sprechen im Gegensatz zu einer kiinstlichen Konstruktion, die nur auf eine’ rasche 
Realisierung einzelner Kalkiile bedacht ist. Konstruiert man z. B. — etwa nach Ein- 
fiihrung von Relationen in freien Strukturen — einen Bereich B,, in dem Operationen 
einfiihrbar sind, die formal denen mit p-Vektoren entsprechen, und ebenso einen Bereich 
B,, dem der Kalkiil einer Tensoralgebra aufgepragt werden kann, so ist natiirlich nicht 
B,& B, zu erwarten, wie es bei einem naturgemiBen Aufbau der Fall sein muB. 

*) Zum Beispiel darf kein Begriff und keine Bezeichnung leichtfertig eingefiihrt 
werden, sollen nicht irgendwo monstrése Formelgebilde und schwerfallige Rechnungen 
entstehen, d. h. jede Regelung ist zuvor auf ihre offenen und versteckten Konsequenzen 
weithin zu untersuchen. 
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wird also (u,v, w)3=w. Bei n = 1 setzt man (u) = u*). — Die Menge aller 
Argumente einer Abbildung / bezeichnen wir mit 7, und f A sei (fiir A ¢ 7!) die 
Menge der f « mit « € Ar\f. i, bezeichne die identische Abbildung von A mit 
isa =a fiir alle «¢€A. Ist P die Menge der reellen Zahlen, dann schreiben 
wir ip» = i,, mit i,= i. a/, bedeute die ,,Konstante a auf A‘, also die Abbildung 
mit a/,a =a fir alle « ¢ A. Die Inverse einer umkehrbaren Abbildung f be- 
zeichnen wir durch f~ (vgl. unten Beispiel 4 zum Funktionalprinzip!), wo ,,~*‘ 
an ,,vertatur“ erinnert. 

Bei Definitionen von Abbildungen ist es sehr bequem, immer wieder auf 
das folgende einfache Prinzip verweisen zu kénnen. Es-seien die folgenden 
Voraussetzungen gegeben : 

1. Die f,,...,f, sind Abbildungen mit gemeinsamen Argumenten. 

yh g, ist ein formal: unter Verwendung der Variablen §,, .. ., 8, 
gebildeter Ausdruck derart, daB 

a) der Ausdruck ay, ;, noch nicht definiert ist und 

b) der Ausdruck a)... ;, « fiir gewisse « € 7, -- +77, sinnvoll, also schon 
definiert ist. 

Dann kann a, ___;, als eine Abbildung der Menge der 2b) befriedigenden « 
definiert werden, indem man 


penne 


@,, ....Iu® = 9, 0,..., fe 

setzt. Wir wollen diese Methode, Ausdriicke, in denen Abbildungen ohne 
Argumente auftreten, selbst wieder als Abbildungen zu erklaren, kurz das 
Funktionalprinzip nennen. Obwohl es auf einen bestimmten Ausdruck im all- 
gemeinen keineswegs eindeutig anwendbar ist (siche unten Beispiel 2 u. 3!), 
wird auf Grund der jeweiligen Sachlage doch immer nur eine Anwendung 
in Betracht kommen, so da8 meist schan der bloBe Hinweis auf dieses Prinzip 
eine ausfiihrliche Definition iiberfliissig macht. 

Die wichtigsten Beispiele fallen unter die folgenden Typen: 

1. (f,- t) «= f,a-T, fiir f,= (0, a) also (0, 0): t= (9-T,0°T). 

2. (fi* fe) « =f, fa, oder auch = f,a - fa, was fiir f,= (0’, o’) und + statt - 
: (eo, ¢) + (0, o) = (0 + 0’, 0 + o’) liefert. 

3. Glf -- fn) e=9(f,%, .- -. fp) fiir (f,a, .-.) € 9. Fir n = 1 wird hier- 
nach (g f)«=gf«, d.h.gf=gof in der gebrauchlichen Schreibweise. Mit- 
unter wird man aber, selbst wenn die Festsetzung g f = g of an sich méglich 
ware, lieber-(g/)«—=(ga)f oder = (ga) (fa) definieren. Fiir g = ig mit 
B > (f,a,. . .) wird (ig(f,, . . .. fn)) a = ig(fya, ..., fra) =—(f,%, ..-, f_a), und ver- 
einfachend kann man meist ig(/,, . . ., /,) + i(f,, . . ., {,) schreiben). 

*) Man beachte, daB fiir n = 1 zwar s = (g,) = g, wird, sv aber g, zu bedeuten hat 
und nicht g, v, was entweder nicht definiert ist, oder, wenn etwa g, eine Abbildung mit » 
als einem Argument ist, etwas anderes als g, bedeutet. Da8 bei dieser Regelung, die 
eingliedrige Systeme ihren Gliedern gleich setzt, das Prinzip, nach dem bedeutungsgleiche 
Zeichen tiberall gegeneinander auswechselbar sein sollen, verletzt wird, darf offenbar in 
Kauf genommen werden, zumal es ja schon bei s selbst auBer Kraft ares ist, indem dies 
fiir n = 1 keineswegs (g,, . . ., g,) werden soll, sondern eben (9,). 

5) Man beachte, da® (/,,...,/,)« =(f,%,...,/,%) nicht erlaubt ist, weil aj, .., In 
=(f,,.-.,f,) entgegen der Forderung 2a schon durch (fA, .++>f,) « = f, definiert ist. 
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4. fla =(f a«)-!. 

Sehr haufig treten Substitutionen und Transpositionen in folgendem Sinne 
auf: Ist F eine Menge von Abbildungen / einer Menge K, dann wird die Sub- 
stitution eines x €K beziiglich F als eine Abbildung @px von F definiert, 
indem man 
1.1.1 (dpx) f =f x 


setzt. Ist weiter ‘X eine Menge von Abbildungen z einer Menge A in die 
Menge K, dann wird die Transponierte eines x ¢ X beziiglich F als eine Ab- 
bildung 9,2 von F definiert, indem man (0,2) { = fo x setzt. Ist nach dem 
Funktionalprinzip fo z =f x zu schreiben erlaubt, dann darf auch @ an die 
Stelle von @ treten und Transponieren und Substituieren fallen zusammen. 

1.2. Gradienten. Eine Mannigfaltigkeit ist eine Menge P mit einem Atlas X. 
X besteht aus Karten x. Eine Karte z bildet einen Teil 7 von P umkehrbar 
auf einen Teil z Z eines kartesischen Raumes R ab, der zugleich alle z Z mit 
x € X enthalt. Dabei rechnen wir zu den kartesischen Raumen 

1. jede Potenz PY des Kérpers P reeller Zahlen mit endlichem Exponenten J 
und 

2. mit R,,..., R, auch deren Produkt R, x --- x R,,*). 
Da stets P= \ & gefordert wird, schreiben wir auch P = X und wegen U 


2ex 2ex 
xz¢ Rauch R= X X,s0 daB stets der zugrunde liegende Atlas ersichtlich bleibt. 
Allgemein ist eine Basis e eines Vektorraumes V endlicher Dimensionen 
iiber P eine Abbildung einer endlichen Menge J — bei P".* wirde man 
J = {1, 2}* wahlen —, in V hinein, deren Bilder linear unabhangig sind und 
zusammen V erzeugen. Wir schreiben ei = e,. Die Abbildung e* von J mit 
e*i = e'¢ V*, wo V* das Dual von V bedeutet, also die Menge der linearen 
Abbildungen von V in P, heiB®t zu e dual, wenn stets e‘e,= dj (d. i. = 0, 1 fiir 
j +, =1) wird. Fir alle v ¢ V und alle linearen Abbildungen / von V gilt dann 
1.2.1 v=etv-e, und l=e'-le,. 


(Summe iiber i ¢€J und (e‘-le;) v= efv-le,;= I(e'v- e,) =1 v!) 

Jedes kartesische R nun besitzt eine kanonische Basis R |, und zwar sei P’| 
die Abbildung von J in PY mit P’|,=(...,0,1,0,...) fir J = {1,.. ., n}, all- 
gemein also mit P/|,j = 6). Fiir J = {1} wird also P|,=1. SchlieBlich setzen 
wir fir R= R,x--- x R,, wenn die J, die Definitionsmengen der R,| (v 
=1,...,) bedeuten, R| als Abbildung von U,({v} xJ,) durch Ri, , ) 


*) Natiirlich sind die R in kanonischer Weise mit Vektorraumstrukturen zu versehen: 
Fiir r, r’€ R (das sind im Falle R = P’ Abbildungen von J in P, fiir R = P* = Pll,....m) 
mit n > 1 also Systeme (0,, . . ., @,) mit 0, . . ., 0,€ P — P' ist im Einklang (e) = @ gleich P 
zu setzen —, und im Falle R = R, x --- x R, Systeme (r,, . . ., r,) mit r,¢ R,(v = 1,..., m)) 
wird (r+ r’)a=ra+r’a und (g-r)a=g-ra(acJ baw. =1,...,n). — Die Be- 
schrinkung auf Potenzen P* wire unpraktisch, wenn man Mannigfaltigkeiten von Ma- 
trizen (das sind Abbildungen von Paarmengen) oder Produktmannigfaltigkeiten und 
Faserraumen bildet (vgl. 3.1 Tensormannigfaltigkeiten). Noch allgemeinere Vektorraume 
den Mannigfaltigkeiten zugrunde zu legen, empfiehlt sich aber auch nicht, weil dann die 
spater sehr angenehme Eigenschaft der kartesischen Raume, paarweise elementefremd zu 
sein, verloren ginge: (@, (o’, 0’’)) kann nur zu P x P* gehdren (vgl. den 2. Absatz von 2.2!). 
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=(...,0, R,|,, 0, ...) fest. — Statt R|‘r schreiben wir einfach r|‘ oder noch 
einfacher r#. Die Norm |r| von r ¢ R laBt sich dann leicht durch |r|?= 2; (r*)* 
definieren. 

Ist nun f eine Abbildung aus einer Mannigfaltigkeit X heraus in die Mannig- 
faltigkeit Y mit dem Atlas Y, so hat man sie im allgemeinen durch eine dar- 
stellende Abbildung yf x~ mit z¢ X und y¢Y gegeben, so daB die Diffe- 
rentialrechnung iiber Mannigfaltigkeiten um so glatter entwickelt werden kann, 
je geeigneter die Differentialrechnung iiber kartesischen Raumen gestaltet 
wird, auf die sie gestiitzt werden soll. — Ist f eine Abbildung des kartesischen R 
in das kartesische S und in einer Umgebung von p ¢ R definiert, dann heiBt / 
bekanntlich in p differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung / von R in 
S gibt mit 
1.2.2 at \r|-- f(p + r)—fp—lr)=0 (r € R). 

Tt 


Mit o-r anstelle von r und 9 > + 0 statt r— 0 ersieht man sofort die 
Eindeutigkeit von 1, das man wohl das gewéhnliche Differential d?f von { in p 
oder besser und einfacher den Gradienten von f in p nennen darf, und zwar 
ergibt sich 


1.23 (d*f)r= lim o-!-(f(p+o-r)—fp). 
e-+0 


Ist f differenzierbar, d. h. in jedem Argument p differenzierbar, dann mu8 
die Definitionsmenge / von { zufolge unserer Differenzierbarkeitsdefinition 
offen sein. Die Abbildung df aus R mit (df) p = d?f nennen wir das gewdhn- 
liche Differential von { bzw. den Gradienten von f. 

Vereinfachend schreiben wir d? { = (d”/)r und nennen die Abbildung d,f 
aus R in S, die durch 


1.2.4 (d,f) p = d? f = (d*f)r 


definiert wird, die Ableitung von f nach r. Damit kénnen wir d?f je nach 
Bedarf als Bild (d,f) » von p oder wie bisher als Bild (d?/) r von r erhalten. 
Dabei ist p € R die ,,Stelle‘ , an der { betrachtet wird, und r ¢ R der ,, Vektor“, 
gemaB dem f abzuleiten ist’). d? f und d?f fiir beliebige p betrachten, heiBt d,f 
und d f betrachten, wodurch die Einfiihrung dieser Abbildungen aus R neben der 
linearen Abbildung d’/ von R begriindet ist. Wie sich zeigen wird, ist fiir ein 
klares und bequemes Operieren mit all diesen Abbildungen die Notation d? f mit 
ihren in 1.2.4 angegebenen Umformungsméglichkeiten besonders gut geeignet. 

Man beweist nun auf 1.2.2 fuBend miihelos fiir ein aus R in S abbildendes / 
und ein aus S in einen ebenfalls kartesischen Raum 7’ abbildendes g die Ketten- 


") Die verschiedenartige Verwendung der Elemente von R als ,,Stellen“ und ,,Vek- 
toren“ liegt ganz in der Natur der Sache: Fiir R = P* ist d? { von den beiden Systemen 
p =(p’,..., p") und r =(r', ..., r") in wesentlich verschiedener Weise abhangig, obwohl 
beide nichts anderes als n-gliedrige Systeme reeller Zahlen, also Elemente von P* sind. 
Wollte man R durch einen Stellenraum P und einen Translationenraum 7’ ersetzen, 
miBte man beide wieder koordinatisieren, d.h. auf ein kartesisches R beziehen. Selbst 
im Falle P = R wiirde dies nur eine Komplikation gegeniiber der alleinigen Verwendung 
eines kartesischen Vektorraumes R bedeuten. 
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regel d®(g f) = (d’”g) (d”f), wo also d?{ R linear in S und d’*g S linear in 7 
abbildet. Um sie der gewohnten Gestalt anzugleichen, braucht man im wesent- 
lichen nur beide Seiten auf ein r ¢ R anzuwenden, und dann d? f ¢ S gemaB 
1.2.1 nach der Basis S | zu entwickeln: d? f = S\/(d? f) - S|,. Damit ergibt sich 
d? (g {) = (dg) S|\;. S\/(d? f) wegen der Linearitét von d’”g. Nun gilt aber 
ersichtlich d*] = 1 fiir eine lineare Abbildung / von S 3 g in 7’, so daB nach der 
obigen Kettenregel d?(l f) = 1(d’f) wird und wir mit 1 = S|’ sofort d? (g f) 


= dysg - d? (S|) f) erhalten (e i = e,!). Hier kann man zur Vereinfachung noch 


1.2.5 d,g = dg,g*) und f/= f\’= S|’ f 


einfiihren, so daB schlieBlich d?(g f) = dig - dP f= (d,g) (f p)- d? f entsteht 
oder unter zur Hilfenahme des Funktionalprinzips d?(g f) = (d,g) (f p) - d®’ 
und, wenn es nochmals benutzt wird, d(g f) = (d;g)/-d/f’, womit die ge- 
wiinschte Gestalt erreicht ist®). — Um auch die erste Gestalt der Kettenregel 
von der Stelle p zu befreien, benutzt man ebenfalls das Funktionalprinzip 
und hat dann d(g f) = (d’g) (df) etwa mit der Vereinbarung, daB fiir zwei 
Abbildungen a (z. B. df) und b (z. B. d’g = (dg) f) aus R, die einem r¢R 
Gradienten in gewissen Punkten (r ¢ R oder s ¢ 8) zuordnen, eine Abbildung 
ba aus R durch (b a) r = (br) (ar) erklart werden soll (also nicht durch (6 a) r 
= b(ar), selbst wenn dies in speziellen Fallen — R = S! méglich ware). 
Ebenso wie die Kettenregel erhalt man Formeln wie d?(/,+ /,) = d”/,+ d*f, 
und d?(f- p) =d’{-o p+ f p-d’ g, wo natiirlich zumindest ¢ eine reellwertige 
Abbildung sein mu8. So erhalt man, immer unter Beachtung des Funktional- 
prinzips, die folgenden meist gebrauchten Differentiationsregeln : 


d(f,+ f.)=df,+ af, 
d(if-g)=df-p+f-dgy 
1.2.6 dc=0(c const.), d p'=— g-*- dq 
d(g f) = (9) (df) = (dg) f df 
A(L (fy, - -+fa)) =Ud fy -- dfn), dL=Us 
(l lineare Abbildung von S). 


*) Fiir S = P ist d,g schon definiert wegen j € P. Wegen P|, = 1 entsteht aber durch 
die Abkiirzung 1.2.5 keine Mehrdeutigkeit. 

*) Fir S = P» wird fp = ((f p)',..., (f p)") = (Sf p,..-) = (fp,-..) und damit 
gf =g\f,.--»f), 80 daB d(g(f', ..., f*)) = (d,g) (f*,..-,/*)° df” entsteht. Um die tib- 
liche Gestalt der Kettenregel zu erhalten, mu8 man also die Bezeichnung 09(/', . . ., {*)/@ /” 
fiir (d,g) (f,..., /*) einfiihren, wobei g(/',..., /*) aber nur dann durch einen anderen 
Ausdruck oder Buchstaben A dargestellt werden darf, wenn es klar ist, mit’ welchen 
f,..., {" das h zum Zwecke der gewiinschten Differentiation in der Gestalt g(f*, . . ., /*) 
zu notieren ist: @r/@x liefert mit r= z/cosp: cos-' gy, mit r = /z*+ y* aber cos@ 
(x = P*l!, y = PA*1), — Man beachte auch, daB d3g = d{fi'"""-) g nach 1.2.3 zwar die 
v-te ,,partielle Ableitung* von g in g ist, also Limes eines Quotienten, daB aber dennoch 
die iibliche Gestalt der Kettenregel nicht durch irgendwelche Divisionen bedingt ist, 
sondern, wie urtsere Herleitung erkennen l48t, durch eine Entwicklung nach einer Basis 
gem4B 1.2.1. “Die Schreibung dh = 0h/2 f*- df” ist also, genau betrachtet, ebenso un- 
passend wie mangelhaft: /* gehért nicht in den Nenner und reicht zur Charakterisierung 
von 0h/@/” nicht aus. 
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SchlieBlich, existiert d?.d,, ,...d,, f fiir alle r,,...,7,¢€.R, dann heiBt f in p 


kmal differenzierbar. Fiir k = 2 gilt schon 
1.2.7 dd f = ded,-f , 


was dem Vertauschungssatz fiir partielle Ableitungen entspricht, weshalb wir 
der Kiirze halber auf den sehr befriedigenden direkten, d. h. dem vorliegenden 
Rahmen entsprechenden Beweis von 1.2.7 hier verzichten wollen, wie ja auch 
schon die entsprechenden Beweise von 1.2.6 unterdriickt wurden. 

Damit ist die Gestalt der Differentialrechnung ,,mehrerer Veranderlicher“ 
erreicht, wie sie der Betrachtung von Abbildungen aus einem P* in einen P™ 
entspricht und wie sie vor allem als Grundlage fiir die Differentialrechnung 
auf Mannigfaltigkeiten besonders geeignet ist. 


§2 

2.1. Derivationen. Die Natiirlichkeit des Mannigfaltigkeitsbegriffs ist frag- 
los, denn in weiten Bereichen versucht man, Dinge durch Systeme von Zahlen 
zu charakterisieren. Alles weitere wird man also versuchen, aus dem Mannig- 
faltigkeitsbegriff heraus zu entwickeln. Das ist z. B. sehr einfach fiir die 
Topologie. Sinnvollerweise fordert man, daB die Kartentransformationen 
x’ x~ (x, x’ € X), sofern man iiberhaupt die Differentialrechnung anwenden will, 
etwa kmal differenzierbar seien. Nach §1 miissen dann die Definitions- 
mengen x2’ der Transformationen x’ 2~, insbesondere also die ,,Karten- 
blatter‘‘ x Z, offen sein. Fihrt man also in X die feinste Topologie ein, bei 
der alle «~ stetig sind, dann wird dies gerade die Topologie, bei der alle Karten- 
bereiche Z% offen und alle x Homéomorphismen sind. Es ist leicht zu sehen, 
daB aquivalente Atlanten X und X’, fiir die also auch XW X’ ein ,,kmal 
differenzierbarer Atlas von P = X = X’ ist, die gleiche Topologie induzieren, 
die, wie man sich ebenfalls leicht klar macht, nicht separabel zu sein braucht. 
So bewirkt die Differenzierbarkeit automatisch die Topologie. 

Nun soll, wie die Topologie von X, auch der tangentiale Vektorraum im 
Punkte p einer Mannigfaltigkeit X aus dieser hervorgeholt werden). Der 
Einfachheit halber nehmen wir jetzt X in diesem Paragraphen stets als maximal 


1°) Wiirde man ihn von auBen her kiinstlich anheften, so wire es schwer zu verstehen, 
warum plétzlich an die Stelle der begrifflich so einleuchtenden Mannigfaltigkeit ein viel 
komplizierteres Gebilde tritt, das aus dieser und vielen mit ihr merkwiirdig verkniipften 
Vektorriumen besteht, die aus den seltsamsten Elementen gebildet sein kénnten, und deren 
Basen mit einer gewissen Willkiir den Koordinatensystemen der Mannigfaltigkeit zu- 
geordnet sind: Fiir so ein Gebilde gibt es auch kein Beispiel! Die Tangentialebenen einer 
Flache im P* sind nimlich keine Vektorraume, und es besteht auch gar kein AnlaB, ihnen 
eine solche Struktur aufzuzwingen. Das naheliegendsle unter dem Gesichtspunkt der Ein- 
fiithrung einer Differentialrechnung iiber X sind aber ohnehin die Derivationenmoduln. Gegen- 
iiber dem genannten Anheften wire aber nichts gewonnen, wiirde man nun axiomatisch 
cine gewisse Menge linearer Abbildungen der Menge der auf X differenzierbaren Funktionen 
als Derivationen aussondern: Die neuen Postulate gehérten dann ebenso wenig zur Mannig- 
faltigkeit wie jene beliebigen Vektorraume. Wenn die Derivationen eine Bedeutung fiir 
die Mannigfaltigkeit haben, miissen sie gleichsam aus ihr herauswachsen. (Beziiglich der 
Bedeutung solcher Uberlegungen vgl. den vorletzten Absatz der Einleitung !) 
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an, d. h. X sei aus einem Atlas X’ durch Hinzunahme aller mit X’ vertrig- 
lichen Karten z entstanden, aller x also, fiir die X’' \ {x} ein ebenso oft diffe- 
renzierbarer Atlas von X’ ist wie X’. Betrachten wir nun eine in p differen- 
zierbare Abbildung f aus X heraus in einen kartesischen Raum S, d. h., ist 
f x~ in x p far ein — und damit wegen f 2~ r =(f a”) (2 2~) r (r € @ (ZO J) 
fiir jedes — x € X mit % 3 p differenzierbar, dann l4Bt sich durch 


2.1.1 aff = dr? (f x) 


zu jedem x ¢ X und r ¢ R= X X in natiirlicher Weise eine Derivation 2}, in p 
als Abbildung der Menge der in p differenzierbaren und in kartesische Raume 
abbildenden / definieren. 

Die Untersuchung der so simpel eingefiihrten Derivationen ist ebenfalls 
sehr einfach. Die Menge aller x”, mit x ¢ X und r ¢ R bezeichnen wir durch X?. 
Fiir p + p’ sind X? und X?' sicher elementefremd, denn wegen der Separabilitat 
der % haben x? und z’?,, sicher verschiedene Definitionsmengen. Aus der 
Linearitat des Ausdrucks x?,f beziiglich r folgt, daB die x”, mit r¢ R einen 
Vektorraum bilden (2?,, ,»f = (x?,+ x?) f!). Die durch x? r= x”, definierte 
Abbildung x? von R in X? ist ein Isomorphismus, denn mit z= R\‘ x (vgl. 1.2.5!) 
wird x”, x! = df?(R\‘x x”) = (d*”R\*) r = R\'r =r‘, und die r liefern r=r*- Rj, 
gemaéB 1.2.1. 2? bildet aber sogar auf X? ab. Nach der Kettenregel in 1.2.6 
wird namlich d? ?(f «™ x 2~) = (d**~* "(f x°)) (d? "(x 2'~)), also d¥ ?(f 2’~) 
= (d*”(f x~)) (x’?. x), und d.h. 2’?,= a2?yr 2. Jedes v?= 2’, ¢ X? kann also 
bei beliebiger Vorgabe eines x mit p ¢ Z in der Gestalt x”, mit r’ = v’ x notiert 
werden. 

Wir haben damit zugleich die wichtige Formel v’= x’,, ,. Um sie von der 
Stelle p zu befreien, fiihren wir zunichst Vektoren v auf X ein und verstehen 
darunter Abbildungen aus X mit v p ¢ X? fiir jedes p¢%, wobei wir noch 
v p =v” schreiben und dies den Vektor v in p nennen. Nach dem Funktionz.- 
prinzip wird dann vf die Abbildung mit (v /) p = v?/. Wir nennen sie die Ab- 
leitung von f mit v. Sodann schreiben wir fiir irgendeine Abbildung h aus X 
in R vereinfachend 2”, statt x?,, und definieren x,, als einen Vektor durch 
2), p= x,= x». Damit haben wir dann 
2.1.2 vis= 2 ,.- 

(v iz ist wegen v izp = v p mit p € FG die Beschriinkung von v auf 7!) 

In Erginzung zu 2,, definieren wir natiirlich auch 2, als Vektor durch 
x),p = x, so daB xf = d? (f x~) die Ableitung von f nach r beziiglich x zu 
nennen ist. Ebenso definieren wir die Verkniipfung x? f von 2x? -und f als 
Abbildung von R durch (2? f) r = x?,f, so daB 2? f = d*”(f x”) wird, und nennen 
dies das gewdhnliche Difjerential von f in p beziiglich x. Damit haben wir die 
folgende Verallgemeinerung von 1.2.4: 


2.1.3 (x, fp = xf = (2? f)r. 


In der Tat wird fiir x = ip(X = R!) (iz)? f = d? f, so daB in 2.1.3 das Zeichen x 
in d iibergeht, welches nun als Abkiirzung fiir (ig), erscheint. 
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2.2. Differentiale. Der Gradient 2? f = d*”(f x”) ist mit Hilfe einer Karte 
gebildet. Eine kartenunabhangige Abbildung ist die Substitution df mit 
(4x*/) v?= v?f, deren Linearitét aus der des Ausdrucks v?/ beziiglich v? folgt 
((v? + vo”) f = v?f + v'? f!). Wir nennen sie das substituierende Differential — 
oder einfach das Differential — von f in p und schreiben vereinfachend zunachst 
dx»f = df, denn durch X und p ist X? definiert"). Um Schreibarbeit zu 
sparen und méglichst tibersichtliche Formeln zu erhalten, ist es aber lohnend 
zu tiberlegen, ob noch weitere Vereinfachungen der Bezeichnung mdglich sind. 

Die weitergehende ‘Abkiirzung @?f = d’;/ ist sicher so lange erlaubt, als p 
nicht im Schnitt zweier Mannigfaltigkeiten X und Y liegen kann, beziiglich 
deren jeder f in p differenzierbar ist. Es miB®te dann also { sowohl aus X als 
auch aus Y heraus abbilden und p im Inneren der Definitionsmenge 7 liegen, 
d. h. 7 miiBte sowohl in X als auch in Y eine Umgebung sein. Da wir aber im 
folgenden nie zwei Mannigfaltigkeiten betrachten werden, die eine Umgebung 
mit verschiedener Mannigfaltigkeitsstruktur gemeinsam haben, diirfen wir ohne 
weiteres die Abkiirzung 2? = d&f verwenden’®). 

Ist nun aber 2? = d’-f erlaubt, dann diirfen wir sogar d?{ = di f schreiben. 
Fiir nicht kartesische X ist das trivial, weil dann gar kein Gradient von f 
existiert. Fir X= R mit j=ig¢ X aber wird d? f =j?, f =(@f) if,, also 
d? f = (@”f)j? , d. h. das gew6hnliche und das substituierende Differential von 
f unterscheiden sich, falls sie tiberhaupt zugleich existieren, also im Falle 
X =R nur um den kanonischen Isomorphismus j? von R auf X?. Mithin 
geht jede Formel der Gestalt aj; __ = 0, wo links eine Abbildung mit a,j»; ,.__. 
als Bild von r steht, durch Vorsetzen von j?~ in eine Formel ay»; |. = 0 tiber. 
Insbesondere kann also in 1.2.6 fast iiberall d durch @ ersetzt werden, wenn wir 
auch (4 /) p= df vereinbaren. In solchen Formeln darf also df ebensogut 
@f bedeuten. Da R und X? aber elementefremd sind, macht es auchwnichts 
aus, wenn man (d?f) v? statt (Z?/) v? schreibt. 

Wir diirfen also vereinbaren: d”f bedeutet, falls X nicht kartesisch ist, also 
das gewohnliche Differential von f gar nicht existiert, das substituierende 
Differential 2”, und im Falle X = R kann es beide Differentiale bedeuten, 
wenn es ohne Argumente steht, und sonst ist es klar, daB in (d?f)r das ge- 
wohnliche und in (d’f) v? das substituierende Differential gemeint ist. Also 
haben wir einfach stets 
2.2.1 (df) v? = v?f . 





4) Ist V irgendeine Menge von Abbildungen v einer Menge F und kann nach dem 
Funktionalprinzip a4j,,..., aj, 0 = dj,)v,...=4v4,,...definiert werden, dann ist agj,,...= 0 
gleichwertig damit, daB fiir alle v ay, = 0 wird, d.h. d spielt in diesem Sinne die Rolle 
der ,,allgemeinen Abbildung aus V“‘. Und das Differential soll ja eine universelle Ab- 
leitung sein: Zum Beispiel bedeutet d(f- g) = df-@+f-d@ in 1.2.6 d,(f-g~)=4d,f - 
-~ + f-d,p fir jedes r, denn bei Anwendung beider Seiten auf p und danach auf r 
entsteht d? ({- ~) = d?{-pp+fp-d? 9, wo p nach dem Funktionalprinzip wieder 
fortgelassen werden kann. 

12) In § 1 traten solche Uberlegungen deshalb nicht auf, weil der Begriff des kartesi- 
schen Raumes soweit eingeschrankt wurde, daB verschiedene kartesische Raume sogar 
elementefremd sind. 
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Die Abbildung df mit (df) p=—d?f nennen wir das substitwierende Diffe- 
rential — oder einfach das Differential — von f und kénnen dann nach dem 
Funktionalprinzip statt 2.2.1 auch (d/)v=vf schreiben"). — Jede Ab- 
bildung w aus X heraus, fiir die w p = w” ein Differential in p wird —- wobei 
nur die w? XP fiir alle p im gleichen kartesischen S liegen mégen —, nennen wir 
einen Kontravektor. Speziell die Differentiale sind also Kontravektoren. Wie 
die Vektoren den p ¢ X Derivationen in p, so ordnen also die Kontravektoren 
den p Differentiale in p zu, und wie wir v? den Vektor v in p nennen, nennen wir 
w? den Kontravektor w in p. Nach dem Funktionalprinzip wird natiirlich 
(wv) p = w? v?. 
Nun setzen wir in Verallgemeinerung von 1.2.5 (vgl. FuBnote 8!) 
2.2.2 Li= Ap, und fi=fii=—S\/f, sowie 
vi=dat mit z'tp= zl, 


Die zweite Formel gestattet die volle Reproduktion von 1.2.6 fiir Abbildungen /, 
c und @ aus X in S bzw. P: Wegen (f x”)/= f’x™ folgt aus der zweiten Gestalt 
der Kettenregel in 1.2.6 (d?(g f)) 2}, = zh.(g f) =d?” (gf x) = (dg) fx xp- 
d??(f 2°) = (d,g) f p+ 22’, also d?(g f)=(djg)f pdf und damit wieder 
die alte Formel aus 1.2.6. Entsprechend rechnet man die iibrigen Formeln 
von 1.2.6 fiir allgemeine X statt R nach und hat dann 

2.2.3 Die Differentiationsregeln 1.2.6 bleiben (dl = l\,p natiirlich ausgenommen) 

auch fiir beliebige Mannigfaltigkeiten giiltig. 

Da 2? ein Isomorphismus ist, bilden die z?;— x? R|, eine Basis fir X?, 
und wegen (d? x‘) x?, = df?(R\‘x 2~) = R\‘R|,= 6) bilden die x?‘ = d? zx‘ die 
dazu duale Basis fiir das Dual X?* von X?. Gema8 1.2.1 und 2.2.1 haben 
wir dann v?=v? 2‘: 2?; und w?=d’zx'-w?z?,, mit Hilfe des Funktional- 
prinzips also die wichtigen Formeln 


2.2.4 vig=va2t- ax, und wiy=we,-dz', 


womit man fiir w=df die bekannte Formel (df) iz=2x,,f-da‘ erhalt, die 
zugleich ein Spezialfall der Kettenregel aus 2.2.3 ist: (df) ig=d (f2~ x) 
= d?(f x°)-d a'= xf +d x‘. — Man beachte, da8 nach 1.2.1 w” in der Formel 
w? = d? x‘: w? xP, irgendeine lineare Abbildung von X? in einen kartesischen 
Raum sein darf, daB also wegen d? x‘: w? x?;= d”(x'- w? x?,) jedes solche w? 
ein Differential in p ist. 

Mit Hilfe des substituierenden Differentials l4Bt sich 2.1.2 auch in der 
Gestalt 


2.2.5 “ a? = d?x 


ausdriicken, denn es wird v?= 27,,,= x?(v? x) = x?(d’x)v? und (d?x) x? 

= d(x x) =r. 

13) df soll sich spater fiir reellwertiges / als ein Tensor herausstellen und mu8 daher 

als eine Abbildung aus P heraus definiert werden und nicht durch (d/)v? = v? f als 

Abbildung aus U X? heraus. Eine solche Abbildung wird in 2.3 das schwache Diffe- 
peP 

rential. 
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2.3. Kogradienten. Nun sei f eine p differenzierbare Abbildung aus X in Y 
mit X X¥ = Rund Y ¥ = S,d.h. yf 2” sei fir ein und damit fiir jedes Karten- 
paar +¢€X, y¢ ¥Y mit p¢Z und fpé ¥ in xp differenzierbar. (y'f 2’~r 
=yy yfxaxr fir rex’ (¥o¥))!) Da sich im Falle Y= Sd? 
= (d*”(f x~)) x?~ schreiben laBt, erscheint es verniinftig, y/?(d*"(y f x~)) 2?~ 
= y/?(d*(y f)) als ein Differential von f zu erklaren, wenn es, so wie offen- 
sichtlich von x, auch von y unabhangig ist. In der Tat wird mit s = v?(y f): 
(y¥P@(yf))w)g=yig=@? GV) WW YN)="Gy yf), wo wir zu- 
letzt die Kettenregel benutzt haben. (d(g’ f’) = (d’g’) (d f’) auf p und danach 
auf v? angewandt liefert mit f/= yf und g’=gy™~ die letzte Gleichung)). 
Wir nennen nun 0°f = 0} f = y/?(d”(y f)) das schwache Differential — oder 
einfach den Kogradienten — von f in p und haben dann fiir in fp differenzier- 
bare und in kartesische Raume abbildende g 


2.3.1 ((0”f) v”) g = v?(g f)") . 

Wiahrend d f als Abbildung aus X heraus definiert wurde (s. FuBnote 13!), 
erklaren wir das schwache Differential — oder den Kogradienten — @f von { 
einfach als Abbildung aus U X? heraus in U Y? durch 

pex qcY 


2.3.2 (8 f) v? = (Bf) v. 


Im Einklang mit dem Funktionalprinzip wird dann (((@ f) v) g) p = (((@f) v) p)g 
= ((0"f) v?) g = v?(9 f) = (vg f)) p, also (0 f) v) g = vig f). 

d”f bildet X? linear in Y/? ab. Die Transponierte @y»*(8"/) bildet dann 
das Dual ¥/?* von Y/? linear in das Dual X?* von X? ab. Allgemeiner sei nun 
a” f = 0”, f die Abbildung mit i 


2.3.3 (8? f) wl? = w'l (dP f) , 


wo w’* einen Kontravektor in g tiber Y bedeutet, insbesondere also auch ein 
Element von Y?* sein kann. (w? war in 2.2 ein Kontravektor in p iiber X!) 
Da f nicht umkehrbar zu sein braucht, kann @ f nicht in Analogie zu @ f durch 
(0 f) w'!? = (0”f) wl? erklart werden, das ware namlich (0 f) w’'¢= (0?f) w’* 
fiir jedes p mit f p = q, wohl aber als eine Abbildung, die jedem Kontravektor 
w’ auf Y, fiir den w’f existiert, einen Kontravektor w aus X heraus zuordnet. 
Man hat nur 
2.3.4 ((8 f) w’) p = (0° f) wt” 

™) ,,Schwach“ soll andeuten, daB dieses Differential nur sehr wenigen Rechenregeln 
geniigt (vgl. auch die ersten Absitze von 3.2!). Nach Definition unterscheiden sich der 
Kogradient 4°f und der Gradient d*?(yf x~) nur um die Isomorphismen y/” und x?~ 
zwischen S und ¥/” und R und X?. — Wahrend im allgemeinen d’f = d’/ geschrieben 
werden darf, ist 6” = d”f im allgemeinen nicht erlaubt. Im Falle Y = S mit Y 3 is=j 
wird definitionsgemaB 0°/ = j{”(d»f), d. h. substituierendes und schwaches Differential 
unterscheiden sich, wenn beide existieren, nur um den kanonischen Isomorphismus j{” 
von S auf Y/”. Wiirde also 0°f = d?f gesetzt, so daB stets (0”/) v» = (d*f) v” gelte, dann 
bedeutete dies wegen (0°/) v’ = i{?(d”f) v” eine Identifizierung von S 5 (d*/) v? = vf mit 
Y{ 3 (0”f) v? gemaB jf, und zwar fiir alle / p. Dann wiirde also jf,= s = j%} und dann 
d* y = j*, y = j*, y = df y fiir alle in qg und ¢’ differenzierbaren y. 
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zu definieren. Wir nennen 0 f den Kontragradienten von { und 0°} den von f 
in p. Der Kontragradient fiihrt Kontravektoren auf Y in solche auf X tber, 
wahrend der Kogradient Vektoren iiber X auf solche iiber Y abbildet. 

Im wesentlichen gelten fiir das schwache Differential und seine ,,Trans- 
ponierte“, den Kontragradienten, nur die Kettenregeln: 


2.3.5 O(gf)=(@g) (Of) und Az(g f)= Oxf) zg) 


fiir ein f aus X in Y und ein g aus Y in Z. (Man beweist erst, gestiitzt auf 2.3.1 
a” (g f) = (0g) (2f) und damit auch 0°(g /) = (0°/) (0g). Die erste Gleichung 
wendet man auf ein v?, die zweite auf ein w’’?’” an und benutzt dann 2.3.2 
bzw. 2.3.4.) — Lehrreich ist der Beweis der Formel 


2.3.6 f(g: dg)=gf-digf), 


weil hier streng auf alle Regeln zu achten ist: Zunachst erhilt man ((0 f) (q - 
dg) p= (9"f) (p-dg)®= (pf p: dg) (0’f) = wf p: (d/g) (0) und weiter 
((d/"g) (8°f)) v” = (d?"g) ((2°f) v”) = ((2f) »*) g = wf) = @ GP)”, also 
(d’”g) (0°f) = d?(gf), was in das erste Resultat eingesetzt 2.3.6, angewandt 
auf p, liefert. 

2.4. Differentialquotienten. Die Differentialquotienten interessieren fast 
nur aus historischen Griinden. Um sie aber doch, in unserem Rahmen wenigstens 
gleich méglichst allgemein einzufiihren, benétigen wir den Begriff der Unter- 
mannigfaltigkeit: Die Abbbildung f aus X in Y nennen wir reguldr in p, wenn 
sie in p differenzierbar ist und eine in f p differenzierbare Abbildung h aus Y 
in X existiert mit hf p’= p’ fiir alle p’ einer Umgebung von p in X. Nach 
2.3.5 erweist sich @”/ fiir regulares f als ein Isomorphismus von X? in Y!? 
X heiBt eine Untermannigfaltigkeit von Y, wenn iy (in jedem Punkte p¢ X) 
regular ist. 0} iz ist dann ein kanonischer Isomorphismus von X? in Y?. Wir 
schreiben einfach v}- = (6) ix) v?, und um die Formeln noch mehr zu verein- 
fachen, vereinbaren wir fiir die in p differenzierbaren Abbildungen g, die aus Y 
heraus in kartesische Riume abbilden: 


2.4.1 (d”g) v?= v’g = veg, 


das ist also v?(g iz) (2.3.1!). B, 
Unter dem Differentialquotienten d”f/d’ p in p, wo f aus Y in einen karte- 


sischen Raum und @ aus einer Untermannigfaltigkeit X von Y in P hinein 
abbildet, verstehen wir nun die durch 


243 ti & v= (df) j 

. | a’ (d? gp) v? 

definierte Abbildung von X? in den kartesischen Bildraum von /, denn so 
entspricht es unserem Funktionalprinzip. Der Quotient ist also auf jedem 
eindimensionalen Unterraum X® konstant. Ist daher X speziell eine Kurve 
mit dem Parameter 1, d.h. ist, t eine Karte einer eindimensionalen Unter- 
mannigfaltigkeit oder, was dasselbe ist, eine reellwertige umkehrbare Ab- 
bildung t aus Y heraus, deren Umkehrung regular ist, dann ist der durch 2.4.2 


definierte Differentialquotient konstant. Wir schrinken daher die Definition 
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2.4.2 jetzt nachtraglich auf den Fall ein, daB X keine Kurve ist, und definieren 
speziell fiir Kurven X 

’ af @fw wf 
2.4.2 og => Wow => Pp . 
Natiirlich definieren wir gemaéB dem Funktionalprinzip in jedem Falle noch 
(d f/d y) p=d*f/d”’p. Nach diesen Definitionen ist es klar, daB mit den 
Differentialquotienten wie mit Quotienten gerechnet werden darf, deren 
Zahler méglicherweise Vektoren sind. — Fir g = t und v?= ti, erhalten wir 
wegen Tt], t= d)?(r t) =il = 1: d?f/d?r = 1? f, also 
2.43 sf =f). 
Wegen df =1,f-dt far df ¢ t (nach 2.2.4!, denn wegen (d?t) t?,= 1/,t = 1 
ist dr zu t/, dual) gilt also auch df = d f/dt- drt. 

Da es keine partiellen Differentiale gibt, gibt es auch keine partiellen 
Differentialquotienten. Freilich kann man wegen df = 2,f +d x‘ (2.2.4 mit 
w=df und d/¢ Z!) die klassische Bezeichnung 0/0 x‘ fiir x), einfiihren, so- 
lange dies nicht zu Verwechslungen fiihren kann (vgl. Anm.9!). Mit 2 p’ 
=xp+o-:R\, wird 2?f gleich dj?(f x“) = = (fx (xrp+o-R\,)—fax 


(x p))/o = lim (fj p’—f p)/(2*p’- _ =a p) und entspricht damit 
p’->p (ji + iz p= zp) 

der partiellen Ableitung im klassischen Sinne. Fiihrt man die Parameter T, ,,; 

= (x p+ i-R\,)” x der Koordinatenlinien durch p ein, dann laBt sich x?;f auch 

als echter Differentialquotient schreiben : 


d? f/d? ty, 2,5 = tp, 2, i, |1 f= = ay! P(f x ) = (f x (xp + } R\;)) 

= (dart B09 Ff x) @ (xp +i Ri) =? (Ff =) (i Bld) 

= dj” (f x°) = af; f. 
Es ist aber nicht diese Darstellbarkeit von 0 //0 zx‘ als Differentialquotient, der 
wir die Formel (d f) iz= @ f/8 x'- d x‘ verdanken, sondern der Umstand, daB 
die z?'— dz‘ und die z?; zueinander duale Basen von X?* und X? bilden 
(vgl. FuBnote 9!). — Sind z. B. A und @ die geographische ‘ilaiee und Breite 
auf einer Kugel X mit |A p| < 2 und | p| < 2/2, dann ist i(A, m) ¢ X, und 
statt (i(A, g)),, (¢ = 1, 2) kann einfacher (A, pm); geschrieben werden. Ist aber 
in (A, —),f das } konkret als cin Ausdruck in A und  gegeben, etwa f = cos A - 
cos g, dann ist es méglich, das Zeichen d(cosA - cos q@)/@ p eindeutig als 
(A, P), (cosA - cos q) zu definieren, und es hat dann den Vorzug, daB bei ihm 
im allgemeinen mindestens zwei Atomzeichen eingespart werden. 

2.5. Riiekblick. Der bisherige Weg fiihrte von den einfach durch 2?,/ 
= d;"(f x~) definierten Derivationen v’= x?, (mit r=v?zx) iiber die durch 
(d”f) v?= v’f als lineare Abbildung eingefiihrten substituierenden Differentiale 
zu den in selbstverstandlicher Weise durch 0} f = y »(d”(y f)) gewonnenen 

15) Das entspricht der klassisch gemeinten Definition: Setzt man in 1?,f = d{?(f t~) 


x ({/t~(t p + 0) —/r (rt p))/e fiir tT p + eo ein tp’, dann wird d*f/d7r = lim 
pp 


dy —tmer—en 
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schwachen Differentialen @/ und deren ,,Transponierten 2/. Dies ist ein 
sehr einfacher Mechanismus, bei dem alle wichtigen Rechenregeln — freilich 
erst nach entsprechender Préparation der Differentialrechnung ,,mehrerer Ver- 
anderlicher‘‘ — in wenigen Schritten aus den analogen Formeln iiber kartesi- 
schen Raumen folgen, soweit sie sich nicht iberhaupt unmittelbar aus den 
Definitionen ergeben oder einfach zur linearen Algebra gehéren, wie auf Grund 


der Dualitét zwischen den a p = x}; und den d?z‘= x?!* die Formeln 2.2.4 


bzw. (df) iz= x,f-d 2‘. Dies alles la8t sich mit einem Blick ibersehen, und 
der Formalismus arbeitet automatisch. 

Dies zeigt sich z. B. auch schon bei der Behandlung der Kurvenintegrale, 
wobei ungefahr alle Umformungen ins Spiel kommen"*): d y= 0 bedeutet 
wegen ((d y) t),)t =], p=," (pt) die Konstanz von wiz = (yt) t und 
damit die von y. Daher kann /,,d y= y — y py als Abbildung aus 7 heraus 
definiert werden, wobei natiirlich ({,,d y) p = {},d py geschrieben werden soll. 
Ist nun o ein weiterer Kurvenparameter und 7 eine differenzierbare Ab- 
bildung aus 7 heraus in @ hinein, dann ergibt sich fiir ein Differential d y’ 
=g'do auf 6 sofort {75,4 y= vy xPp— yx Po=S 5.4 y x) mit d(y’ x) 
=d(y'avo x) = di*(y'a") + d(o x) = of, y' - d(o x) = Wy’) oF, - d(a x) 
= p x° (#0) oF, -d(o x) = @ x - do x), also der Transformationssatz 


2.5.1 Simp do= foo x°d(o x), 

der fir y=o~t mit t7¢ oo und bei Ersetzung von pg durch to sofort 
Sone 4t=Jfertp,gpt odo liefert, fir o=i also [, p-dt=fip pt - 
- di. Wegen 2.3.6, d.h. wegen p x-d(o x) = (8 x) (p- do), kann 2.5.1 mit 
gy do =~ natiirlich auch in der Gestalt 


2.5.1 Sin, 9 = Sp, Ox) @ 
geschrieben werden’). 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB wir nirgends den logisch 
anfechtbaren Begriff der abhangigen Variablen benutzt haben, sondern statt 
dessen immer nur Abbildungen verwendeten. Das erfordert beim praktischen 
Arbeiten mitunter ein distinktiveres Denken z. B. schon beim Begriff der 
Parameterdarstellung einer Flache im P*: ,,.Den Radiusvektor als Funktion 
zweier Parameter auffassen“ heiBt ,,eine Abbildung / aus P* in P® betrachten, 
derart, da8 fiir die Koordinaten z'p, 2*p eines Flichenpunktes p ¢ P® stets 
p= f(z'p, z*p) gilt, d. h. r = f(z', z*) wird die identische Abbildung i,7 und 
f=2~. Man kann also insbesondere nicht mehr t = r(z', z*) schreiben. — 


18) Man beachte im folgenden, daB anstelle von p auf Grund des Funktionalprinzips 
auch Abbildungen h mit p € hh stehen kénnen, wie z. B. in (d gy) h = d*f, vf = (df) 
und (gp -dfP>=(p-df)h= gh: (df)h = ph-d*f. Man beachte auch im Zusammen- 
hang mit der Kettenregel, daB speziell P|, = 1 und P|!= i wird und daher auch r?, und 

. d»(it) = d*r zueinander duale Basen sind. 

17) Mehrdimensionale Integrale kénnen nach Entwicklung des alternierenden Diffe- 
rentialkalkiils in weitem Umfange auf Kurvenintegrale zuriickgefiihrt werden, wenn man 
sie rekursiv durch den GauBschen Satz definiert. (Mitteilung an den Verf. von Herrn 
P. LORENZEN.) 
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Ist t ein Kurvenparameter aus der Flache heraus, dann wird dt/dt = 1), 
= dj (tt) =dj t, und dr = or (t~ (Qo + @) — Tt Oo)/o' ist in der Tat der 


gewohnliche Tangentenvektor im “pe an die Kurve 7, und zwar im Punkte 
TQ 9- Die Gesamtheit der oe 9 re gg in P? im Punkte p der Flache 
f P® mit «= f~¢ X ist natirlich (d*”f) P?= if” (Of r) X? (wo 2, fiir Oy mit 
i,=ip¢€ Y steht), denn es wird (2.2.5!) e (Br) x= (dri,) (Br) 2 = 
= (8 t) xf) ig= af (igt) = d? (i,t 2~) = d*?/ und mit t= (x p+i-r)2 wird 
d?t/d?t = dj?t~ = d}(a™ (x p + i- r)) = (d*? x) (aO(i - r)) = d?” jf. 


$3 
3.1. Tensormannigfaltigkeiten. Im folgenden stiitzen wir uns auf die frii- 
here Arbeit [7]. Obwohl die Menge F'? der im Punkte p ¢ X differenzierbaren 
Funktionen /, die aus X heraus in kartesische Raume abbilden, kein Modul 
tiber P ist, lassen sich doch multilineare Abbildungen | von Produkten U, x 
- x U,, betrachten, in denen als Faktoren nur F'? oder X? vorkommen. 
Nach dem Vorbilde in [7] definieren wir sofort ein tensorielles Produkt I’ © 1” 
zweier sich dazu eignender multilinearer Abbildungen I’ und I” von U, x 

-x U, und U,,, x+++ x U, durch 


3.1.1 (UU) (bys « «oy thy) =U (Ay, «oy hye) U(r g g yee ey U)*?). 


Wegen (d? 2‘) 2f,= zi,2/= dj bilden die 2?/= 20 2°/= 2h © d? x’ (i,j CJ) 
dann eine Basis fiir den Modul X?© X?*, der von allen Produkten v?© v*” 
mit v?¢ XP und v*?¢ X?* erzeugt wird und tensorielles Produkt von X? und 
x?P* heiBt. 

Unter einem Tensor aus X verstehen wir nun eine Abbildung ¢ aus X, bei 
der jedes ¢? einem nur mit Faktoren X? und X?* gebildeten tensoriellen 
Produkt — etwa X?@ X?* — angehért. ‘Die t p=t” heiBen Tensoren in p. 
Die Vektoren und die reellwertigen Kontravektoren sind also Tensoren und 
heiBen bzw. auch kontravariante und kovariante Vektoren. Unter Tensoren 
nullter Stufe oder den Skalaren verstehen wir die reellwertigen Funktionen g 
auf X und schreiben Dee me io ys mitunter pp € P = X?P°° = XP#oe 
wegen X?°"= XP@---@ XP. Nach dem Funktionalprinzip wird ('o t”) Pp 
=t'?9 "> (pOt= tl) and das entsprechende mit + statt ©. 

Wir schreiben me die Kontraktion im allgemeinen ¢”: t’? und lassen das 
Zeichen ,,:“‘ aber meistens fort, wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind '*). 
Dabei erinnern wir daran, daB ¢? : t’? ein bilinearer Ausdruck ist und z. B. — 


18) Die rechte Seite mu8 natiirlich einen Sinn haben. Zum Beispiel muB in (v?© 
Od?f) (f’, v'®) = v*f’- (d*f) v’® wenigstens eine der Abbildungen / und /’ reellwertig sein. 
Ist f nicht reellwertig, dann ist v?© d*f nur fiir Paare (g, v’”)¢ Fx X? mit reell- 
wertigem ¢ erklart. Ist weder f noch f’ reellwertig, dann ist d*f © df’ tiberhaupt nicht 
bildbar. Im folgenden werden auBer den v¢ X? nur reellwertige d?¢y, also Elemente 
aus dem Dual X7* von X? als Faktoren tensorieller Produkte verwendet. 

1*) In [7] war das stets der Fall. Hier sind v 9 mit (v g) p = v? g und v: ge mit (v:¢) p 
= v?: @ p = v?- @ p wohl zu unterscheiden. 
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mit (t:t’) p=(tt’) p= 0? =— 0: '? — 
3.1.2 (v,© vF) (vF © %O v,O vf) = vf v,- v¥ v4: (v,O vf) und 
(vf © vO vO vf) (vF © vg) = (vf © v,) - vF vg vf v4 


wird. 
Auch die alternierende Multiplikation werde gemaB [7] definiert: 
3.1.3 t \ = (tO t’?)’, 


wobei ¢?* die Antisymmetrisierte n!-1/- oy (—1)*-!- 2-t” von ft? be- 


deutet; hier ist J7,= {1} und J7, fair n > 1 die ‘Guam der Permutationen von 
{l,...,}, #—1 fir n > 1 die Anzahl der Inversionen von x und z - (v,0 

©--: e V_,) = V_~1O *** © V_~n**). Das Funktionalprinzip liefert natiirlich 
t?=tp=—t?> und (t At's)?=t? A t’*?. re man 2), 4,= 2 mit 


t= (i,,...,%,)€J" und entsprechend 2?l6--»% — zl, dann bilden die 
a7 = (28) ‘iad die 2°?!*= -) mit x €K,, aaeed Basen fir X?/* 
= XP A--+ AX?=(XPO--- © XP) und XP#As, wenn die {x2|2€ II,} 


(x € kK.) eine Klasseneinteilung der Menge der umkehrbaren « ¢ J® liefern 
(« bildet {1, .. ., mn} in J abl). 
Nach [7] existieren nun die wichtigen partiellen Entwicklungen 


3.1.4 t= apf (0) xii, t? und ?— t? xlied (O) x? ,.g 


fir t?<¢ XPO XP* © X?PO XPO x", und insbesondere wird fiir jedes ¢ mit 
t?< X? © XP* : Sige é.alfj- a),t. Wir definieren daher X,@ X*, wo X, die 
Menge der Vektoren v und X* die der reellwertigen Kontravektoren v* be- 
deutet (6 ¢ X 2*!), als die Menge der Tensoren t, die sich umgebungsweise 
als lineare Kombinationen von Produkten v © v* mit skalaren Koeffizienten 
gy <= XP°= XF°° darstellen lassen. 

Besonders erwahnen wir noch die Méglichkeit der tensoriellen Darstellung 
linearer Abbildungen: Zum Beispiel werden die linearen Abbildungen | von 
X? © X?* in X? und die Tensoren ¢? aus X? © X?* © X? durch 
3.1.5 lt'?— tt’? (t'?« X? © X?*) 
umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen. Im folgenden sprechen wir kurz 
vom Darstellungsprinzip, wenn es sich darum handelt, die im Rahmen der 
Tensorrechnung auftretenden linearen Abbildungen sofort durch Tensoren 
darzustellen, um ganz im Bereich der Tensorrechnung zu verbleiben und immer 


nur mit einerlei Material zu tun zu haben. eA 
Die t <7’ = X,© Xf bilden also aus P = X in Q= U (X?O X?*) hinein 


Pp 
ab. Und so liegt es nahe, auch Q mit einem Atlas Y zu versehen. Da wie 
schon friiher festgestellt xX? und X » fir p + p’ elementefremd sind, wird durch 


3.1.6 tpt? = (x p, (t>a?it, | 4,9), 


*°) Die Vereinfachung, wie in [7] statt A zu schreiben, ist hier nicht angebracht, weil 
durchaus auch die Definition (v? - v3) p = v? y- v2? p im Sinne des Funktionalprinzips 
niitzlich sein kann. 
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wo (o!, | i,j) das System mit g!, als Bild von (i, j) ¢ J? bedeutet, eine Karte 
2p aus Q in R x PY" definiert*). 

Da der Nachweis der k — 1 fachen Differenzierbarkeit von zx 7 unter der 
Voraussetzung der kfachen von z’x~ und zz’~ gern vermieden wird, soll 
hier gezeigt werden, daB er mit der nun zur Verfiigung stehenden Notations- 
technik nur eine simple und mechanische Durchrechnung erfordert, wobei wir 
4,= Op x pay v(v = 1, 2) und Zp (i,j) = d,,; abkiirzen: 


~r 


xp xp (r, (0%, i, /)) _ xy (x* ia 7 0°) 
= (2 x” r, (a*™*),. 2’ rl8, - of |e, 2) 
= i(a’ 2° d,, i((2*\d 2’* Fl) a, - &,,; dy | kD) (r, (o;| 4, 9)) 


mit 
aed of, mm at, oI. ge x8) me (de '*) a8”, - (OF 4) 2'®™ 
= 2 a'*- ot oh = dt (Ri* x! 2) - df * (Ri x x™) 
= Ri* (dy(x’ 2°) « RY (dy(x 2”) 2 2” 
liefert 


xp op = i(x’ x d,, i(R|* (d;(x’ x~)) d,- RY (d, (x x”) x x d,- 4, ;4,| kd). 


Da mit g, f und },,..., f, auchg f,g-f,g + fundi(f,, .. ., f,) — und schlieB- 
lich auch die linearen Abbildungen d@,, R|‘ usw. — k — 1fach differenzierbar 
sind, ist es auch xp27. (Zugleich ist damit gezeigt, daB aquivalente Atlanten 
fiir X aquivalente Atlanten fiir Y = {x7 | x € X} liefern.) 

Jetzt hat es auch einen Sinn, von der xfachen Differenzierbarkeit eines 
Tensors ¢ in einem Punkte p zu sprechen. Aus 

apt «= ili,z, i((t xf) x | i,j) 

ersieht man sofort, daB die Differenzierbarkeit von t in p = x~ r gleichbedeutend 
ist mit der von ¢ z', in p. Damit sind dann auch die tensoriellen Produkte, 
linearen Kombinationen und die Kontraktionen von differenzierbaren Ten- 
soren wieder differenzierbar, weil die Koeffizienten der ersteren sich ganz 
rational aus den Koeffizienten der letzteren errechnen lassen (vgl. [7]!). — 
Bedeutet Dif’(X,© X*) die Menge der in p xfach differenzierbaren Tensoren 
aus X,/© X* und Dif,(X,© X*) die Menge der in jedem Punkte ihrer Defi- 
nitionsmengen x fach differenzierbaren t, dann gilt Dif, X,© Dif, X* = Dif, (X,o 
© X*), aber Dif. Xo Dif? X# ¢ Diff(X,O X*), wo das Gleichheitszeichen 
immer dann gilt, wenn die Topologie tiber X separabel ist. 

3.2. Tensorielle Differentiale. Fiir eine in p differenzierbare Abbildung f 
aus X in Y existiert stets das schwache Differential 8°f und im Falle Y = 8S 
(Y¥ = {is}!) auch das substituierende Differential d’f = d@?/, wihrend das ge- 
wohnliche Differential nur fir Y = S und X = R existiert. Nun ist 0°f zwar 
in jedem Falle bildbar, aber es gehorcht im wesentlichen nur der Kettenregel 
2.3.5, ist also insbesondere nicht beziiglich f linear und geniigt auch keiner 

*1) Bisher wurden nur Systeme von {I, . . ., n} betrachtet (1.1!). Aber jede Abbildung 


einer (endlich oder unendlich) abzahlbaren Menge, wie z. B. eine Matrix (g*, |*i, j), ist ein 
System im Sinne einer registrierten Z tell 
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Produktregel. Auch spielt 0? nicht wie d? die Rolle einer generellen Deri- 
vation (vgl. FuBnote 11!). Kurz, ?/ verdient kaum den Namen Differential, 
oder anders ausgedriickt : im Grunde genommen gibt es bei nichtkartesischem Y 
gar kein wirkliches Differential von /. 

Solange Q irgendeine Mannigfaltigkeit sein darf, ist die Linearitét des Aus- 
drucks 9°f beziiglich f auch gar nicht méglich, weil schon 9 - f + 9’: f’ im all- 
gemeinen gar nicht erklart werden kann. Aber fiir Tensoren ist 9 -¢ + 9’: t’ 
erklirt. Dennoch ist 0t beziiglich ¢ nicht linear, wie man aus 0°t = 2/f (d?(x,t)) 
= uP (x? (xpt)) dx (2.3!) oder auch aus ((9°t) v”) g = v?(gt) (2.3.1!) ersieht. 
0” ist also auch im Falle Y = U 7”, etwa mit T?= X? © X?* und f =t¢ 


? 
€ X pee T?, kein brauchbares Differential. 
Wahrend fiir beliebige Y aber gar nichts unternommen werden kann, so 
kann fiir U 7” wenigstens nach linearen Abbildungen 6” von 7” gesucht 
P 


werden: 
I d?(¢ -t+ ot’) = e- D7t + Oo’: Dt’, 


wobei noch offen steht, was die Bilder }”¢ sein sollen. Man kénnte wie bei 
dt an eine lineare Abbildung von X?= 2? R in Y{?= 2if(R x P"’) denken, 
Man sieht aber schon bei den Tensoren nullter Stufe nicht, wie auBer 0° ¢, 
das ja nicht beziiglich ¢ linear ist, noch eine weitere lineare Abbildung von X? 
in i?” P hinein festgelegt werden kénnte. 

Das schwache Differential ist also zwar in jedem Falle bildbar, aber 
erstens kein wirkliches Differential, zweitens auch auf einer Tensormannig- 
faltigkeit Y = ,7” nicht linear und liefert drittens auch keinen Anhalts- 
punkt zur Entwicklung eines wirklichen Differentialbegriffs fiir Tensoren. 

Demgegeniiber ist es von vornherein einleuchtend, da8 ein Differential fir 
Tensoren t, deren Werte ¢” doch stets Vektorriumen 7” = X? © X?” an- 
gehéren, am ehesten mit dem Differential fir die vektorwertigen Funktionen 
f aus X in S hinein verwandt sein wird. Ein solches d”f bildet X? linear in S 
hinein ab und S ist der Vektorraum, in dem f p liegt. Und dies liefert sofort 
den richtigen Ansatz fir Differentiale von Tensoren: d%¢ soll eine lineare 
Abbildung von X? in den Vektorraum X?@ X?" hinein sein, dem namlich ¢” 
angehért. Wir haben also dann auBer I noch 


I (b?t) (0 - v® + po’: v'?) = o- (Dt) v? + o'- (D7t) v'? 
mit (d°t) oP < XP © XP”. 


Fiir t = ¢ erfiillt in der Tat }” p = d”p die Forderung I und II. (P = X?°° 
ist der Vektorraum der Tensoren nullter Stufe in p!) 

Der durch I und II definierte Begriff einer tensoriellen Differentiation }” 
hat aber noch den Schénheitsfehler, daB die Differentiale }”t lineare Ab- 
bildungen eines Tensorraumes X? in einen Tensorraum X? © X?* sind, 
wahrend nach dem Darstellungsprinzip (3.1.5.), dem zufolge in der Tensor- 
rechnung méglichst nur mit Tensoren operiert werden soll, gerade solche Ab- 
bildungen durch Tensoren zu ersetzen sind. Es ist also }¢ als lineare Ab- | 











438 Werner Himiscu: 


bildung von X? in X? © X?* durch einen Tensor aus X? © X?*@ X?* dar- 
zustellen. Und damit haben wir: Unter einer tensoriellen Differentiation d? 
von 7'= Dif? X,© Dif*X" verstehen wir eine lineare Abbildung von T in 
T?© X?* = X? © XP*o XP”: 

3.2.1 d*(o-t+o'-t’)=o-d*t+o'-dt 

mit d?t €T?© XP* 

und natiirlich mit d?(t iz) = dt fir jede Umgebung U von p. Die Erhéhung 
der kovarianten Stufe um eine Einheit kommt also daher, daB d?t eine lineare 
Abbildung des Moduls X? der kontravarianten Vektoren in p darstellt. Ins- 
besondere wird fir ¢ = p € Dif°®:d?g ¢€ °@ X?*= Po X?* = P- X?” 
= X?’, so daB als d? fiir Tensoren nullter Stufe in der Tat das alte substi- 
tuierende Differential d? ¢ =d@? p genommen werden kann. 

Diese Einfiihrung der tensoriellen Differentiale d?t in p ist deswegen so 
einleuchtend, weil sie in durchsichtiger Weise die direkte Weiterentwicklung 
des substituierenden Differentials — unter Beriicksichtigung des Darstellungs- 
prinzips — ist. Natiirlich denken wir uns nun fiir jedes tensorielle Produkt T' 
mit Faktoren Dif*X, und Dif? X/ eine tensorielle Differentiation d in p 
definiert, so daB durch d?t = dt (t <7, T beliebig) eine tensorielle Diffe- 
rentiation d? fiir alle in p differenzierbaren Tensoren ¢ erklart ist, womit ins- 
besondere die Ubereinstimmung von d% gy mit dem substituierenden Differential 
d” » fir reellwertige m ausgedriickt werden soll. Und natiirlich definieren wir 
das tensorielle Differential dt durch (dt) p = d?t als Abbildung aus X. 

Um auf einer Mannigfaltigkeit tiberhaupt differenzieren zu kénnen, waren 
als erstes Derivationen einzufiihren. Die substituierende Differentiation d” 
erschien dann als eine allgemeine Derivation (FuBnote 11!). Nun haben wir 
in Anlehnung an diese substituierende Differentiation d? eine tensorielle 
Differentiation d? eingefiihrt — die mit jener auf dem gemeinsamen Ope- 
rationsbereich, den reellwertigen Funktionen, iibereinstimmt — und miissen 
jetzt tensorielle Derivationen erklaren. Nun entsteht die gewohnliche Ableitung 
d? f in p€ R durch Anwendung des gewohnlichen Differentials d’/ auf eines 
seiner Argumente r ¢€ R, und ebenso entsteht die Ableitung v?f = (df) v” inp 
durch Anwendung des substituierenden Differentials d’/ auf ein Argument v?. 
Der Anwendung von dt auf ein v? aber entspricht die Kontraktion (d?t) v?. 
Wir definieren daher die tensoriellen Derivationen d? = d?, in p durch dit 
=(d*t) v?. Setzen wir noch (d,t) p = d? t fiir die tensorielle Ableitung d,t von 
t nach v, dann haben wir analog 1.2.4 


3.2.2 (d,t) p = do t = (d?t) v?. 


Im folgenden wird es sich nur noch darum handeln, Differentiationsregeln 
aufzustellen, und nachzusehen, wodurch eine tensorielle Differentiation fest- 
gelegt werden kann, und dabei werden uns die in 3.1 eingefiihrten partiellen 
Entwicklungen 3.1.4 auBerordentlich gute Dienste leisten. 

Zunachst ist klar, daB die gewdhnliche Produktregel fiir die tensorielle 
Differentiation nicht gelten kann: Es existieren wohl die Summanden der 
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rechten Seite der Produktregel d?(v,© v,) = d?v,© vf + v? © d®v,, aber sie 
gehéren verschiedenen Tensorraumen X? © X?°© X? und X?@ X?@ X?” an. 
Fiir die Derivationen jedoch kann sie gefordert werden: 
3.2.3 dy(t,© ty) = dyt,© ty+ tO dyty, 
die wegen d? y =(d’ y) v?= v’g, das ist d,g =v ¢, fiir Skalare jedenfalls 
gilt. 
Mit Hilfe der partiellen Entwicklungen folgt aus 3.2.3 dann aber auch 
sofort eine Produktregel fiir die tensoriellen Differentiale : 
d? (t, © ty) = (d"(t,© t,)) 27,0 2°'—= d2.(O t) © 2" = dh © 27+ 

+ % © dt, x?*= (d?t,) 2% © BO x'+ & © (d?t,) z.O x", 
also 
3.2.4 (d(t, © t,)) ig=— (dt) 2,0 t,© x*+ 4,0 (dt,) 4,0 z'*, 
wo das zweite Glied rechts wieder einfach (¢,© d t,) iz ist. Man sieht hier sehr 
schén, wie die ungewéhnliche Gestalt dieser Produktregel fiir tensorielle 
Differentiale zustande kommt. Fir ein skalares t,= m nimmt 3.2.4 wegen 
gp © «t= m:ait=zit-@ aber schon wieder die gewdhnliche Gestalt an 
(t- p=t©O g!): 
3.2.5 d(t- g)=dt-gp+tOdg”). 

Auf Grund von 3.2.5 und 3.2.4 ergibt sich fiir tiz= 2,;/-tzl*} (3.1.41), 
da8B die d® schon durch die n Tensoren d”x,;, die Endomorphismen von X? 
darstellen und durch die » Bilinearformen d?z'‘ von X? x X? eindeutig fest- 
gelegt sind. Auch die Feststellung, daB die d?x,;< X?@ X?* und die d?x'*< 
«.X?*@ XP* véllig beliebig vorgegeben werden kénnen, erfordert nur ein 
rein mechanisches Nachrechnen. 

Da die Multiplikation 9-0’ reeller Zahlen zugleich deren Kontraktion als 
Skalare bedeutet und d, gp = ((d gy) v = v @ wird, so daB die Produktregel in 
der Gestalt d,(g,: @2) = dy Q,: Pot Y,: dy P_ geschrieben werden kann, ist es 
sinnvoll, allgemein die Kontraktionsregel 


3.2.6 d,(t t’) = (d,t) t’ + t(d,t’) 


fiir die tensoriellen Derivationen d, zu fordern. Analog zu 3.2.4 ergibt sich 
hieraus die Kontraktionsregel 


3.2.7 (dit t’)) is= (dt: (t'© x\;)) © x 4 ‘: a. 
wobei wir ((dt) x,;)t'= (dt) (t'© x) und t((dt’) x) = (t(dt’) x, - benutzt 
haben*). 

Die Formel 3.2.6 liefert auch 0 =d,(z'‘z,,;)=d,2't: 2,+ 24: d,x, 
=2x,:d2'':v+ 2t:da,:v fir alle v, also 
3.2.8 at: da,s+ z,:dzit=0, 


2) Fiir t; = 9 erhalt man zunichst d?(g -t) = (d’¢) z?,-t?O x? + pp-d*t. Das 
erste Glied rechts ist aber © ((d” p) 2?,- 2?) = PO dg. 

*3) Hier und besonders auch im folgenden wird der Kontraktionskalkiil aus [7] § 3 
ausgiebig benutzt, ganz besonders die Formeln 3.4 in Verbindung mit vv* = v* v (3.1.2!). 
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wodurch die dz!‘ und die d x, sich wechselseitig bestimmen, denn in 2'*: 
d x,,: 2),+ 2;:d2'': 2,—0 stehen als erstes die Kosffizienten von d zx), 
(al? :d ays: tj_—= (d 25: gy) z''=d 2,:(2'*© ~,)!) und als zweites die von 
d z'‘, so daB 3.2.8 auch in der Gestalt 


3.2.8’ (d x,) z!#- -=—(dz'4)a,,, 


notiert werden kann. 
Aus 3.2.8 folgt aber riickwarts auch wieder 3.2.6: Zunachst erhailt man 
zufolge 2.2.4 


(d,v* : v') ig—dyx!*: x5: v¥ x5 v wl + alty’- v(v* x),) 
und 
(d,v’ : v*) ig—dyxj,: 2! *- v* x4 v' 2+ x v*- v(v'zl4), 


wegen d,x!*: x, + d,a,:a'f=a,:dalt:v+ alt:da,:v=0 also d,v*: vo’ + 
+ vo: d,v' = v(v* x, ,- v' z!*) = o(v* v') = d,(v* v’), das ist 3.2.6 fir ¢=v* und 
=v’. Damit und mit der Produktregel erhalt man nun z. B. ({7] § 3!) 
d, ((v,© v,© vf) |}) = d, (vg: vF v,) = dyv,- v¥ v, + vy° (d,v$) v, + v4" vF (d,v,) 
= (v,0 d,v,© vf + v,© 0,0 d,vf + d,v, © v,© v$)|} = (d,(v,© v,© vf))]}, aus 
Linearitatsgriinden also allgemein d,(¢ |?) = (d,t)|?. Und nun folgt ([7] § 3!) 
d,(tt’) =d,((¢Ot’)|::))=@,(¢O))| ::: = @tOr’)| :::+ ¢€Od,t’)|::: 
= d,t:t'+ t:d,t’, und das ist die volle Formel 3.2.6. 

Eine tensorielle Differentiation d? in p nennen wir nun kovariant, wenn sie 
der Produkt- und der Kontraktionsregel geniigt, wenn sie also durch n Bili- 
nearformen d? x!‘ bzw. durch n ,,Endomorphismen“ d? x; eindeutig bestimmt 
ist. Man rechnet mit den Abkiirzungen 


taii, =t#,, dt =—d,,,t 


und Bn 
(d 2) i= {*} =— (dz! od 


sofort 
(dt)! 5,» = (dt), = (dy t)8; = dy om * r™))EG 
= (a, 0, ° x," + tnd, 2,0 2™+0,,+ 2,0 d, xi), 
= at! on + (ay) + ton? (dy 2,)* + (x'™), + t.° (x),)* - (d, x'™), 
=A fF +t (Ax), GF+t,,- H- (da), , 
nach und hat also 
3.2.9 (dt)! 5,4 = (dy t)'; = ad, thy + Oy: {i} —thns Fa} - 


Weiter wollen wir hier nicht mehr auf die kovariante Differentiation eingehen, 
insbesondere auch nicht auf die zu einer Riemannschen Metrik gehdérige, weil 
man sich dazu in diesem Rahmen zweckmaBigerweise der im Vorwort er- 
wahnten Theorie der metrischen Kontraktionen bedienen wiirde, auf die hier 
nicht mehr eingegangen werden kann. Es geniigte hier zu zeigen, daB die 
natiirliche tensorielle Multiplikation von Multilinearformen zusammen mit dem 
Funktionalprinzip auf die Tensoren fiihrt und das substituierende Differential 
mit Hilfe des Darstellungsprinzips sofort den Begriff des tensoriellen Diffe- 
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rentials abwirft, dessen mithelose Behandlung durch ein reizvolles Zusammen- 
spiel der in [7] eingefiihrten Kalkiile der Kontraktionen und der partiellen 
Entwicklungen ermdglicht wird. Insbesondere bietet der Ubergang zum 
koordinatenmaBigen Rechnen keinerlei Schwierigkeit und es kénnen Un- 
sinnigkeiten wie 0,t,, statt (d,t)!, gar nicht auftreten [es wird ja nicht der 
Koeffizient ¢., abgeleitet, sondern ¢ und dann von der Ableitung ein Koeffi- 
zient betrachtet (vgl. 3.2.9!)]. 

3.3. Die alternierende Differentiation. Analog der Frage, wie man von der 
tensoriellen Multiplikation zu einer alternierenden Multiplikation gelangt, die 
aus antisymmetrisierten Tensoren wieder antisymmetrisierte Tensoren bildet 
und die in [7] durch die Formel t A t’*= (t Ot’) beantwortet werden konnte, 
stellt sich jetzt das Problem, wie man von der tensoriellen Differentiation zu 
einer alternierenden Differentiation gelangt, die aus antisymmetrisierten Ten- 
soren wieder antisymmetrisierte Tensoren bildet. Die Antwort ist analog der 
ersten, namlich 


3.3.1 dt" =(— 1)l4)- (d?ty’ mit (d't’) p= dt’, 


wo [¢] den ,,Grad“ von ¢ bedeutet, also n, wenn ¢ ¢ (Dif? X*)°". Dabei hat 
das Vorzeichen aber nur den Zweck, spiteren Formeln eine vertrautere Gestalt 
zu geben. Insbesondere wird d° gp = d° y= (— 1)°- (d gy)" =d g. 

Um diese Definition aufrecht zu erhalten, ist zu zeigen, daB (d?t)" nur 
von t* abhangt. Da (dt) und ¢* lineare Ausdriicke beziiglich ¢ sind, geniigt es 
(d*t)= 0 fir t=O zu zeigen. Nun ist aber nach 3.1.4 und 3.1.3 (d?t) 
= (d2,,t © x!) = (dt) A 2!*, so daB schlieBlich nur (d,,t)"=0 aus t'=0 
gefolgert zu werden braucht. — Hat x ¢€ K, wieder die Bedeutung wie in 3.1 
und sind die « die Systeme aus J* mit mindestens zwei einander gleichen 
Gliedern, dann schreiben wir t iy= > tx,,- 2'*+ yo t Sing? 2 + 

™ x», = (1,...,m) 


+ J tx, alt= DY alt (tx+ DY (—1pP-': t tun\t+ D ta, 2+ DF 
‘ ” in ‘ “2% 


(x — (—1j*-1 - ain") -(— (—1)*-! - t a,,.), wo die Koeffizienten der x* ver- 
schwinden miissen, weil ¢ und die (2*— (—1)*-!- 2**)" und 2°!* nach [7] 
4.2 verschwinden und weil die 2°” ebenfalls nach [7] 4.2 eine Basis fiir 
X?/* bilden. Also braucht man nur noch (d,,,(2'*— (—1)*~?- 2'**))/"=0 und 
(d,,,x")" = 0 zu beweisen. In der Tat wird wegen der Antisymmetrie der 
alternierenden Multiplikation ((7] 4.5!) (d,,2'*")"= ¥ (--- © 2'**°-) © 


© d,, glx © git2(rt+l) @-- ‘= p> (—1y-3 oe eo) z*’-) © é.. z'**O 


© xh) - ++) = (—1p~!+ (d,,2'*) und mit cv =e fir » <p: (d,, 2") 
=(-*- A alt? A ret A MM Are) pers tre Ady zl A+++ Aa A+++) + 
frret(eee A zit? A see A d,,2'* A see) forer me (ses A dy, 2" A Aa A oe) 
—(** Ady, 2! A+++ Aa? A+++)=0. 

Die Definition 3.3.1 ist anwendbar, wenn ¢ in p differenzierbar ist. Da dies 
gleichbedeutend mit der Differenzierbarkeit der ¢ z,;; ist und nur diese 
Koeffizienten auch in der Entwicklung von 2-¢ auftreten, ist dann auch ¢ 
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in p differenzierbar. Ist umgekehrt ¢ in p differenzierbar, so auch n!-1/? -¢- 
und wegen 
(n!-¥2- t*)" = n!-¥2- n!-1/2- YY (—1p"-1 - (a - t)* 


=n!-1-n!-1/2 . _ (—1)"*-1 -2a'na-:t=n!-! St = ft 
a,x 


ist dann 3.3.1 mit n!-1/2- ¢° anstelle von ¢ anwendbar, und wir haben 


3.3.2 ar = zr (at). 
Als Wichtigstes findet man sofort die Produktregel: Mit [f] =m und 
[t’] = n’ wird 
d?(t At*)=d? (tory =(—1"*" -@tor)y 
= (—1"** - (Zt 0 tl? © xlty + (—1+* - (© det'y’ 
=(—l1)*- (—1)" ° (dz, ty At"? A grit 4 (—1"-(—1" - tf? A (@ ty 
= (—1)"- (df, t) A alt nt? + (—1)"- tf? Ad? t” 
= (—1)"- (d2,,t © zy At? + (—1)- #7 Ad? t” 
= (—1)": (d? ty At"? + (—1" - #9 Ad Pt”, 
also 
3.3.3 Gt At*)=at at*+ (—-1I)4-er ade’. 


Insbesondere wird ‘fir [f] =n=O0:d'(p-t")=dgpAt"+qp:-dt". (p-t 
=(9-t!=(pOtlh=g~ At=pAt!) 

Setzt man d,,,x;=d,,,2; voraus, was stets erfiillt ist, wenn der ko- 
varianten Differentiation eine Metrik zugrunde liegt, dann rechnet man, da 
jetzt (d x,) 2'., = (d,,,2),) z'* = (d,,,%),) z'* = (d xj) 2{ wird, sofort 
d’? y* = — (d? v*) = — (a?! 4,9)" + (d? v*) zhi, s= xPli a welt. (2?, (v* x, ;) —v* 2?, 
> (d? x,) x'F,) = SY (xv! A x!) - (a?; (v* x, ,) — 2P, (v* z),)) nach, also 

i<j 3 


3.3.4 dvtig= J alt a xis- (x) 4(v* x,,) — 2) ,(v* x,)) - 

i<j 
Hiernach wird insbesondere d’ z'*= 0, so daB sich mit 3.3.3d° (x! A --+ A a!) 
=d'zlth jg pee A gim—glt ad (al® AA ai) — — gif Ad’ (x!* AcerA 
alt) — (— 1)"-1- gl ,--- A git, d* zl = 0 ergibt und damit d-(g,- z'*) 
=dg,Ax'*+ oy, dal*=d gy, A 2'*, also 


3.3.5 d(p- ali p---Aalm = dpAwhp---A ait, 


, 
Bis auf den Beweis fiir die Méglichkeit von 3.3.1, der nach dem Muster von 
[7] 4.2 lauft, beruht also alles auf mechanischen und durchsichtigen Rech- 
nungen. Daher ist es nun ein leichtes, sofort auch erweiterte alternierende 
Differentiationen einzufiihren. Zum Beispiel kann man fir ¢ ¢ Dif? X*°* und 
t’€ Dif? X°* sofort nach dem Muster der Produktregel 3.2.4 


3.3.6 a@('Otjizg=d, Ot Azr)+todt 
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einfihren, wo d-t- die in 3.3.1 festgelegte Bedeutung haben soll, oder auch 
3.3.7 d-(t'*© t) iz= (d,,t)O (Az) +tsodt. 

DaB in 3.3.7 die rechte Seite in der Tat nur von ¢’: und ¢ abhangt, ist schon 
nach dem Beweis fiir die Méglichkeit der Definition 3.3.1 klar. 

Auf die Rechenregeln mit diesen erweiterten alternierenden Differentia- 
tionen wollen wir hier nicht eingehen, weil sie natiirlich ohne weiteres aus 
dem bisher aufgebauten Kalkiil abgeleitet werden kénnen. Man sieht an dem 
Bisherigen schon zur Geniige, daB der Kalkiil so beweglich ist, daB man ihn 
nach jeder gewiinschten Richtung hin ausbauen kann und dann die Rechen- 
regeln stets als einfache Folgerungen aus dem Kalkiil der kovarianten Diffe- 
rentiationen erhalten wird. Wesentlich fir alles ist die organische Entwicklung 
und dann die harmonische Abstimmung des Kalkiils in [7] mit dem Kalki 
in § 2. Aus diesen Grundlagen lieBen sich dann die kovarianten und alter- 
nierenden Differentiale in miiheloser Folge hervorholen. 
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Uber die Anzahl der Ideale in einer Idealklasse mod f 
eines algebraischen Zahlkérpers*) 


Von 
G. J. Rieger in College Park, Maryland 


Es sei K = P(#) eine endlich-algebraische Erweiterung des Kérpers P der 
rationalen Zahlen vom Grad n. Von den zu # konjugierten Zahlen #,... i” 
seien r, reell und 2r, nicht reell (r,= 0, r,= 0). Die Numerierung sei so ge- 
wahit, daB #@),..., #™ reell sind; dann folge von jedem Paar konjugiert- 
komplexer Zahlen je eine und die jeweils zweiten in derselben Reihenfolge. 
Wir setzen 

1+ 7,—l=r(20). 


Ferner sei 
‘ 1 far E=1,...,%, 
* (2 far k=7,4+1,....%44+ 172. 
Offenbar ist 
r+1 
dX &=n. 
k=1 


Wir bezeichnen mit) 
zx eine reelle Zahl > 1, 
h die Klassenzahl von K, 
A die Diskriminante von K, 
R den Regulator von K, 
a, €,... ganze Zahlen aus K, 
a«*),... die der Zahl] «, . . . aus K entsprechende Zahl in P(#*), 
a,f,... Ideale von K, 
o das Einheitsideal von K, 
<é) das von der ganzen Zahl & aus K erzeugte Hauptideal, 
N(a) die Norm des Ideals a, 
N(&) die Norm der ganzen Zahl é aus K, also N (é) = N(<&)), 
€,(m), c,(”), . . ., ¢,(m) nur von n abhangige Konstanten, 
c(K), c,(K), . . ., ¢,(K) nur von K abhangige Konstanten. 
SchlieBlich bezeichnen wir fir eine beliebige ganze Zahl £ aus K mit [ec] den 
*) Diese Arbeit ist hervorgegangen aus der Habilitationsschrift des Verfassers, die 
im Frihjahr 1956 der naturwissenschaftlichen Fakultét der Justus-Liebig-Hochschule 
(jetzt: Justus-Liebig-Universitat) GieBen vorlag. Die Venia legendi wurde dem Verfasser 
am 2. 5. 1956 erteilt. 
1) Die Bezeichnungen hier sind im wesentlichen dieselben wie in [5]. 
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Ideale in algebraischen Zahlkérpern 


Ausdruck 
|e 


log = —_. 
Y ae" 
Definition 1. « heiBt totalpositiv, in Zeichen « > 0, wenn 
a> 0,..., > 0. 
Definition 2. Die Menge der ganzen Zahlen & aus K mit 


— = 1 modf, 
&>0 
bilden den f-Strahl von K. 
Definition 3*). a ist dquivalent zu b modf oder a und b gehdren zur selben 
Idealklasse 2 mod f, in Zeichen: 


a~bmodf, 
wenn 
(a, f) = (6, f) =o 
und wenn es ganze Zahlen £, n im f-Strahl gibt mit 


<é)a=<n)b. 

Die so definierten (aus zu f teilerfremden Idealen) bestehenden Klassen 9 
modf bilden eine endliche Abelsche Gruppe, deren Ordnung wir mit A(f) 
bezeichnen. Die Hauptklasse $, mod f, also das Einheitselement dieser Gruppe, 
besteht offenbar aus den von den Zahlen des f-Strahles erzeugten Haupt- 
idealen ; wir nennen diese f-Hauptideale. 

Wir bezeichnen ferner mit w die Anzahl der Einheitswurzeln in K und mit 
w(f) die Anzahl der Einheitswurzeln im f-Strahl von K. Da die Zahl 1 im 
f-Strahl liegt, ist w(f) > 1. Im Falle r > 0 sei ¢,, . . ., e, ein System von Grund- 
einheiten in K und »,,..., 7, ein System von Grundeinheiten im f-Strahl; 
denn bekanntlich gilt’ eine Verallgemeinerung des Dirichletschen Einheiten- 
satzes*) : 

Im Falle r = 0 enthilt der f-Strahl auBer den w(f) Hinheitswurzeln keine 
Hinheiten ; im Falle r > 0 gibt es ein System von r Einheiten n,, . . ., n, derart, dap 


(0.1) Om... "Fr, 

wo @ unabhingig alle w(f) Einheitswurzeln des f-Strahles durchliuft und a,,. . , a, 
unabhiingig alle ganzrationalen Zahlen durchlaufen, alle Einheiten des f-Strahles 
darstellt und jede nur einmal. 

Wegen 

>, efP= 1 modf, 

*) Diese Definition gibt den allgemeinsten bekannten Klassenbegriff fiir Ideale in 
algebraischen Zahlkérpern wieder. Dieser Klassenbegriff liegt auch der Klassenkérper- 
theorie zugrunde. . 

%) Vgl. [4], 208—209. Der Beweis dieses Satzes fiir Strahl im dortigen Sinn (Menge 
aller ganzen Zahlen = 1 modf) iibertragt sich sofort fir f-Strahl in unserem Sinn (Menge 
aller totalpositiven ganzen Zahlen = 1 modf). 
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wo (f) die Eulersche g-Funktion ist, gibt es eine natiirliche Zahl b, mit 


b, Teiler von 2 ¢(f) 
derart, daB 
(0.2) m= et (l=1,...,1r) 


gewahlt werden kann. Zwischen dem Regulator R von K und dem Regulator 
R(f) des f-Strahles: 








[log |ef?| . «log le om + + Tog nl 
rE : ee 
R=|° : , sai 
. . | ° . | 
log |ef”| . . . log |e”|| log |n{?| . . . log |x?) 
besteht dann wegen (0.2) die Bezichung 
(0.3) Rif) =b,...b,R. 


Den n-dimensionalen Euklidischen Raum der Punkte (z,,..., z,) (bzw. 
(¥y,-- +> Yn)» ---) tiber dem Kérper der reellen Zahlen bezeichnen wir mit 
E-2x (bzw. E-y,...), seinen Ursprung mit O. Unter einer affinen Ab- 
bildung (von E-z auf H-y etwa) verstehen wir hier eine nichtsingulire 
und daher eineindeutige) Affinabbildung (von EZ - z auf E - y etwa) mit O 
als Fixpunkt. 

Das O-Gitter von E - x ist die Menge aller Punkte (z?,..., 2°) von Z- x 
mit ganzrationalen Koordinaten z?,..., 22. Allgemein verstehen wir unter 
einem Gitter die aus dem O-Gitter von H-zx durch Parallelverschiebung 
oder affine Abbildung hervorgehende Punktmenge; wird insbesondere bei der 
Parallelverschiebung der Punkt O von E-z in den Punkt Q von E-y 
iibergefiihrt, so nennen wir die aus dem O-Gitter von E -z hervorgehende 
Punktmenge in Z-y das Q-Gitter von H-y; ist A die affine Abbildung 
von E-z auf H-y mit der Matrix 2%, so nennen wir die aus dem O-Gitter 
bzw. Q-Gitter von EZ - x hervorgehende Punktmenge in E - y das 2 O-Gitter 
bzw. 2% Q-Gitter von E - y. 

Jedem Punkt (z?,.. ., 22) des O-Gitters von E - x ordnen wir in eineindeutiger 
Weise einen (diesen Punkt als Mittelpunkt enthaltenden) Wiirfel des Volumens 
1 zu: die Menge aller Punkte (z,, . . ., z,,) mit 


Q—tsm< hts (k= 1,...,%). 


Durch eine Parallelverschiebung-bzw. durch eine affine Abbildung A mit der 
Matrix 2 und dem Determinantenbetrag || wird damit offenbar jedem Punkt 
des Bildgitters in eineindeutiger Weise ein (diesen Punkt als Mittelpunkt 
enthaltender) Wiirfel des Volumens 1 bzw. ein (diesen Punkt als Mittelpunkt 
enthaltendes) Parallelotop des Volumens |2| zugeordnet. Auf diesem Wege 
erhalten wir eine einfache und liickenlose Uberdeckung des betreffenden 
Raumes durch Wi fel bzw. Parallelotope. Genau eine derartige Uberdeckung 
ist gemeint, wenn wir im folgenden kurz von einer Uberdeckung sprechen. 
Somit gehért zu jedem Gitter eine Uberdeckung und umgekehrt. Der einem 
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Gitterpunkt zugeordnete Wirfel bzw. das einem Gitterpunkt zugeordnete 
Parallelotop werde kurz ein Wiirfel bzw. Parallelotop des Gitters, der Wert 
des Volumens dieser Wiirfel bzw. Parallelotope die Diskriminante des Gitters 
genannt. ° 

Ist C(...),... eim gewisser Bereich des EZ - z,..., so bezeichnen wir mit 
VO(...), .. .dessen Volumen und mit PC@(...), . . . die Anzahl der in C(...), ... 
enthaltenen Punkte eines niher anzugebenden oder eindeutig aus dem Zu- 
sammenhang hervorgehenden Gitters. 

Fiir die Anzahl H(z; $ modf) der Ideale einer Klasse $§ modf mit Norm 
unterhalb einer positiven Schranke z l4Bt sich mit der (elementaren) Weber- 
schen Methode die Beziehung 


QayRifpe . _i roo 

0.4 H > od = l= ——_—_—_—— o( 1 - 

29. CPP rigey ocnviany 7 rey 
a mi 


herleiten. Das scharfere Ergebnis 


(0.5) His; ual See (21-33) pee 


w (f) V4] Nf) wee f fest 


wurde von Lanpav*) unter Benutzung der Heckeschen Funktionalgleichung 
fiir die Dedekindschen Zeta-Funktionen mit Hilfe komplexer Funktionen- 
theorie (Residuensatz) bewiesen. Den Formeln (0.4), (0.5) ist es eigen, daB 
sie fiir 2 > co bei festem f gelten. 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein in f und § modf gleichmaBig giiltiges 
Resultat zu beweisen 5): 

Hauptsatz. Hs existiert eine nur vom Kérper K abhiingige Konstante c (K) 
derart, da fiir alle reellen Zahlen x > 1 und fiir alle Ideale f aus K und alle 
zugehérigen Idealklassen $ modf gilt: 


Barks | 
w (Vi4| Vf) | 


Zum Beweis des Hauptsatzes sind Uberlegungen verschiedener Art not- 
wendig. §1 bringt zwei einfache Hilfssitze iiber die Anzahl der. durch ein 
Ideal a teilbaren f-Hauptideale mit Norm unterhalb einer positiven Schranke. 
In § 2 wird nach klassischer, erstmals von DepEKIND zu ahnlichem Zwecke 
verwendeter Methode ein Volumen im E -z berechnet. Die drei folgenden 
Paragraphén bringen geometrische Uberlegungen wie etwa Vergleich ver- 
schiedener Uberdeckungen des E - x und schlieBlich unter Verwendung eines 
Satzes von WEBER eine Aussage iiber die Anzahl der Gitterpunkte in einem 
nur vom Zahlkérper K abhangigen und somit fiir unser Problem invarianten 
Bereich. Die Anwendung einer in § 6 bewiesenen Verallgemeinerung eines 
Satzes von Davenport fiihrt dann in § 7 sehr rasch zum Beweis des Haupt- 
satzes. § 8 bringt noch einige abschlieBende Bemerkungen. 


*) Vgl. [6], Satz XCVII. 
5) Ein ahnliches Ergebnis wurde von Tatuzawa in [10] fiir den Sonderfall eines total- 
reellen Kérpers ohne Beweis behauptet. 





(0.6) H (x;  modf) — < ¢(K) R(f) (2 N(f))'~*. 
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§ 1. Zwei Hilfssitze 


Satz 1.1. Ist 

(1.1) H(z; 9 modf) = Be Bh 
Nia)saz 
a€ mod f 

G(x, a, f) — 4 1 ’ 

=" 

dann ist fiir x > 0 b€D. mod f 

(1.2) H (x; § modf) = G(x N (a), a, f) 


mit beliebigem a € ~! modf. 

Beweis. Einerseits: aus 6¢€ Hmodf, N(b)< 2 folgt ba € $, modf, 
N(b a)< x N (a); anderseits: aus a | b, b € , modf, N(b) s x N(a) folgth=—ba 
mit b € § modf, N(b) < z, was zu zeigen war. 

Satz 1.2. Hs sei (a,f)= 0; ferner set B,,..., 8, eine Basis des Ideals af 
und B, eine ganze Zahl aus K mit 

By= 0 moda, £,= 1 modf; 
&® bedeute fiir beliebige reelle Zahlen x, . . ., X, die Linearform 
EH = BH+ BMa,+ +--+ fOr, (k=1,...,n); 
fiir reelle x, . . ., X,, bet denen alle &=+- 0 sind, und fiir r > 0 bezeichne g,,..-, 9, 
die wegen R(f) + 0 eindeutig vorhandene Lésung des linearen Gleichungssystems 
(1.3) g,log |n| + ++ + + grlog |n(?| = [Eo (E=1,...,7); 
C(x; By moda f) bedeute in E - x den Bereich 


(1.4) 0< J] || sz, 

k=1 
(1.5) gH) > 0 (b= 1,...,%), 
(1.6) 0s9,< 1 (i=1,..-.,r); 


im Falle r= 0 bzw. r,=0 fallen (1.3) und (1.6) bzw. (1.5) bei der Definition 
von C(x; Bymodaf) weg*). Dann ist die Anzahl der in C(x; 8,modaf) ent- 
haltenen Punkte des O-Gitters von E - x gleich w(f) G(x, a, f), also 

(1.7) PC (az; Bymodaf) = w(f) G(x, a, f) . 

Beweis. @(z,a,f) ist in (1.1) definiert als die Anzahl der durch a teil- 
baren f-Hauptideale mit Norm < z und ist somit gleich der Anzahl der nicht- 
assoziierten Zahlen & + 0 mit 
(1.8) €=Omoda, =1modf, &>0, 0< |N(&)| sz. 

Wegen (a, f) = 0 ist (1.8) gleichbedeutend mit 
E= B,modaf, §>0, 0< |N(é)| <2. 
Offenbar stellt 
$= Bot Byatt --++ Baw 


*) Entsprechend sind im folgenden leere Aussagen stets wegzudenken. 
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fiir ganzrationale Zahlen 2}, .. ., 22 alle Zahlen der Restklasse 8,modaf dar 
und jede nur einmal. &* + 0 nebst |N (é)| < z nebst & > 0 besagt: 
n 
0< JJ \E| sz, &>0,...,F&>0. 
k=1 


Fir r = 0 sind je w(f) Zahlen assoziiert, und es ist nichts weiter zu beweisen. 


Fir r > 0 sei 
E = Bot Bizi +--+ Bax 
eine feste totalpositive ganze Zah] = 8, modaf, also z},.. ., 2° ganzrational. 
Alle zu 5 assoziierten totalpositiven ganzen Zahlen = 8,modaf sind durch 
(1.9) & = Bot Bymyt +> + Batm=o nt... ur E 
gegeben, wo o eine beliebige der w(f) im f-Strahl gelegenen Einheitswurzel ist 
und wo a,, . . ., a, alle ganzrationalen Zahlen durchlaufen; denn aus 


(1.10) &=0Omoda, =1modf, 2>0, 

(1.11) &=0Omoda, §=1modf, &>0, 

(1.12) &=EE (EZ beliebige Einheit aus K) 
folgt 

(1.13) E=1modf, E>0, 


also wegen (0.1) unmittelbar (1.9); umgekehrt folgt aus (1.10, (1.12), (1.13) 
sofort (1.11). Nun zeigt man in der bekannten Weise’), daB fiir genau ein 
ganzzahliges System q,, . . ., a, bei willkiirlichem 0 das zugehdrige &, d. h. der 
zugehorige Gitterpunkt 79, . . ., 28 die Bedingung (1.6) erfiillt, womit Satz 1.2 


- bewiesen ist. 


§ 2. Berechnung eines Volumens 


In der Formulierung von Satz 2.1 hatten wir auch von dem linearen 
Gleichungssystem 
e,log|e®| + - - + + e,log|et®| = |e) (k=1,...,7) 
anstelle von (1.3) ausgehen kénnen. Wegen (0.2) ist dann e,= 5,g,, und in der 
Definition (1.4), (1.5), (1.6) von C(x; 8,moda f) ist nur (1.6) durch 
0se,< bd, (i= 1,...,7) 
zu ersetzen. 

Es sei jetzt y,,..., y, eime (zunachst noch beliebige) Basis des Ideals 
¢, und es sei 7, eine beliebige ganze Zahl aus K; (\") bedeute fiir beliebige reelle 
Zahlen z,,.. ., 2 die Linearform 
(2.1) C= Y+ Ma, + +--+ Ya, (k=1,...,n); 
fiir reelle Zahlen z,, . . ., z,, bei denen alle ¢(*) + 0 sind, und fiir r > 0 bezeichne 
€,,.--»@, die wegen R +0 eindeutig vorhandene Lésung des linearen Glei- 
chungssystems 

e,log|e®| + «++ + elogle| = [te] (k=1,...9); 
7) Vgl. [5], erster Teil des Beweises von Satz 200. 
Math. Ann. 135 
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im Falle r, > 0 seien 6,,..., 6,, der Werte + 1 oder —1 fahige Zahlen; jede 
der insgesamt 2" derartigen Méglichkeiten heiBe eine Signatur; im Falle 
r > 0 seien ferner oj, . . ., ¢, beliebige reelle Zahlen; dann bedeute 

C = C(x; ypmodc; o;, . . .,0,; 5), . - -, 5,,) 
in E - x den Bereich 


(2.2) 0< IT <2, 

k=l 
(2.3) 5,2 > 0 a wae 
(2.4) o.5e<0,+ 1 (k=1,...,7r); 


im Falle r = 0 bzw. r,= 0 fallt (2.4) bzw. (2.3) weg, und die Bezeichnung von 
C verkiirzt sich entsprechend. 


Offenbar ist 
b,-1 b —1 
C(x; Bymodaf)= U... U C(x; Bymodaf;o,,...,¢,;1,...,1), 
o,=0 o,;=0 | 
&-1 &=1 
(2.5) VC(x; Bymodaf) = » --- J’ VC(x; B,modaf;o,,...,¢,;1,...,1), 
o,=0 o,=0 
b,-—1 b -—1 
PC (x; Bymodaf)= SY’ --- ¥ PC(x; Bymodaf;o,,...,¢,;1,...,1), 
o,=0 a, =0 


wobei sich PC wie in (1.7) auf das O-Gitter von EZ - x bezieht. 
Satz 2.1. Es ist 
2x)"Rex 
VC(x; yomodc; 0, . . ., ,; 5, . . -, 5y,) = Yovar ; 
Beweis. Es ist 
VC=uf---[dz,...dz, 
c 


zu berechnen. Wir setzen (k = 1,.. ., n) 


a 


(2.6) y=Y,V 2x, | 
(2.7) CH) = EH) x, 
also wegen (2.1) 

(2.8) E(k) — i + Mystere t+ yMy,. 

Somit ist Y 


VC=2rf---fdy...dy; 


dabei wird der durch (2.2), (2.3), (2.4) definierte Integrationsbereich C jetzt 
durch die Ungleichungen 


n 
0< JJ \&| <1, 
k=1 


6,€) > 0 (b= 1, .. .,%), 


Oo, &<0,+ 1 (k=1,...,17) 
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beschrieben, wo jetzt ¢,,...,¢, die eindeutig vorhandene Lésung des linearen 
Gleichungssystems 

(2.9) e, log |ef| + - - + + €,log je] = [cs] = em] (k =1,...,1) 
bezeichnen. Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante gilt wegen (2.8) 





offenbar 

a(€™, .. .. &) 
(2.10) FGnny) |= NOVIAl - 
Wir setzen jetzt 


6, = Ox (k=1,. “” 1;). 
&) = p,e'%, mit o, > 0,0 <g_,, < 2a (k=r,4+1,....%4+7), 
wobei offenbar 


(2.11) | (E, .. » &™) 


8(e. +09 Or, try» Piss Gr) 


ist. Der Integrationsbereich lautet in den neuen Veranderlichen: 
r+1 


0< J] <1, 
kel 


O.> 0 (k=1,...,r4+1), 
OS Q<22 (E=1,...5%), 
Oo, S &< o%,.+1 (E=l1,...,7), 








= 2" O41 she * Or, +r, 


WO é,,. . ., €, die eindeutig vorhandene Lésung des — Gleichungssystems 


e, log |e| + --- + e, log|e™| = logo, — 1 log it of? (k=1,...,1) 
j=1 
ist. Damit erhalten wir 


sem [os fay...dy, 
-/-- /|;e=3 
7 a(€™,...,E™) | 
2r. 
“yor J” Jensr Cran dQr---@ enon d Prd 9 


= ear 3 | d d 
N (¢) V4) Or,+1- ++ Or,+r,% O1-- -% Or, +4, 


wegen (2.10) und (2.11) und da sich die Integration nach den @ sofort aus- 
fiihren 14Bt. Setzen wir 


ace, ..., Em) | 
apa 











| 2er-- -1Oy, 49,4... d Gy, 








v,= of (E=l,....7+1), 
so ergibt sich 


(2a)r2 
2.12 20,413 
— 2 N@Vid) Fe fan : 
dabei lautet der Integrationsbereich : 


r+l1 
0< Jf »=1, 
k=l 


v,>0 (k=1,....r+1), 
Oo, &< O%+ 1 
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Wo ¢€,,..., €, die eindeutig vorhandene Lésung des linearen Gleichungssystems 


r+1 








1 ‘ 
e, log le +++++e, log |e| = ae —— leg Pla v; (k=1,...,1r) 
ist. SchlieBlich fiihren wir als neue Veranderliche ¢,, . . ., e¢, und 
r+ 
j=1 
ein. Wegen 
8 (v4, « » +s U4) =R 
18 (tly Cry ey) | 
folgt-aus (2.12) 
= eae 1 op+1 +1 
“= ~ Weyia / a rs / de,...de,du 
0 Or % 
(2x). R 


~ NOV ’ 
was zu zeigen war. 
§ 3. Der invariante Bereich 


Wir beschranken uns von jetzt an auf die in (2.5) vorkommenden Systeme 
0,,---,¢,. Unser nachstes Ziel ist es, einen in den N(c) Restklassen y, modc 
und in den 4}, . . ., 6,, 4, . . ., 6,, gleichmaBig giiltigen Zusammenhang zwischen 


(3.1) POC(z; yomodc; oj, . . ., F; Oy, - - -» Oy.) 
und 
(3.2) VC(zx; yomodc; oy, . . ., G,; 54, - = -» 5,,) 


herzustellen. Es hat sich zwar in Satz 2.1 herausgestellt, daB (3.2) von der 
Restklasse y,modc und von den 9j,. . ., ¢,, 5,,.. ., 6,, unabhangig ist; doch 
folgt daraus dasselbe nicht fiir (3.1). In diesem Paragraphen werden wir die 
Frage auf eine aquivalente Frage hinausspielen. 

Die Zahlen y,, . .., y, sind als Basis des Ideals ¢ linear unabhangig. Daher 
gibt es zu jeder ganzen Zahl y, eindeutig bestimmte rationale Zahlen h,, ...,h,, 
mit 

Yo= Yalyt *** + Yukn - 


Setzen wir 
(3.3) y= ath (E=1,...,), 
so kann (2.1) auch so geschrieben werden: 
(3.4) CO — Ya t+ 4 Pat (b= 1,...8). 
Wir betrachten jetzt die durch (3.4), (2.7) zusammen mit 
X,= & (E=1,...,%), 
(3.5) x= (k= 7,4+1,..4.%+%), 


ga-r) — gw 





X,= aC tet]... +219) 
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vermittelte affine Abbildung A(c) des Z - z’ auf den H - X mit der (reellen) 
Matrix 








yf? yi 
mt tae yo 
wrt 1) + yt +1) yint 1) ote yt +1) 
; ‘ies 3 


(3.6) %(c) =, 


jz 








yrr r,) + yt 2r,) bas f yt r,) + yt 2r,) 
2 














2 

yt D—ylrit f+ 1) ae yt DY) — rt fet 1) 
2% 2s 

yint 1) — yfrit ar) oft nd) — ylnt 2r,) 
2% 2% 


Der dem — durch die Ungleichungen (2.2), (2.3), (2.4) definierten — Bereich 
C(x; ypmodc; o,,...,0,; 5,,..-, 5,,) des E- x vermége (3.3) in E-2’ ent- 
sprechende Bereich wird dabei wegen 

EH) Ece+r) — XP + XE,,, (k =r, + 1,...,% +1) 
auf den durch die Ungleichungen 


r, Ts: 
(3.7) 0< 1 |X,| ff (X?, 4; + X? 41,43) sl, 
(3.8) 6,X,> 0 (k=1,...,%); 
(3.9) 0,5 &< +1 (k=1,..:,1) 
beschriebenen Bereich 
(3.10) F(1; ypmodc; o,, . . ., G3 5, - « -, 5,,) 


des EZ - X abgebildet, wo jetzt ¢,, . . ., e, die eindeutig vorhandene Lésung des 

aus (2.9) entstehenden linearen Gleichungssystems ist, wenn man &®),. . .., &( 

vermége (3.5) durch X,, .. ., X,, ausdriickt, also: 
eylog |e] + +++ + e-oglel®| = log 2, 


(3.11) . 
elog left +9] + «++ + ep log jel 9| = log VEri+t+ Xrtntt 
Vx 
wo 
a fir r,> 0 
t=1,...,%—1 
und 5 


(k=1,...,7,—1) fir r= 0 
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ist und wo X fiir den mittleren Teil der Ungleichung (3.7) steht. 

Aus Satz 2.1 ergibt sich unter Verwendung der Betrage der den Sub- 
stitutionen (3.3), (3.4), (2.7), (3.5) entsprechenden Funktionaldeterminanten 
(3.12) V (1; yomodc; o,,. . , o,; 4, . . ., 6,,) = 2"R 

Bezeichnen wir den Punkt {h,, ...,h,) mit H, so geht vermége (3.3) das 
O-Gitter von E -zx- mit der Diskriminante 1 in das H-Gitter von Z- 2’ 
mit der Diskriminante 1 iiber. Die Abbildung A(c) fiihrt das H-Gitter von 
E -z' in das A(c) H-Gitter von ZH - X mit der Diskriminante 

NoVA) 
(3.13) —— 
und die zum H-Gitter gehérige Uberdeckung von EF - 2x’ durch Wiirfel des 
Volumens 1 in die zum %(c) H-Gitter gehérige Uberdeckung von E - X durch 
Parallelotope des Volumens (3.13) iiber. Diese Parallelotope und solche, die 
aus diesen durch eine Parallelverschiebung hervorgehen, nennen wir 2 (c)- 


Parallelotope®). 

Da 

Yot WwUt*** + Yn 

fir ganzrationale Zahlen z,,..., z, genau die Zahlen der Restklasse y,modc¢ 
darstellt und jede nur einmal, entspricht jedem Punkt des O-Gitters von E - x 
und jedem Punkt des H-Gitters von E-z’ und jedem Punkt des %(c) H- 
Gitters von EZ - X in eineindeutiger Weise eine Zahl der Restklasse y,modc. 
Eine Restklasse y,modc gibt zu einem H’-Gitter von E - x’ bzw. A(c) H’- 
Gitter von H-X Anla8B, wobei offenbar das H’-Gitter bzw. %(c) H’-Gitter 
aus dem H-Gitter bzw. 2(c) H-Gitter durch eine Parallelverschiebung hervor- 
geht. Auf Grund dieses Zusammenhanges nennen wir das 2 (c) H-Gitter von 
E - X auch Gitter y,modc. 

Trivialerweise ist®) 

P O(x; ypmodc; a, . . ., G3 54, - - -» 5p,) 

= PI'(1; ypmodc; 0, . . ., 6; 54, - « -» 5y,) - 

Wir betrachten jetzt eine in (2.5) vorkommende feste Auswahl von oj,..., 6, 
und ordnen jeder ganzen Zahl & eine ganze Zahl 7 vermége 


(3.15) © n=er%...e°%E=HE 
in eineindeutiger Weise zu. Durchlauft £ eine Restklasse ypemodc, so durch- 


lauft » offenbar die Restklasse E y,modc; das Gitter y,modc wird einein- 
deutig auf das Gitter Z y,modc, der Bereich (3.10) wird auf den Bereich!) 


(3.16) (1; B ypmodc; 0, . . ., 0; 6, sgn B®, .. ., 6,,sgn BM) 


(3.14) 





’) Entsprechend fiir andere Abbildungen. 

®) In (3.14) bezieht sich dabei, wie aus dem vorausgehenden Text hervorgeht, das 
P links wie in (1.7), (2.5), (3.1) auf das O-Gitter von E-2z (= H-Gitter von E-z2’) und 
das P rechts auf das 2i(c) H-Gitter von E - X. 

1°) Das sieht man unmittelbar, wenn man: die den Bereich (3. 10) definierenden Be- 
ziehungen (3.7), (3.8), (3.9), (3.11) unter Beachtung von (3.5), (3.15) aufschreibt. 
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und der Durchschnitt des Gitters y,mod¢ mit (3.10) wird eineindeutig auf den 
Durchschnitt des Gitters E y,modc mit (3.16) abgebildet. Also ist 

(3.17) PI(1; yomode; a, . . ., Fp; 54, « - - 5.) 

= PI'(l; £ y»modc;0, . . ., 0; 6,sgn HM, . . ., 6, sgn EO) , 

und wegen (3.14) ist somit die Frage nach einem zwischen (3.1) und (3.2) 
bestehenden Zusammenhang gleichbedeutend mit der Frage nach einem Zu- 
sammenhang zwischen der rechten Seite von (3.17) und dem Volumen von 
(3.16). Dafir ist hinreichend, einen Zusammenhang zwischen 


(3.18) P I'(1; ypmodc; 6; 8) 
und 
(3.19) VI'(1; ypmodc; 60; 8) 


herzustellen, wo y,modc eine beliebige der N(c) Restklassen mode ist, wo 0 
fiir 0, . . .. 0 steht und wo S eine der 2" Signaturen bedeutet. 

Wie man aus den den Bereich 
(3.20) I'(1; ypmodc; 6; 8) 
definierenden Ungleichungen (3.7), (3.8), (3.9) mit o,= - -- = ¢,= 0 entnimmt, 
hangt (3.20) nur vom Zahlkérper K, von der Signatur S und wegen (3.11) 
von einem willkiirlich gewahlten System von Grundeinheiten ¢,, . . ., e,, nicht 
jedoch vom Ideal ¢ und nicht von der Restklasse y,modc¢ ab. Denken wir 
uns in K durch irgendeine Vorschrift ein System ¢,, . . ., ¢, eindeutig festgelegt, 
so hangt (3.20) nur von K und von der Signatur S ab, also: 
(3.21) I'(1; ypmodc; 0; 8S) = I"(K, 8) 

Aus (3.21) und (3.12) folgt 
(3.22) VI'(K, 8S)=2"R. 


§ 4. Uberdeckungen im Euklidisehen Raum 
AuBer einem System von Grundeinheiten ¢,, ...,¢, denken wir uns jetzt 
in K durch irgendeine Vorschrift eine Basis des Ideals 0, also eine Ganzheits- 
basis @,,..., @, in K eindeutig festgelegt. Bekanntlich kann dann zu jedem 
Ideal ¢ aus K eine Basis y,,..., y, gefunden werden von folgender Art"): 


V1 = © ® » 


(4.1) Vo= Coq; My + Cog@e , 


mit Yn= Oni Mr °°" + C 
k=1,....m 

.2) . +» ganzrational (* ' , 
(4.2) Ci k g 0 bg agg 


(4.3) C.,. > 0 (E=1,...,2), 


' eb ES St 
1) DaB es eine Basis ,,..., y, von ¢ mit (4.1), (4.2), (4.3) gibt, lehrt [5], Satz 102. 
Zu dieser Basis gibt es eine (eindeutig bestimmte) auch noch (4.4) befriedigende Basis 
Yi>+++ Yas WO y, aus y, durch Addition einer geeigneten ganzrationalen Linearkombi- 
nation von y7,~,,..-> y, (k = 2,..., ) entsteht. 
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Wegen (4.1) kann die in (3.4) auftretende Matrix als ein Produkt geschrieben 
werden : 
Cnr 


‘ YP... yi wo. ..a@M\ fey... 
(4.5) (( )-(: We 
YO. ye oe ...a@/ \0.. 0, 
AuBer der durch (3.4), (2.7), (3.5) definierten Abbildung A(c) des E - 2’ 
auf den HZ - X mit der Matrix (3.6) betrachten wir jetzt die durch 


CH) = we +---+ wf 2 (k=1,...,n) 


zusammen mit (2.7), (3.5) definierte Abbildung A (o) des Z - x’ auf den E - X 
mit der Matrix 














a) wil) 

wi? <5 wt 
al"* 1) of} ott r,.+1) alt t 1) Ae wit r+ 1) 
3 ThibkeKee -aueney 

(4.6) A(o)= : : ; 
jz | oft + afitto art 4 aft tro 
2 

oft Was aft t tet 1) ot D ga@tnhtD 


2i la 2i 


os"! +f) oe aft 2r.) 


< 


alt T.) of +2r,) 





2% 23 
Die Abbildung A (o) fahrt das H-Gitter von EZ - x’ in das A(o) H-Gitter von 
E - X mit der Diskriminante 
y\4| 

(4.7) — 
und die zum H-Gitter gehérige Uberdeckung des Z- 2x’ durch Wiirfel des 
Volumens | in die zum 2% (0) H-Gitter gehérige Uberdeckung des £ - X durch 
Parallelotope des Volumens (4.7) iiber. Diese Parallelotope und solche, die 
aus diesen durch eine Parallelverschiebung hervorgehen, nennen wir 2 (o)- 
Parallelotope!”). 

Setzen wir 9 se Ona 

(' isp =e, 
0...0¢, 


so folgt aus (3.6), (4.6), (4.5) 
(4.8) Alc) = Alo)€, |C| = Nic). 
48) Vgl: FuBnote 8. 
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Satz 4.1. Hin beliebiges %(o)-Parallelotop des E-X hat mit 


¢,(n) Parallelotopen des UA(c) Q-Gitters von E- X, wo Q ein beliebiger 
des E - x’ ist, einen nichtleeren Durchschnitt ; dabei ist 


1 


C, (n) < Hl (2*+ 1) <3". 
=1 


Der Sachverhalt von Satz 4.1 bleibt offenbar erhalten, wenn man anstelle 
der Konfiguration im Z-X ein affines, etwa das %(c)-'-Bild von #-X 
auf E - x’ betrachtet. Satz 4.1 geht dann in den dquivalenten Satz 4.2 iiber: 

Satz 4.2. Hin beliebiges €-'-Parallelotop"*) des E-x' hat mit héchstens 
C,(n) Wiirfeln des Q-Gitters von E - x’, wo Q ein beliebiger Punkt des E - x’ ist, 
einen nichtleeren Durchschnitt. 

Beweis. Da Q ein beliebiger Punkt des Z - x’ ist, kénnen wir ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit annehmen, daB das €~'-Parallelotop seinen 
Mittelpunkt im Ursprung habe. Ein €-'-Parallelotop ist das €-'-Bild eines 
achsenparallelen Wiirfels und besteht somit in unserem Falle aus allen Punkten 
(zi, .. +, %) des E - x’ mit 


1 , , , 
FSi t Cn tet + im < 


1 
— FS oatet *+ + Gam < 


- ++ bol to] = 


. + Sountm< az» 
woraus sukzessive von unten nach oben wegen (4.2), (4.3), (4.4) sofort 
(4.9) jn-,| = 2-* (k=1,...,n) 
folgt. Die Ungleichungen (4.9) beschreiben einen Quader mit den Kanten 
2", 2"-1,..., 2; ein solcher Quader ist offensichtlich in der Vereinigung von 
(2" +1) (2"-141)...(2+1) 
Wiirfeln des Q-Gitters von Z - x’ enthalten, was zu zeigen war. 


§ 5. Ein Satz von Wreser 
Bezeichnen wir mit p J\(K, S) die Anzahl] der Punkte des 2%(c) H-Gitters, 
deren zugehérige Parallelotope — wir nannten diese friiher 2 (c)-Parallelotope — 
von dem Rand von J"(K, 8) ,,angeschnitten werden, d. h. mit dem Rand von 
I'(K, 8) einen nichtleeren Durchschnitt haben, so gilt wegen (3.13) offensicht- 
lich") “ 


(5.1) VI(k,s)—* Vay PT'(K, 8) < Zoya, pI'\(K, 8). 


Bezeichnen wir ferner mit P’ J’(K, S) die Anzahl der in J’(K, 8) enthaltenen 
Punkte des 2(o0) O-Gitters und-mit p’J°(K, S) die Anzahl der Punkte des 


48) Vgl. FuBnote 8. 
14) Fiir diese unmittelbar einsichtige Formel vgl. auch [11], § 185, (15). 
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A(o) O-Gitters, deren zugehérige Parallelotope — wir nannten diese friiher 
A(o)-Parallelotope — von dem Rand von /"(K, 8S) angeschnitten werden, 
so gilt wegen (4.8), (3.13) ebenso 


iy y\4) | - VAL yy 
\) I'(K, 8)—5— P'T(K, 8) oe PIT IK, 8). 


Jedem Punkt des Randes von J'(K, 8) ist in eindeutiger Weise ein (an- 
geschnittenes) 2 (c)-Parallelotop (des 2 (c) H-Gitters) und ein (angeschnittenes) 
2(o)-Parallelotop (des %(o) O-Gitters) zugeordnet. Offenbar ist die Anzahl 
der angeschnittenen 2 (c)-Parallelotope héchstens gleich der Anzahl derjenigen 
W(c)-Parallelotope, die mit einem angeschnittenen 2(o0)-Parallelotop einen 
Punkt gemeinsam haben. Daraus folgt wegen Satz 4.1 unmittelbar: 


(5.2) p I'(K, 8) <¢,(n) p'I'\K, 8) . 


Um p’I’(K, 8S) nach oben abzuschiatzen, betrachten wir das G(o)-Bild von 
E-X auf E- zx’, wo 


(5.3) B(o)= — A(o)- 

yx 
ist. Das dabei entstehende Bild J” (K, S) von J"(K, S) hangt ebenso wie J"(K, S) 
nur von K und S ab. Das A%(o)O-Gitter von E-X geht offenbar in ein 
,cartesisches“ Gitter im H-z’ iiber: die zugehérigen Parallelotope sind 
achsenparallele Wiirfel mit der Kantenlange 


(5.4) ee 


jz 
Bezeichnen wir mit p J” (K, S) die Anzahl der durch den Rand von J” (K, 8) 
angeschnittenen derartigen Wiirfel, so gilt trivialerweise 


(5.5) P I" (K, S) = p I'(K, S) ° 


Zur Abschitzung von p 7” (K, S) verwenden wir einen Satz von WEBER!*). 

Satz 5.1. Im E--x sei eine Uberdeckung durch achsenparallele Wiirfel der 
Kantenlinge 5 und ein beschriinkter Bereich gegeben, dessen Rand von endlich 
vielen H yperflichen F’,,. . .,F, gebildet werde. Fiir die Punkte von F.(k=1,...,m) 
lasse sich mindestens eine Koordinate x,, j] =} (k) durchwegs als eindeutige 
Funktion der anderen schreiben. x; besitze als Funktion der restlichen Koordi- 
naten auf der zur x;-Achse parallelen Projektion von F,, auf den Raum der rest- 
lichen Koordinaten nach allen Richtungen hin beschriinkte Ableitungen. Dann 
gilt fiir die Anzahl p der durch den Rand des Bereiches angeschnittenen Wiirfel 
der Uberdeckung 

Pp 6-1 < Cc, 


wo c eine nur vom Bereich abhinaige (also vom Citter und von 6 unabhingige) 
Konstante ist. 


’ 15) Satz 5.1 gibt genau — nur in anderer Formulierung — den in [11], § 184 bewie- 
senen Sachverhalt wieder. 
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Da der durch die Ungleichungen (3.7), (3,8), (3.9), (5.3) mito,=---=0,=0 
definierte Bereich J” (K, 8S) die Voraussetzungen von Satz 5.1 erfillt®*) und 
da auBerdem das zuletzt erwihnte Gitter mit der Kantenlange (5.4) von der 
in Satz 5.1 beschriebenen Art ist, folgt 


(5.6) p I” (K, 8) < ¢(K, 8) 2!-+ 


mit einer nur vom Bereich J” (K, 8), also nur von K und S abhangigen Kon- 
stanten. Wir setzen 
maxc(K, 8S) = c,(K), 
s 


wo S die 2" Signaturen durchléuft. c,(K) hangt offenbar nur noch von K ab, 
und wir haben tiber (5.6) hinaus gefunden: 


(5.7) p I“ (K, 8) =¢,(K) 2!-> . 
§ 6. Uber inhomogene Linearformen 
Es seien L,,...,Z, homogene Linearformen in den Veranderlichen 
%,-.-) 2% mit der Determinante D+ 0. Wir nehmen an, daB J,,.. ., L,, 
reelle, L,,,,,-- -, L,,4,, komplexe (d. h. mindestens einen nichtreellen) Koeffi- 


zienten habe und daB L,, ,,,,;= ,,,; (konjugiert komplex) (j = 1, . . ., r,) ist; 
r,+ 2r,=n. Es bezeichne 


(6.1) My= min |L,... L,| 
die untere Grenze — ob angenommen oder nicht — von |L,... Z,| fiir die 
Punkte + 0 des O-Gitters von H-z. Fiir beliebige Zahlen a,,...,«, vom 
selben Typ wie die Formen Z,,.. ., L,, also a, ..., a, reell, a 43). - +» &, +9, 
nichtreell, «,, ,,,.;= %,+; (j= 1,.. ., 72) bezeichne 

M, (a) = min |(Z,+ «)...(L,+ «,)| 
und 


Mp (a) — min \(L, + %,) ~o0 (L, _ %,,)| 


unter der Nebenbedingung 


(6.2) L,+ a%>0,...,L,,+4%,>0. 

SchlieBlich bezeichne M, bzw. Mp die obere Grenze von M,(a«) bzw. Mp(a) 
fiir alle Systeme a,,..., «, der angegebenen Art. Offenbar ist 

(6.3) M,s Mp- 


Fiir das mittels Redwktionstheorie fiir quadratische Formen von Daven- 
PoRtT!’) erzielte Ergebnis 
T: 


(6.4) 7. M, < ¢q(n) |D| (4r-)*-* (My + 0) 


16) Weper, der in [11], § 194 den Satz 5.1 auf ein ahnliches Problem anwendet, 
iibergeht die Frage der Anwendbarkeit ganzlich. Allerdings: Dort wie hier lassen die den 
betreffenden Bereich definierenden Ungleichungen sofort erkennen, daB die Voraus- 
setzungen von Satz 5.1 erfiillt sind und daher Satz 5.1 anwendbar ist. Die explizite Angabe 
von Hyperflichen F,,..., F,, von der in Satz 5.1 angegebenen Art ist zwar etwas um- 
standlich, doch prinzipiell ohne weiteres méglich. 

17) Vgl. [2], Satz 1 oder [3], (4). 
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hat Barnes'*) durch Modifikation einer auf CEBOTAREV zurickgehenden 
Methode einen sehr einfachen Beweis gegeben. Fir r,=— 0 und r,= 0 ist der 
Exponent von |D| schon bestméglich. Fiir alle anderen Fille konnte Daven- 
PorT!*) unter Weiterfiihrung des Gedankens von Barnzs die Abschatzung 


(6.4) zu 
2r,-—1 


(6.5) My < cg(n) |D\ (p-)®*- 2-3 (r, > 0) 
verscharfen. In der Tat: es ist 
2r,—1 {<|.* fir r,{> 0, 


2n — 2r,—1 —T; 


und bekanntlich ist ne nach unten durch eine nur von n abhangige Zahl > 1 
beschrankt. 

Zunachst gilt in Verallgemeinerung von (6.4): 

Satz 6.1. Fiir My + 0 ist 


(6.6) Mp < %(n) |D| (re Plan 


Wegen (6.3) ist der Exponent von |D| fir r,= 0 und r,= 0 ebenfalls best- 
moglich. Fiir alle anderen Fille gilt in Verallgemeinerung von (6.5) die scharfere 
Beziehung : 

Satz 6.2. Fiir My +0 und r,> 0 ist 





2r, — 


(6.7) Mp < ¢,(n) |D| (a IDI zn) r= , 


Beweis von Satz 6.1 und Satz 6.2. Ist a,,...,a, ein System von 
Zahlen vom angegebenen Typ, so gibt es nach der Definition von Mp(«) fiir 
jedes ¢,(0 < e,< 4) einen Punkt (zf,..., 2%) des O-Gitters von E - x derart, daB 
fiir die zugehérigen Werte Lf, . . ., L% der linearen Formen 
Se (a) 2) 


(LF +m)... (L3+ a )| =A; (0<e<&), 
mere (E=1,...,%) 
ilt. Wir setzen 
* L,—LF 
Y,=> (k=1,...,n). 


LF + a 
Die (L,— Lf) bzw. Y, sind homogene Linearformen in den Veranderlichen 
y;= x,— xf (j=1,..., n) mit der Determinante 
(l—e)D 
Mp («) 
Fiir alle Punkte + (0, ...,0) des O-Gitters von E - y ist, wie aus der Defi- 
nition von My, angewandt auf die Formen (L,— Lf), sofert folgt, 


D bzw. 





1—e)M 
(6.8) \Y, oy A ce ; 
48) Vgl. [1]. 
1%) Vgl. [3]. 


2) Wir kénnen M,p(a) > 0 annehmen. 
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fiir alle Punkte des O-Gitters von Z - y mit 


(6.9) Y,+1>0 (k=1,...,7;) 


ist, wie aus der Definition von Mp(«), angewandt auf die Formen L,, sofort 
folgt, 


(6.10) ((¥,+1)...(¥%,+ )[ 21l—e. 

Wir driicken jetzt die Formen L,,. . ., L,, vermége 
Y,=2Z, (B=l,...,%), 
Y¥,=2Z,+ i Zp, (k= ry+1,...,% + 19) 


durch die reellen Formen Z,, ...,Z,, aus; das O-Gitter von Z- zx wird dabei 
auf ein O-Gitter A des EZ - Z der Diskriminante 


D 
(6.11) d(A) = pare a Pan | 
abgebildet. Aus (6.8) folgt: fiir alle Punkte + (0, . . ., 0) von A ist 


1—e)M 
(6.12) 2, -- - Zp, (Z+1 + Ze+nti-+-(Zan + Z?,+2r,) 2 “wa ; 


aus (6.9) und (6.10) folgt: fiir alle Punkte von A mit 


(6.13) Z,+1>0 (k=1,...,7%) 
ist 
(6.14) (Z,+ 1)... (Z,+ 1) ((Z,, 41+ 19+ Fean4i)--- 


((Z,, +, + 1)®+ Z, +20) zil—e. 
Wir definieren jetzt 6 durch 





1 My 
(6.15) (11 n 6)"? = AT 
Dabei kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
(6.16) 10nd<1 


voraussetzen, da andernfalls aus (6.15) unmittelbar schon (6.6) folgt. Es sei 
(z,, . . «» %) ein im Parallelepiped 


(6.17) jz,|< 1 (k=1,...,7,+7,), 
. lz.|< yo (k= r,+ 7.4 1,...,%+ 21) 
gelegener Punkt von A. Die Punkte (z,,...,2z,), (—%,...,—2,) erfiillen 


(6.13), und doher folgt aus (6.14) 


ay it na Tha —2 +0°+ 2(1 +22 1) att 47,402 (1 —e)*. 


Aus rey folgt fiir die einzelnen Faktoren von (6.18) 
(6.19) 0<1—2Z4<1 (e=1,...,%), 
(6.20) 0s (1—z, + 0*+ 2(1 + 2 4 2) 27, tnttt 441514464 0 <(1+28) 
(i= 1,...,%). 
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Da 6 nur von n, My, Mp(a«) abhangt, kénnen wir ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit ¢,< 6 annehmen, so daB also wegen (6.16) sicherlich (1 — e)?= 
=> (1 — 2 4) ist. Aus (6.19), (6.20), (6.18) folgt dann 


(6.21) (1 — 2g) 1"-1(1 + 2 6)?" > (1 — 2 4) (e=1,...,%); 
(6.22) In((1—27, , )? + 2(1+ 242) ae git 2, 42,4) (1 + 26)**-*> (1 —28) 
(t= 1,..., %9). 


Wegen (6.16) und wegen (1 + »)™(1 — mn») <1 (7 => 0; m2 1, ganzrational) 
folgt aus (6.21) 

(1 — 2) => (1 — 2 6) (1 — 47,6), 
(6.23) aes 2(1+2r,)d656n6 (k=1,...,7) 
und aus (6.22) 


(1 —27,4.)2+ 46+ #&2(1 —26)(1—4n 9), 
(6.24) (l—2,,%21—26—4nd—4621—10n62(1 — 10n 56), 
ze .,5 10nd (T= 1,..., 1%). 
Aus (6.23), (6.24) und (6.17) folgt 


l21 on 2,,| (+17 2, +1, +1) eet (S, 4,+ Zr, + 2r,) 
< (6 n dy? (10 nb + 6) < (11 n 6)", 


was wegen (6.15) und wegen e <4 im Widerspruch zu (6.12) steht. Also 

enthalt (6.17) keinen vom Ursprung verschiedenen Punkt von A. Folgen wir 

an dieser Stelle BARNES und wenden wir auf (6.17) den Satz von MrnkowskI 

(iiber konvexe Kérper mit Mittelpunkt in einem Gitterpunkt) an, erhalten wir 
d(A) = &? 

und damit wegen (6.11), (6.15) unmittelbar 


D\ \n-r, 
(6.25) M p(x) < c4(n) |DI ( i) 


Die rechte Seite von (6.25) ist aber von den « unabhangig, und damit ist Satz 6.1 
bewiesen. Folgen wir dagegen Davenport, erhalten wir auf woértlich dem- 
selben Wege wie in [3] die Abschitzung (6.7), womit Satz 6.2 bewiesen ist. 

Die Abschaitzung (6.4) wird von Davenrort*™) dazu verwendet, einem 
auf Minkowski! zuriickgehenden Satz**), wonach es in jedem Ideal ¢ aus K 
eine ganze Zahl § + 0 aus K mit 


(6.26) IN (€)| sV/|4| N(c) 
gibt, ein wichtiges Resultat an die Seite zu stellen: 


Satz 6.3. (von Davenport). Zu jedem Ideal ¢ aus K und zu jeder Zahl yo 
aus K gibt es eine ganze Zahl — aus K mit 


& = y»modc, 


IN (8)| < eg(n) |A[2@ =") Nic). 


41) Vgl. [2], Satz 2. 
22) Vgl. etwa [5], Satz 1 18. 
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Wir beweisen jetzt eine direkte Verallgemeinerung von Satz 6.3: 
Satz 6.4. Sind 6,,.. ., 6,, der Werte + 1 oder — 1 fihige vorgegebene Zahlen, 
so gibt es zu jedem Ideal ¢ aus K und zu jeder Zahl y, aus K eine ganze Zahl & 


aus K mit 


(6.27) & = y,modc, 
(6.28) 6,& > 0,..., 6,6" > 0, 
(6.29) |N (&)| < cy (n) |A|2@—-") Nie). 


Beweis. Es sei y,,..., y, eine Basis des Ideals ¢ und 7 eine beliebige 
Zahl aus ¢, also 


H= Nt *** + Yn% 


mit ganzrationalen z,,..., z,. Wir setzen 


L,= 6,4 (k= 1,...,7;), 
(6.30) L,= =i (E=r,+1,...,%), 

a= dy? (urd). .%) > 

ee %° (e=7,+ 1,..., ”) 


und wenden Satz 6.1 an. Dann ist 
My= N(c) 


wegen (6.1), wegen (6.30) und da N(7y) = 7... »™ ein Teiler von N (c) ist, 
mit & = y,+ 7 ist (6.27) bereits erfiillt, (6.2) ist gleichbedetitend mit (6.28), 
und (6.6) liefert unmittelbar (6.29), was zu zeigen war. 
Satz 6.4 besagt also, daB man iiber Satz 6.3 hinaus die Signatur von & 
vorschreiben kann. Fir r,> 0 kann selbstversténdlich der Exponent von |4 
n—l 


ver- 
2n —2r,—1 


in (6.29) unter Benutzung von (6.7) anstelle von (6.6) zu 
bessert werden. 

Setzen wir yy= 0, so geht, da (6.28) unmittelbar € + 0 nach sich zieht, 
Satz 6.4 (nicht jedoch Satz 6.3) in gewissem Sinne in eine Verallgemeinerung 
des oben erwaihnten Satzes von Minkowski iiber: die Signatur von & aus ¢ 


kann zusitzlich vorgeschrieben werden, wihrend in (6.26) der — fiir die 
algebraisch-zahlentheoretischen Anwendungen meist uninteressante — Faktor 
bei V(c) vergréBert wird. 

Wahlen wir 6,= --- = 6,,= 1, sowie ¢ = af mit (a, f) = o und nehmen wir 


fir yp eine Lésung der simultanen Kongruenzen 
Yo = 0 moda, yo= 1 modf, 


so folgt aus Satz 6.4 unmittelbar: 
Satz 6.5. In jedem Ideal a mit (a,f)= 0 gibt es eine ganze Zahl & des 
{-Strahles mit ' 
|\N (&)| < c.(K) N(af). 


Mit anderen Worten: Durch jedes Ideal'a mit (a, f) = © ist ein gewisses f-Haupt- 
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ideal (&) = ab teilbar, wobei 
N (6) < ¢,(K) N(f) 
ist. 
Satz 6.6. In jeder Klasse $ modf gibt es ein Ideal b mit 
(6.31) N (b) < ¢,(K) (Ff). 


Beweis. Es seia ein beliebiges Ideal aus der zur gegebenen Idealklasse 9 
mod f inversen Idealklasse $-' modf. Wir wenden Satz 6.5 auf a an. Dann 
haben wir ein Ideal-b mit a 6 € H. modf und N(b) < c,(K) N(f), also b€ H 
mod f und (6.31), womit Satz 6.6 bewiesen ist. 


§ 7. Beweis des Hauptsatzes 
Aus (5.1), (5.2), (5. and +i, folgt 


(7.1) |PI'(K, 8)— V I'(K, 8)\ < ¢,(K) z'—w , ¢3(K) = ¢,(m) ¢,(K) , 


rar N Tr 
womit ein Zusammenhang zwischen (3.18) und (3.19) gefunden ist. Dieser 
gilt gleichmaBig fiir jede Restklasse modc und fiir jede Signatur, insbesondere 
die in (3.17) rechts auftretende Restklasse Z y,modc und Signatur 6, sgn E®), ..., 
6,,sgn EC). Wegen (3.21), (3.17), (3.14), (3.22) folgt aus (7.1) 

(2a): Ra 
Vi4|  ¢e) 
Setzen wir jetzt ¢ = a f und y,= £, und summieren wir die Ungleichungen (7.2) 
iiber die in (2.5) vorkommenden Werte 9, . . .,¢,, 80 ergibt sich wegen (2.5), 

(0.3) 


(7.2) Pot: YoMode; Oy). 5 Op; Byy «+» O,)— < ¢q(K) 21-2. 


(22)rs K(f) x R =i 
Vid] N (af) 


woraus wegen (1.7), (1.2) unmittelbar 


Powe: B,moda f) — ¢(K) 21-2 , 





(7.8) | (2; 9: moa) — OO < yg 2K) (2 N(a)) 
(a € $-1modf beliebig) 


folgt. Wahlen wir a gemaB Satz 6.6, so folgt aus (7.3) schlieBlich 


(22)rs RB (f) x hep 
re K)R Ni@)'-+ 
wiVial yp! c(K) Rif) (x N(f)) 








(7.4) lA (2 ; Smodf) — 
mit 
o(K) = 20 (K)-*, 
also (0.6), womit der Hauptsatz a ist. 
Wir zeigen jetzt noch, daB R(f) sehr einfach durch g(f) und damit durch 


N (f) nach oben abgeschatzt werden kann. 
Aus (7.4) folgt bei festem f und festem 9 modf 


(7.5) lim 2(2:Smodf) _ _(22)" Rif) 








ose x w(fVi4i Np 
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Da die h (f) Idealklassen $ modf genau alle zu f teilerfremden Ideale ausmachen, 


gilt oad H(t 9 modf) =X 1. 
Viasat 
(a, f\=o 
Dividieren wir diese Beziehung durch x und betrachten wir anschlieBend lim , 
zo 
so folgt wegen (7.5), wegen®™) 
1 1 — 2(22) Rh 
ta 7 Niasae w)\4) : 
und wegen 
lim? ¥ 1=20 jim) 1 
a+ * Nase Ni) a+o * Nia)sz 
(a,ff=o 
sofort 
R 
(7.6) ae 


Aus (7.6) ergibt sich wegen 
1 < w(f) Sw, h Teiler von A(f) 


unmittelbar 

R 
(7.7) AO < anh ae <2" y(f) <2" N(f). 
Setzen wir 


e,(K) = 2"hc(K), 
so folgt aus (7.4), (7.7) 


—— K if) w@)-2 
winViatn| ~ 8 a AO) 


h(f) 
< 4(K) pif) (2 Nf)’ * 
<o(K) Nf) * 2 =. 


§ 8. Bemerkungen 


Ein dem hier bewiesenen Hauptsatz sehr verwandter Satz (mit etwas 
anderem Fehlerglied) 148t sich aus einer mit funktionentheoretischen Hilfs- 
mitteln (Residuensatz) beweisbaren Abschitzung von Summen iiber Cha- 
raktere mod f herleiten. 

Der Hauptsatz gestattet eine Reihe von interessanten Anwendungen, von 
denen nur zwei hervorgehoben werden sollen: Zusammen mit der auf alge- 
braische Zahlkérper K verallgemeinerten Selbergschen Siebmethode [9] ergibt 
sich eine Verallgemeinerung des Satzes von Brun-TrrcHMarRsH auf Idealklassen 
mod f in K, und: Unter Weiterfiihrung der Uberlegungen von [7] bzw. [8] 
ergibt sich eine Selbergsche Formel fiir Idealklassen $ mod f mit einem in f 
gleichmaBig giltigen Fehlerglied. 

Auf all diese Dinge werden wir in einer folgenden Arbeit zuriick- 
kommem*). 

93) ‘Vgl. etwa [11], 716. 
%) Vgl. [9], II. 
Math. Ann. 135 
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Contributions to Harmonic Analysis. IV 
By 
H. Rerrer in Newcastle upon Tyne 


§ 1. Introduction 


L. Scuwartz has shown [12] that the space I’(R") contains, for n > 3, 
distinct closed linear subspaces, invariant under translations, with the same 
cospectrum (see [12] for terminology and notation; in the latter, a few slight 
changes will be made). These subspaces are defined as follows: Let #' be the 
invariant subspace of all indefinitely differentiable functions f(x), with com- 
pact support, whose Fourier transforms 


f(a) = f f(x) e-2*#@O dx 


vanish on the spherical surface S,_, given by |a| = 1; here x = (2,..., %,), 
G& == (%,,..., Mn), (2, &) = 2a +°°*' + Bea, GE=dz,...a2,, the inte- 
gration extends over the whole Euclidean space R", and |«| = Va? +++ + af. 
Let ! be the subspace of all functions in Z' such that 

2 j (a) 

te ~° 


on S,,_,; @' is likewise invariant under translations. If #', @ are the closures, 
in the norm of I1(R*), of # and @', respectively, then, according to [12], 
# and $@, which both have the cospectrum S,,_,, are distinct, for n > 3. 

The present paper originated in an attempt to construct examples of 
functions in#' and @' and, especially, examples of functions in Z' or #' not 
contained in @!. This, however, led to a different approach, based on the use 
of radial functions fVxai+- . + 22) € JA(R"). It will be shown here that the 
radial functions in Z/(R") play a significant réle in connection with L. 
Scuwartz’s method. The results obtained in this way are the following. 

(I) There are functions f(x) in I4(R"), for n = 3, such that the closed in- 
variant linear subspace generated by f * f, the convolution of { with itself, does 
not contain f. 

Simple examples of such functions will be given. 

(Il) If T is any closed set in R" that does not contain the whole spherical 
surface S,,_,, the function f in (I) may be so chosen that its Fourier transform 

“vanishes precisely on the union S,_,U T'(n = 3). 





31* 
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This means, in a terminology introduced earlier [11], that S,_,U 7 is a 
set of multiplicity in R"(n > 3); the condition that 7’ should not contain S,,_, 
is, of course, essential. 

The proofs of these results are given in § 2. 

The first result has applications to the Banach algebra of all radial functions 
in I*(R"); this is discussed in § 3. The second may be used to obtain sets of 
multiplicity on the n-dimensional torus, for n = 3. 


§ 2. Radial functions and the method of L. Schwartz 


Let D be the subspace of all functions /(xz) in Z’(R") such that |z| { (x) also 
belongs to L1(R"); here |z| means V2, ++++4 22. This subspace is invariant 
under translations; moreover, it contains with two functions /,, f, also their 
convolution /,* /,, as may be seen by replacing in 


J \2| {f ti(z—y) faly) dy} dx 


the norm |z| by |z—y|+|y|. The Fourier transforms /(«) of functions 
f€@ possess continuous partial derivatives  //d «,; (1 <j <n). 
A (LEBESGUE) measurable function /(xz), x ¢ R", is called a radial function | 
if there is a function F(t), defined everywhere on the half-line t>0 and 
measurable there, such that f(x) = F (|x|) almost everywhere in R" (ef. [3], 
p. 68). We shall work here with radial functions in Z*(R"); changing, if 
necessary, /(z) in a set of measure zero in R", we may assume, for the purpose 
of integration, that f(x) = f(|z|) for all x € R*, f(t) being defined for all t > 0 
and measurable. 
The Fourier transform /(«) of a radial function f(x) ¢ J1(R") is again 
a radial function ([3], p. 69 e¢ seq.). Writing 9 = |a|, we have (cf. [3], p. 71; 
we use a slightly different notation) 








(1) f(a) = f(g) = 4(S,-2) [ ft) K,_, (2x et at (n > 2) 
0 3 


where f(t) *~-1¢ 14 (0, cc) and 
(2) K,,(t) = f em iteoso (sind)?” dd =c,, J q(t) t-™ (C_= 2" I (m+ 4) I (4)), 
0 


J ,(t) being the Bessel function of order m. By a(S,,_,) we denote the (n — 1)- 
dimensional volume (‘“area’’) of the spherical surface S,,_, of radius 1, in 
n-dimensional space; so the constant a(S,,_,) in (1) has the value 


n—l 


Cao 





(n => 2). 


rE) 


For n = 1, the right-hand side of (1) is 2 [ f(t) cos(2 x 0 t) dt. 
0 
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If the radial function /(x) belongs to the subspace 2 — this is equivalent 
to the condition f(t) #"<¢ I*(0,0c) — then /(9) has a continuous derivative 
f(g) for 9 2 90. 

In the sequel, we shall consider functions f(z): satisfying the following 
conditions : 

(a) f(x) € 9, t.e., f(z) and |z| f(z) both belong to I’ (R*), 
(3) (b) f(z) is a radial function, 
(c) the Fourier transform /(g) of f(x). (cf. (1)) vanishes for some og 
= > 0, but its derivative ’ (9) is different from zero for 9 = Qo. 


Examples: 

(i) The characteristic function of the unit sphere in R":/(x)=1 for 
|x| < 1, f(z) = 0 for |z| > 1. The Fourier transform of this function is (cf. [1], 
p. 196) 


1 
a(S,~») J MK, (20 t)dt=(2n)3 J. (22 0)/(2x0)% 


and hence (cf. [13], p. 361) satisfies condition (3c). 
(ii) Let, for z € R*, 


(4) f(x) = e-alel*— o- Ne isi" : 


then (cf. [2], p. 5) 
f(g) = 7" — erent" 


which has a simple zero for 9 = 1 and vanishes nowhere else in [0, 0). 
Theorem 1. If the function f(x) satisfies conditions (3a, b, c), then the closed 
invariant linear subspace generated in L*(R") by the convolution f*f does not con- 
tain f, if n = 3. 
For the proof, we may take 9,= 1 in condition (3c) without loss of generality. 
We use now the method of L. Schwartz [12]: consider the function 


(5) p(z) = f ent du(a) 


where yu is the Radon measure in n-dimensional space corresponding to a mass 
distributed homogeneously over the spherical surface S,_,; we take the 
total mass equal to the surface area a(S,_,) so that the integral is just the 
surface integral over S,_,, taken without orientation. It is clear that (zx) 
is a radial function; its explicit expression, in the notation (2), is') © 


p(x) = a(S,-2) Kaa (22|2|) 


» —2 
= (22)* Jas (2a|z|)H2a\2|)* . 
. 2 
In [12] the total mass is taken as 1, so that the constant is different there. 


1) Cf. (3), p. 73, formula (7.4); aleo [5], p. 307, Ex. 2, and p. 637. 
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Thus the function 
p(x) = 22% x, (2) 


belongs to L™(R*), provided n = 3 [12]. We are going to show that if f(z) 
satisfies conditions (3a, b, c), then 


(6a) St(2+y)yle)dzx does not vanish for all y € R*, 
but 
(6b) Sé*f (x+y) y@jdz=0 for all y € R*. 


This will accomplish the proof of Theorem 1, by a well-known criterion. 
If f(z) is any function satisfying (3a), we have, following L. Souwarrz [12], 


7) J ta ve ae= [AF aula) 


where /(«) is the Fourier transform of f(x); relation (7) is obtained by replacing 
in [{—2z2i x,f(zx)} p(z) dz the function g(x) by (5) and interchanging the 
order of integration. 

Now replace {(x) by /(z + y) in (7), and assume that /(x) satisfies also 
conditions (3b) and (3c), the latter with 90,—1. The Fourier transform of 
f(z + y) is f(o)e**.® where 9 = |a|, and 


Fx Heerto2} = f'(o) pate *) +4 I (0) go {ern} 
which on S,_,(@ = 1) reduces to 
(8) f’(1) ayer) | 
Thus 
Si(z+ y) p@) dz =f' (1) f ae du(a). 


The right-hand side is certainly not zero for every y ¢ R": if y = (y,, 0, . . .,0), 
it reduces to 


f’ (Li f a sin (27 y, 0) dus (a) 


and if 0 < y,< }, the integrand is strictly positive on S,_,, except for «, = 0, 
which is a set of u-measure zero; the constant /’(1) does not vanish by hypo- 
thesis. 

Thus (6a) is proved; (6b) may be verified immediately by means of (7). 

Theorem 2. Jf T is an arbitrary closed set in n-dimensional space that 
does not contain the whole spherical surface S,_,, then S,,U T is a set of multi- 
plicity, for n => 3. 

For the proof we need a modification of formula (7): if f ¢ @ (ef. (3a)) 
and if /(«) = 0 on S,_,, then for arbitrary g ¢ L’(R") 





(9) [oe mypm@ae= [FO 5 (a) dua). 
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This is true if g € D also (cf. (7)); hence it holds for all g ¢ L* (R*), since 
is dense in L* (R*). 

We can now proceed as follows: let {(z) be the radial function (4) whose 
Fourier transform /(«) vanishes only on S,-,. If 7’ is any closed subset of R", 
then there is a function g(x) ¢ 1*(R") such that g(a) vanishes on 7’ and is 
strictly positive outside 7’; hence the Fourier transform of h = { * g vanishes 
precisely on S,., U 7. By (8) and (9), 


(10) fh(z+ y) pe) dz=f'(l) f ae g (a) du(a) . 


To show that the right-hand side does not vanish for all y ¢€ R*, it suffices 
to consider the imaginary part of the integral on the right. Since, by hypothesis, 
T is closed and does not contain S,,_, entirely, the points of S,_, not belonging 
to T form a non-empty open set on S,_,. For y = (y;,0,..., 0), 0< y,< 4, 
the imaginary part of «,e®* (¥.) g(a) will be non-negative on S,_, and strictly 
positive on a set of positive u-measure, so that the right-hand side of (10) 
will not vanish. 


On the other hand, it follows from (6b) that 
f (hh) (z+ y) p(x) dz = 0°) for all y € R. 


Thus the closed invariant subspace spanned by h * h does not contain h; 
since the Fourier transform of h vanishes precisely on the set S,_,U 7, 
Theorem 2 is proved. 

Remark. The set T must not contain S,_, entirely; for example, the set 
of all points (a,,...,«,) with —1 < a,< 1 is a set of uniqueness, since it is 
the inverse image, in n-dimensional space, of the linear interval [—1,1] (cf. [11}). 

Combining Theorem 2 with that of [11], we can obtain, by a suitable 
choice of the set 7’, sets of multiplicity on the n-dimensional torus (n > 3), for 
example spherical surfaces. 


§ 3. The algebra of radial functions 


The radial functions in Z1(R") form a closed linear subspace of L*(R") 
({3], p. 68); moreover, the convolution of two radial functions is again a radial 
function, by the invariance of Lebesgue measure under rotations. Thus the 
(equivalence classes of) radial functions in Z*(R") form a Banach algebra*) A,,. 
We shall study here the ideal theory of A,. ) 

In the algebra A, an analogue of Wiener’s theorem is valid; however, in 
contrast to the L’-algebra, there are closed ideals in A,, for n > 3, which are 
contained in a single regular maximal ideal, but distinct from it,i.e., Kaplansky’s 
theorem [8] does not hold in A,,, if n > 3 — this is the algebraic interpretation 
of the analytical results obtained in § 2. 


*)’ Observe that the left-hand side is, in the usual notation, just (g * g) * (f * /) * y*. 
%) For the theory of Banach algebras, cf. [6] and [9]. 
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. First some preliminary facts about A, will be discussed. Let &(a) be a 
“convergence factor” in the sense of BocHNER, i: e., a continuous function 
in I*(R*) such that its inverse Fourier transform k(x), the ‘“kernel’’, belongs 
to I1(R") and k(0) = fk(x) dx =1 (ef. [2], p. 23 and p. 25; the notation there 
is d(a) and K (zx), respectively). In view of the applications to the algebra A,, 
we impose on k(a) the two additional conditions: 


(11) k(a) is a radial function; 
(12) k(a) vanishes outside a compact set. 
An example of such a convergence factor is the following: let S be the 


n-dimensional sphere |«| < r, and S)(«) its characteristic function; then the 
convolution 


(13) 849° (a) = m1 (SO) SO (a) * St") (x), 


where r>0,r'>0 and m-1(S®) = ma? /(F + 1)" , is a convergence 
factor satisfying (11) and (12). This function and its inverse Fourier transform 
8,,(x) € *(R") are particular cases of more general functions introduced 
in [10], p. 405, in only slightly different notation. Some properties of these 
functions which are proved there will be useful later; here we mention that 
§e(a)=1, lal sr’, 


(14) 8,7’ (a) =f, |x| _ 2r + r’. 


For a given convergence factor k(a) with kernel k(x), denote by &,,)(z) 
the kernel corresponding to E(S ) (B > 0), i. e., 


kip) (x) = Brk(Bz) . 
Let f(x) be a function in Z4(R*), and put 


(15) fa (x) = kip (x) * f(z); 
then 
(16) f(x) > f(z) (B + oo) 


in the norm of J/(R*) ({2], Theorem 2.1.3, p. 23). The furiction f,(x) is 
continuous, since kr») (x) is bounded, and has the Fourier transform 


(17) js (x) = f(a) k (5), 


which belongs to I’(R"), since k(x) does; hence {,(x) is the inverse Fourier 
transform of ip (a). If now /(a) is a radial function, then, by (11), ip (a) is 
also a radial function, and hence*) so is fg(x). By (16) it follows, since the 
radial functions form a closed subspace of [1(R*): 


*) Cf. [3], Theorem 40, p. 69. 




















Harmonic Analysis. IV 473 


Lemma 1. A function in L1(R*) is a radial function if, and only if*), its 
Fourier transform is a radial function. 

From (12) and (16) we have: 

Lemma 2. The functions in A, whose Fourier transforms have compact 
support are dense in A,. 

Next we want to determine the homorphisms of the algebra A,, onto the 
field of complex numbers. Since A, is isomorphic to the algebra A, of Fourier 
transforms of the functions in A,, this is equivalent to finding the homo- 
morphisms of A,,. 

The algebra A, consists of complex-valued functions /(g) defined and 
continuous on [0, co) and vanishing at infinity (c/. (1)); it is an algebra over 
the complex numbers and has the following properties: 

(i) A, contains with a function also the complex-conjugate function. 

(ii) If f(@) € A,, and /(9) does not take the value A (A + 0) on [0, 0), then 


_ Fie) _ 
A—f (e) 


(iii) For each pair of distinct points 0,, 0,¢€ [0, 0), there is a function 
f(o) « A, such that /(0,) + /(0,) (A, separates the points of [0, 0)’’); also 
for every 0 € [0, co) there is an / ¢ A, such that /(0,) + 0. 

Property (i) is immediate; (ii) may -be verified as follows. If f(x) ¢ J’(R*) 
and /(«) does not take the value A(A + 0), then /(a)/(A —f(«)) =g (a), say, 
is certainly the Fourier transform of a function g(x) ¢ 1{(R"), by a well- 
known theorem; moreover, if f(x) and hence /(«) are radial functions, then 
so is g(«) and hence, by Lemma 1, the same is true for g(z), i. e., g(x) € A,, 
and g («) = 9 (o) € A,. Property (iii) follows, for example, from (14). 

We shall show that all homorphisms yz of the algebra A, onto the field 
of complex numbers are of the form 


u(f (0) = f(o,) 
where 9, is a uniquely defined point in [0, 0). 


For this purpose, we compactify the interval [0,0o) by adjoining the 
point co, and consider on the compact interval [0,00] the algebra A,, of all 
functions of the form c + /(o), where c is an arbitrary complex number and 
}(e) < A, (f(~) = 0). Every homorphism yz of A,, can be extended to a homo- 
morphism gw of A, by defining 

. wee+f)=c+ lf). 
Moreover, the algebra A, Has the following properties, resulting, respectively, 
from properties (i), (ii), (iii) of A,. 
(a) A, contains with a function also the complex-conjugate function. 


(b) If a function in A, does not take the value zero’on [0, co], then the 
reciprocal of the function also belongs to A,,. 
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(c) A, separates the points of [0, oo]. 


By a familiar result ((6], Remark, pp. 122—3, or [9], Lemma 19D, p. 55), 
the homomorphisms of A,, are all of the form 


Bc + f)=¢ +f (00) 


where 0 < 99< 0, and therefore all homomorphisms of A,, onto the field of 
complex numbers are given by 


uf) = f(a), 


where 0 < 9,< 00, and every 0, 0 < 9 < 0, defines such a homomorphism, in 
virtue of the second half of property (iii) of A,. 


Remark. The reader will observe that the preceding reasoning is perfectly 
general and amounts to a modification of Lemma 19D, p. 55, in [9], analogous 
to the relationship between Theorem 19C on p. 54 and Corollary 20C on 
p. 60. It should be pointed out that the conclusion need not, in the general 
case, be valid, if property (ii) is absent: consider, for example, the algebra 
of all polynomials P(x), with complex coefficients, restricted to the half-closed 
interval 0 < x < 1, and vanishing for z= 1 (the “point at infinity’’); here 
P(x) P(&) is a homomorphism of the algebra for every complex ¢ (+ 1). 


On account of the isomorphism between A, and A,, we have proved the 
following result. 


Lemma 3. Every homomorphism f + yu(f) of A,, the Banach algebra of all 
radial functions in L*(R"), onto the field of complex numbers is given by a 
Fourier transform, i. e., 

u(f(z)) =f (@,) (f € An) 
for some uniquely defined o,,9 < 0,< ©. 

This is analogous to the converse part of Theorem 1.2, p. 414, in [10]. 
Furthermore, if J,, is the ideal of all functions f ¢ A, such that /(o,) = 0, 
the norm of the quotient-algebra A,,/I,, coincides with the ordinary absolute value 
of the complex numbers. It suffices to verify that, given 99,0 < o9< oo, and 
e>0, there is a function f,¢ A, such that /,(0,)=1 and ||f.\|,) << 1+ e, 
e.g., the function s,, (x) whose Fourier transform is defined by (13), with r’ = 0, 
and r sufficiently large (cf. [10], properties (i) and (v), pp. 404 and 406). 
This is again an analogy to part of Theorem 1.2 in [10]. 

Lemma 3 means, from the view-point of the theory of Banach algebras, 
that the space of all regular maximal ideals of A, may be identified with the 
interval [0, cc); it will be observed that the “weak” topology introduced by A, 
in [0, co) is just the ordinary topology. 

After these preliminaries, we can discuss the ideal theory of A,,. 

The algebra A,, is semi-simple and regular, and the functions in A, whose 
Fourier transforms have compact support are dense in A, (Lemma 2); thus 
Wiener’s theorem holds in A,, (cf. [9], 25D, Corollary, p. 85). 
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Remark. This, of course, may also be shown by a slight modification of the 
classical methods for proving Wiener’s theorem in L1(R"); Lemma 3 may then 
be deduced from Wiener’s theorem in A,,. 

As a corollary of Theorem 1 (§ 2), we have the following result for A,,. 

For each 0,> 0, there is a closed ideal in A,,, contained in the single regular 
maximal ideal I,, of all functions f € A,, with {(0,) = 0, but distinct from I 
if n=3. 

It suffices to consider the case 9,= 1. Here an example is furnished by the; 
closed ideal generated in A,, by f/ * f, where f is the function (4); on account 
of Lemma 3, this ideal is contained in only one regular maximal ideal of A,,. 
Since f * { generates in the L’-algebra a larger closed ideal (i. ¢., closed invariant 
subspace; c/.,e.g., [10], p. 403) than in A,, Theorem | is actually stronger 
than the result stated above. 

For 0,= 0, however, a different situation obtains: I/ I is a closed ideal 
in A, and is contained in the single regular maximal ideal I, consisting of all 
functions f ¢ A,, with } (0) = 0 (i. e., if the cospectrum of J consists of the single 
point 9 = 0), then I coincides with I,. 

Let {(x) be any function in A,, such that /(0) = 0, and consider the function 
fp(x) € A, given by (15); the Fourier transform of /,(x) will then vanish both 
at the origin and outside a bounded interval (c/. (11), (12), (17)). To prove 
that f ¢ J, it suffices, by (16), to show that f,¢ J. 

For this purpose, we use the function s,,,.(x) ¢ A, with Fourier transform 
(13). Since ip (0) = 0, we have 


(18) le *falli < © 
for r,r’ sufficiently small; this is a special case of a result proved in [10], 
pp. 406—75). 
Now consider the difference®) 
(19) fa(x) — 8,7 (2) * fy (2) . 


The Fourier transform of this function vanishes for 0 < 0 < r’ (since &,, (0) = 1 


for 0< @ <1’, ef. (14)) and for large o (since {y(0) = 0 if o is large), i. e., 
outside a compact interval contained in the complement of the cospectrum 
of J. As is well known (cf., e. g., [10], p. 417, or [9], p. 84, 25D), this implies 
that (19) belongs to J. Since the second term of (19) is arbitrarily small in the 
I’-norm (cf. (18)), and I, by hypothesis, is closed, it follows that /,(x) is in J; 
hence, as remarked above, f itself is in 7, and the proof is complete. 


5) It has been reproduced in [9], p. 150, Lemma and Corollary 37C; the exposition 
there contains some complications, however. CARLEMAN’s original method ([4], p. 68) 
could also be adapted easily to the present case. 

®) The reader may find it of interest to consider the relation between (19) and the 
system of functions discussed by Hetson ([{7], p. 84; reproduced in [9], Theorem 37C, 
p- 151). 
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